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LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI  DES  AUGDSTINS,  55,  k  PARIS. 

BULLETIN  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

ET  ASTRONOMIQUES. 

(Journal  Mensuel.) 

Le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  fondé  en  1870,  a  formé 
par  an»  jusqu'en  1872,  un  Tolume  de  a5  à  36  feuilles  grand  in-8  (tomes  I,  II,  III). 
—  A  partir  de  cette  époque,  un  accroissement  considérable  lui  a  été  donné,  sans 
augmentation  de  prix,  et  ce  Journal  s'est  composé,  depuis  janvier  1873  jusqu'en 
décembre  1876,  de  9  volumes  par  an  (i  volume  par  semestre,  avec  Tables),  com- 
prenant en  tout  42  feuilles  grand  in-8  environ.  Les  tomes  I  à  XI,  1870  à  1876, 
constituent  la  l^^^  Série. 

La  2^  Série,  qui  a  commencé  en  janvier  1877,  forme  chaque  année  un  Ouvrage 
de  5o  feuilles  environ  (854  pages),  ^^i  comprend  deux  Parties  ayant  une  pagination 
spéciale  et  pouvant  se  relier  séparément.  La  F*  Partie  contient  :  i^  Comptes  rendus 
Je  Livres  et  Analyses  de  Mémoires;  2*  Mélanges  scientifiques ,  Traductions  de  Mé- 
moires importants  et  peu  répandus,  et  Réimpression  d'Ouvrages  rares.  La  !!•  Partie 
contient  :  Revue  des  Publications  académiques  et  périodiques. 
Les  abonnements  sont  annuels  et  partent  de  janvier. 
Prix  pour  un  an  (la  numéros)  : 

Paris 18  fr. 

Départements  et  Union  postale 20 

États-Unis  de  rAmérique  du  Nord 22 

Autres  pays 24 

La  l^"^  Série,  Tomes  I  à  XI,  1870  à  1876,  suivie  de  la  Table  générale  des  onze 
volumes,  se  vend 90  fit. 
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Beltrabii  (E.).  —  Intorno  ad  alcuni  puntî  délia  teoria  del  potenziale.  (  Memorie 

dell'  Accademia  délie  Scienze  deW  Istituto  di  Bologna,  3*  série,   t.  IX,    1878).  1 

ln-4,  27  p.  J 

—  Parole  dette  dal  Prof.  E.  Beltrami  nella  seduta  del  21  novembre  1878.  {Ren-  1 
•    diconti  'dell'  Accademia  délie  Se,  dell'  Ist.  di  Botogna),  In-8,  i  p.  i 

—  Sulle  funzioni  di  sistemi  simmetrici  intorno  ad  un  asse.   {Rendiconti  del  R.  I 
Istituto  Lombardoy  2*  série,  t.  XI,  fasc.  i4-(â).  Milan,  in-8,  i3  p.                                          J 

BiANCO  (O.-Z.).  —  Sopra  un  problema  di  probabilità.  (Giornale  di  Matematieke, 

t.  XVI).  In-4,  5  p. 
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t.  V).  Novara,  1878.  In-8,  48  p. 
Gasorati  (F.).  — .  Ricerche  sulle  equazioni  algebrico-difierenziali.  (Annali  di  Ma- 

tematicapura  ed  applicata,  2^  série,  t.  IX,  1878).  In-4,  a6  p. 
^  Sulla  integrazione  délie  equazioni  algebrico-difierenziali  di  primo  ordine  e  di 

primo  grado  per  mezzodi  funzioni  lineari.  {Rendiconti  del  R.  Ist.  Lomh,,  t.  XI, 

fasc.  18).  MUan,  1878.  In-8,  5  p. 
Catalan  (E.).  — Remarques  sur  la   théorie  des  moindres  carrés.  {Mémoires  de 

V Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des   Beaux-Arts  de  Belgique, 

t.  XLIII,  1878).  ïn.4,  42  p. 
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MM.  CHASLES,  président, 
BERTRAND. 
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PUISEUX,  secrétaire. 
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Toutes  les  communications  doivent  être  adressées  à  M.  /•  Hoiiel,  Secrétaire 
de  la  rédaction,  Professeur  de  Mathématiques  pures  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Bordeaux,  cours  d'Aquitaine,  66. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

SANNIA  (A.)  6  D'OVIDIO  (E.),  Professori  nelle  Université  di  Kapoli  e  Torino. 
—  Elément!  di  Geometria.  3'  edizione,  corretta  e  modificata.  —  Napoli, 
B.  Pellerano,  1876.  i  vol.  petit  in-8",  xvii- 559  pages,  892  figures  dans  le 
texte.  Prix  :  6  fr. 

MORENO  (G.),  Professore  nel  Collegio  militare  e  neir  Istituto  tecnico  di  Na- 
poli.  —  Elbmexti  di  GsouETaïA.  4*  edizione,  con  37a  6gure  intercalate 
Del  testo.  —  Napoli,  B.  Pellerano,  1877.  1  vol.  petit  in-8%  43i  pages.  Prix  : 
4  fr.  5o. 

FAIFOFER  (A.),  Prof,  nel  Liceo  Marco  Foscarini.  —  Elementi  di  Geometria. 
Venezia,  tipografia  Emiliana,  1878.  i  vol.  petit  in-S*",  5o4  pages,  environ 
340  figures  dans  le  texte. 

L'apparition  presque  simultanée  de  ces  trois  Ouvrages  est  une 
preuve  des  soins  qu'apportent  de  nos  jours  les  professeurs  italiens 
au  perfectionnement  des  méthodes  d'enseignement  de  la  Géométrie 
élémentaire.  On  sait  que  les  règlements  de  l'instruction  publique, 
en  Italie,  ont  prescrit    comme  modèle  de    cet  enseignement  les 
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Eléments  d'Euclide,  en  laissant  d'ailleurs  aux  professeurs  la 
liberté  de  modifier  très-largement  les  détails.  Cette  sage  mesure, 
cil  même  temps  qu'elle  a  préservé  les  auteurs  italiens  des  change- 
ments ultra-radicaux  que  l'on  rencontre  dans  certains  Traités  pu- 
bliés dans  d'autres  pays,  a  forcé  les  maîtres  à  se  retremper  dans 
Tétude  du  chef-d'œuvre  de  la  logique  antique,  le  guide  le  plus  sûr 
vers  les  principes  modernes  de  la  Philosophie  mathématique,  dont 
les  altérations  apportées  par  les  successeurs  d'Euclide  à  son  admi- 
rable rigueur  nous  avaient  notablement  écartés.  Il  nous  semble 
toutefois  que  le  rôle  des  méthodes  euclidiennes  ne  doit  être  considéré 
ici  que  comme  transitoire,  et  que,  une  fois  ramenée  au  vrai  point  de 
départ,  la  Science  devra  élargir  peu  à  peu  le  cadre  étroit  de  la  Géo- 
métrie ancienne,  tout  en  conservant  précieusement  les  habitudes 
de  rigueur  qu'elle  aura  contractées,  et  qui  ne  sont  nullement  in- 
compatibles avec  les  méthodes  modernes. 

Le  premier  des  trois  Traités  dont  nous  voulons  parler  est  une 
nouvelle  édition  du  Livre  que  nous  signalions  il  y  a  huit  ans  (  *  )  à 
Fattention  des  professeurs.  L'auteur  a  conservé  le  plan  général  de 
l'ancienne  édition  ;  mais  il  a  développé  notablement  certaines  par- 
ties, celles  surtout  qui  touchent  aux  principes  fondamentaux. 
U Introduction,  au  lieu  de  six  pages,  en  occupe  maintenant  seize. 
Nous  ne  saurions  garantir  que  tous  les  nouveaux  développements 
fussent  également  nécessaires  dans  un  Livre  destiné  à  l'enseigne- 
ment élémentaire,  où  il  ne  faut  pas  trop  multiplier  les  énoncés. 
Quand  le  temps  est  venu  d'initier  les  élèves  à  des  considérations 
plus  élevées,  la  forme  euclidienne,  universellement  bannie  des 
autres  sciences,  et  qui  a  son  dernier  refuge  dans  les  Traités  de 
Géométrie,  nous  semble  tout  à  fait  impropre  au  développement  des 
idées  modernes. 

Nous  aurions  encore  quelques  critiques  de  langage  à  adresser 
aux  premières  lignes  de  cette  Introduction .  La  déGnition  de  l'axiome 
comme  une  vérité  évidente  ne  nous  satisfait  pas,  V évidence  n^ 
pouvant  être,  dans  les  sciences  abstraites,  qu'un  souvenir  d'expé- 
riences plus  ou  moins  répétées,  et  par  suite  un  moyen  d'induction, 
et  non  un  caractère  de  certitude.  Le  mot  hrpothkse  présenterait 


(*)  Bulletin,  i'*  série,  t.  I,  p.  35g,  et  Nouvelles  Annales  de  MathémaciqueSf  a*  série, 
t.  \,  p.  389. 
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moins  d'équivoque.  Un  théorème  est  une  conséquence  des  hypo- 
thèses admises,  et  la  démonstration  a  pour  but,  non  de  rendre  le 
théorème  évident  (il  est  souvent  par  lui-même  plus  éi^ident  que 
les  hypothèses  d*où  il  résulte),  mais  de  faire  ressortir  ses  liaisons 
avec  les  hypothèses  et  avec  les  autres  théorèmes.  Le  mot  postulat 
(  atTYifjLdt  )  a  été  détourné  depuis  longtemps  du  sens  que  lui  attri- 
buait Euclide,  et,  malgré  l'autorité  des  manuscrits  et  des  éditeurs, 
nous  avons  peine  à  croire  que  Tauteur  des  Eléments  ait  entendu 
par  là  autre  chose  que  la  demande  des  moyens  de  tracer  un  cercle 
ou  une  droite  et  de  prolonger  celle-ci. 

La  possibilité  de  diviser  en  deux  parties  égales  soit  l'angle  des 
deux  directions  opposées  d'une  même  droite,  soit  un  angle  quel- 
conque, soit  une  droite  quelconque,  résulte  d'une  proposition 
générale  qui  se  démontre  à  l'aide  du  principe  des  limites,  pour 
toute  grandeur  qui  n'est  susceptible  de  varier  que  dans  deux  sens 
déterminés  et  opposés.  Plus  d'un  lecteur  sera  surpris  de  trouver  à 
la  page  33  du  Volume  la  démonstration  de  l'existence  d'un  point 
milieu  unique  d'une  droite  donnée. 

Les  auteurs  ont  conservé,  en  la  développant  même  en  quelques 
points,  la  théorie  euclidienne  des  proportions.  Nous  ne  pouvons 
que  répéter  k  ce  sujet  ce  que  nous  disions  il  y  a  sept  ans  :  cette 
théorie  est  un  chef-d'œuvre  que  l'on  ne  pouvait  trop  étudier  à  une 
époque  où  les  moyens  plus  rapides  n'étaient  pas  connus.  Aujour- 
d'hui nous  considérerions  le  temps  comme  mieux  employé  si  on  le 
consacrait  à  acquérir  l'intelligence  complète  de  la  méthode  des 
limites,  chose  indispensable  dès  que  l'on  veut  pousser  ses  études 
mathématiques  au  delà  des  quatre  règles.  Cette  prédilection  des 
auteurs  pour  la  méthode  d'Euclide  a,  en  outre,  l'inconvénient -de 
rompre  l'unité  de  leur  Ouvrage,  dont  une  partie  se  trouve  écrite  dans 
l'esprit  des  anciens,  l'autre  dans  l'esprit  des  modernes. 

Si  nous  maintenons  les  critiques  que  nous  avions  formulées  au- 
trefois tant  sur  ce  point  que  sur  d'autres  moins  importants,  nous 
maintenons  aussi  les  éloges  que  nous  avions  donnés  au  travail 
consciencieux  des  deux  savants  professeurs,  et  nous  en  recomman- 
derons vivement  la  lecture  aux  élèves  et  aux  maîtres,  mais  surtout 
à  ces  derniers,  qui  y  trouveront  de  grandes  ressources  pour  perfec- 
tionner et  varier  leur  enseignement. 
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Le  Livre  de  M.  Moreno  oiTre  un  caractère  plus  élémentaire  que 
le  précédent,  et  naturellement  les  développements  toucliant  à  la 
philosophie  de  la  Science  n'y  tiennent  que  bien  peu  de  place.  Nous 
pensons  que  l'auteur  ferait  bien,  dans  sa  prochaine  édition,  de 
rayer  du  nombre  des  axiomes  cette  tautologie  que  «  le  tout  est 
égal  à  la  somme  de  ses  parties  » . 

Le  plan  de  l'Ouvrage  est  à  peu  près  le  même  que  celui  qu'ont 
suivi  MM.  Sannia  et  d'Ovidio.  11  se  divise  en  deux  Parties  :  Plani- 
métrie  et  Stéréométrie.  Chacune  de  ces  Parties  se  divise  elle-même 
en  quatre  Livres,  ayant  pour  titres  respectifs  :  L  La  ligne  droite.  — 
IL  Le  cercle.  —  III.  Relations  métriques  entre  les  éléments  des 
figures.  —  IV.  Mesure  des  figures.  —  V.  La  droite  et  le  plan.  — 
VI.  Surfaces  courbes.  — Vil.  Relations  métriques  entre  les  éléments 
des  figures.  —  VIU.  Mesure  des  figures. 

Il  y  a  de  plus  deux  Appendices,  l'un  à  la  suite  de  la  Planimétrie, 
traitant  des  maxima  et  des  minima,  l'autre  à  la  fin  de  la  Stéréo- 
métrie, traitant  de  la  similitude.  L'Ouvrage  est  terminé  par  une 
«  Note  sur  quelques  propositions  admises  dans  ces  éléments  ». 
Chacun  des  huit  Livres  est  suivi  d'un  recueil  d'Exercices.  La  notion 
de  la  longueur  d'une  ligue  courbe  ne  nous  parait  pas  établie  avec 
toute  la  rigueur  désirable. 

Nous  dirons,  pour  conclure,  que  la  lecture  de  l'Ouvrage  de 
M.  Moreno  est  une  excellente  préparation  à  celle  du  Traité  de 
MM.  Sannia  et  d'Ovidio,  et  qu'il  contientdéjà  à  lui  seul  toutes  les 
propositions  nécessaires  pour  aborder  les  parties  plus  élevées  des 
Mathématiques. 


Le  traité  de  M.  Faifofer,  dont  il  nous  reste  à  parler,  s'écarte 
beaucoup  plus  que  les  deux  précédents  de  la  forme  euclidienne, 
sans  pour  cela  que  la  rigueur  euclidienne  y  fasse  défaut.  Le  mode 
d'exposition  est  moins  dogmatique  et  se  rapproche  plus  de  la  ten- 
dance analytique  de  la  Science  actuelle. 

On  y  remarquera,  par  rapport  à  l'ordre  habituel,  quelques 
transpositions  qui,  au  premier  abord,  pourront  ne  pas  sembler  na- 
turelles ]  ainsi  le  Chapitre  qui  traite  des  parallèles  ne  commence 
qu'à  la  page  102.  Mais  on  peut  expliquer  cette  détermination  de 
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l'auteur  par  le  désir  d'exposer  d'abord  toute  la  partie  de  la  Géo- 
métrie plane  qui  ne  repose  pas  sur  Taxiome  des  parallèles. 

La  Géométrie  de  l'espace  est  un  peu  sacrifiée;  il  n'est  pas  ques- 
tion de  la  théorie  des  triangles  sphériques,  qui  aurait  pu  être  traitée, 
sans  augmentation  sensible  de  l'étendue  du  Livre,  en  même  temps 
que  celle  des  angles  trièdres,  qui  n'en  est  qu'une  forme  diilérente. 

Voici  un  aperçu  de  la  division  de  l'Ouvrage  : 

Des  viugt-trois  Chapitres  dont  il  se  compose,  les  treize  premiers 
sont  consacrés  à  la  Planimétrie,  les  dix  autres  à  la  Stéréométrie. 

Planimétrie.  —  L  Notions  fondamentales.  L'auteur  y  développe 
les  propriétés  les  plus  simples  de  la  droite  et  du  cercle,  de  manière 
à  permettre  au  lecteur  de  résoudre  par  la  règle  et  le  compas  les 
problèmes  fondamentaux.  -—^  IL  Angles  et  triangles.  —  IIL  Du 
cercle.  —  IV.  Droites  parallèles.  —  V.  Parallélogrammes.  — 
VI.  Equivalence  des  polygones.  —  VII.  Aires  des  polygones.  — 
VIIL  Angles  dans  le  cercle.  — IX.  Polygones  réguliers.  —  X.  Rec- 
tification et  quadrature  approximatives  du  cercle.  —  XI.  Propor- 
tion, proportionnalité.  —  XII.  Segments  proportionnels.  — XIII.  Si- 
militude des  figures. 

Stéréométrie,  —  XIV.  Plan  et  droite  perpendiculaires.  — 
XV.  Dièdre.  —  XVI.  Trièdre.  —  XVII.  Parallélisme  des  droites 
et  des  plans.  —  XVIII.  Prisme.  —  XJX.  Pyramide.  —  XX.  Po- 
lyèdres semblables.  —  XXI.  Volumes  des  polyèdres.  — XXII.  Cy- 
lindre et  cône.  —  XXIII.  Sphère. 

J.  H. 


Dra  F.-J.  STUDNICKY  Z;kladové  y\^li  matiiematiki  .  —  DiJ  prvnl.  0  poctu 
differencialnim.  S  cetnymi  dï-evotisky.  Druhé,  valnê  zmônené  vydânî.  —  V 
Praze,  1878  ('). 

M.   Studnicka,  professeur  à  l'Université  de  Prague,  avait  déjà 
publié  sous  le  même  titre,  dans  les  années  1 867-1 871,  un  Cours 


(')  Stdd:iiicka  (D*"  F.  J.).  ÉlémenU  de  Mathématiques  supérieures.  Tome  I  :  Calcul 
différentiel.  Avec  de  nombreuses  figures  sur  bois.  Deuxième  édition,  notablement  re- 
maniée. Praj^ue,  1878.  i  vol.  in-8,  aSo  p. 
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d'Analyse  supérieure  en  trois  volumes,  dont  la  nouvelle  édition, 
qui  commence  à  paraître,  démontre  suffisamment  le  succès.  N'ayant 
connu  que  trop  tard  cet  Ouvrage  pour  le  signaler  dans  le  Bulletin 
à  l'époque  de  la  première  publication,  nous  rendrons  compte  des 
Volumes  de  la  seconde  édition  à  mesure  qu'ils  (nous  parviendront. 

Bien  que  Fauteur  ait  pris  à  tâche  de  resserrer  son  exposition 
dans  la  moindre  étendue  possible,  le  mince  volume  que  nous  avons 
entre  les  mains  n'en  contient  pas  moins  une  grande  richesse  de 
matériaux.  L'auteur  y  fait  un  heureux  usage  des  déterminants,  qui 
ont  été  pour  lui  l'objet  de  nombreux  travaux.  Il  est  entré,  pour 
cette  nouvelle  édition,  dans  la  voie  ouverte  par  M.  Baltzer,  et  l'on 
trouve,  en  notes  au  bas  des  pages,  quelques  utiles  renseignements 
historiques. 

Le  titre  même  indique  que  l'auteur  adopte  la  division  habituelle 
du  Calcul  infinitésimal.  Le  premier  Volume,  consacré  au  Calcul 
différentiel,  se  compose  de  trois  Livres,  précédés  d'une  Introduc- 
tion qui  traite  des  fonctions  en  général,  de  leurs  diverses  natures, 
de  leur  continuité  ou  de  leur  discontinuité,  de  leur  représentation 
graphique,  de  la  mesure  de  la  rapidité  de  leur  variation  (dérivée, 
diilérentielle),  de  la  signification  géométrique  de  la  dérivée  et  du 
but  général  de  la  haute  Analyse. 

Le  Livre  I  a  pour  objet  la  diiférentiation  etles  dérivées  en  général. 

11  se  divise  en  quatre  Sections  : 

A.  De  la  dérivée  première.  —  Diiférentiation  des  fonctions 
simples.  Fonctions  inverses,  fonctions  composées;  différentielles 
des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes;  fonctions  im- 
plicites, fonctions  de  fonctions. 

B.  Des  dérivées  d'ordres  supérieurs,  —  Après  avoir  un  peu 
sommairement  établi  la  représentation  des  dérivées  d'ordres  supé- 
rieurs au  moyen  des  différentielles  de  même  ordre,  l'auteur  passe  à 
la  détermination  directe  des  dérivées  d'ordre  quelconque  des  fonc- 
tions, tant  simples  que  composées,  d'une  ou  de  plusieurs  variables, 
explicites  ou  implicites* 

C.  Changement  de  variables,  —  L'auteur  traite  les  divers  cas, 
et  termine  par  l'éliaiination  des  constantes  et  des  fonctions  arbi- 
traires au  moyen  de  la  diiférentiation. 
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D.  Des  relations  entre  les  fonctions  primitives  et  leurs  déri- 
uées.  —  Expression  de  T accroissement  de  la  fonction  à  Taide  d'une 
valeur  moyenne  de  la  dérivée  première  et  à  Taide  des  dérivées  su- 
périeures. Séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin. 

Le  Livre  U  contient  les  applications  du  Calcul  différentiel  à  la 
résolution  des  problèmes  d'Algèbre  supérieure. 

A.  Détermination  des  ^vraies  valeurs  des  expressions  déforme 
indéterminée. 

B.  Maxima  et  minima  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs 
variables.  —  L'auteur  prend  pour  base  le  développement  par  la 
série  de  Taylor,  ce  qui  exclut  le  cas  où  la  dérivée  devient  infinie. 

C.  Désfeloppement  des  fonctions  en  série,  —  Méthode  des  coef- 
ficients indéterminés.  Application  des  séries  de  Taylor  et  de  Mac- 
laurin. Nombres  de  Bernoulli.  Série  de  Bernoulli. 

D.  Décomposition  des  fonctions  rationnelles  en  fractions 
simples. 

Le  Livre  III  a  pour  titre  :  «  Application  du  Calcul  différentiel  à 
la  solution  des  problèmes  de  Géométrie  supérieure.  » 

A.  Sur  les  courbes  dans  le  plan.  —  Tracé  des  courbes  planes. 
Différentielles  de  l'arc  et  de  l'aire  \  on  pourrait  désirer  ici  quelques 
développements  sur  la  définition  de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe. 
Tangentes,  normales,  asymptotes,  contacts  de  divers  ordres,  cour- 
bure. Usage  des  coordonnées  polaires.  Points  singuliers. 

B.  Sur  les  courbes  dans  l'espace.  —  Tangentes  et  plans  nor- 
maux. Contact  des  courbes  dans  l'espace.  Rayons  et  centres  de 
courbure.  Contact  des  courbes  et  des  surfaces,  plan  et  sphère  os- 
culateurs.  Double  courbure. 

C.  Des  surfaces.  —  Plan  tangent,  normale.  Positions  relatives 
du  plan  tangent  et  de  la  surface.  Contact  des  surfaces.  Mesure  de  la 
courbure.  Sections  principales.  Lignes  de  courbure. 

D.  Des  lieux  géométriques.  —  Courbes  enveloppes.  Dévelop- 
pées. Surfaces  enveloppes. 
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Grnce  à  la  clarté  avec  laquelle  est  présentée  la  suite  des  formules 
dans  les  diverses  Parties  de  ce  Traité,  il  pourra  être  consulté  avec 
grand  profit  par  les  personnes  mêmes  qui  ne  sont  pas  familières 
avec  la  langue  dans  laquelle  il  est  écrit.  J.  H. 


TABLES  DE  LOGARITHMES  à  12  décimales  jusqu'à  434  milliards,  avec  preuves, 
par  A.  Namur,  secrétaire  de  TÉcole  moyenne  de  l'État,  àThuin-sur-Sambre, 
précédées  d'une  Introduction  théorique  et  d'une  Notice  sur  l'usage  des  Tables, 
par  P.  Mansion,  professeur  à  l'Université  de  Gand,  publiées  par  l'Académie 
royale  de  Belgique.  Bruxelles,  F.  Hayez;  Paris,  Gauthier-Villars,  1877.  26- 
XIV  pages  de  texte,  x  de  tables.  Édition  abrégée  :  xvi  pages  de  texte,  x  de 
Tables. 

L'Introduction  théorique  aux  Tables  de  M.  A.  Namur  est  de 
l'auteur  de  ce  compte  rendu  5  la  Notice  sur  l'usage  des  Tables  est 
de  M.  Namur,  mais  elle  a  été  rédigée  aussi  par  M.  Mansion  -,  les 
Tables  sont  exclusivement  Tceuvre  de  M.  Namur.  Il  y  a  une  édi- 
tion où  manque  l'Introduction  théorique.  —  I.  Introduction  théo- 
rique. 1.  Notice  historique  sur  les  grandes  Tables  de  logarithmes. 
Nécessité  de  Tables  auxiliaires  qui  permettent  de  calculer  rapide- 
ment les  logarithmes  de  tous  les  nombres  à  10  décimales  au  moins. 
Tables  de  Callet,  de  Pineto,  de  Thoman^  leurs  inconvénients. 
2.  Formules  fondamentales. 

l(l  +  z)  =  Z hÔ-ï      O<0<'l,      o<3<;i, 

2  2 


"  =  i+--i-~-l--(i  — V"  —  2a)\      —  !<><!,      0<2//<I, 


démontrées  géométriquement  au  moyen  des  propriétés  de  l'hyper- 
bole. 3.  Au  moyen  de  ces  formules,  on  établit  sans  peine  le  théo- 
rème suivant  :  «  Pour  la  série  des  994  nombres  inférieurs  à  un  million 
de  fois  le  module  M  des  logarithmes  de  Briggs,  les  différences  loga- 
rithmiques commencent  par  1000,  looi  ou  looa^  et,  par  consé- 
quent, l'interpolation  logarithmique  se  fait  plus  facilement  qu'en 
aucun  autre  endroit  des  Tables.  Pour  la  série  des  SyS  logarithmes 
à  6  décimales  immédiatement  supérieurs,  de  millionième  en  mil- 
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lionième,  à  celui  de  M,  les  différences  antilogarithmiques  com- 
mencent par  les  chiffres  looo,  looi,  iooq,  d'où  une  conséquence 
analogue.  »  4.  En  multipliant  un  nombre  quelconque  par  un  ou 
deux  facteurs  convenablement  choisis,  on  parvient  à  le  ramener 
dans  le  voisinage  de  i  ooo  ooo  M,  et,  par  suite,  à  rendre  la  recherche 
de  son  logarithme  aussi  aisée  que  possible.  On  choisit  les  facteurs 
de  manière  que  le  travail  du  calculateur  soit  aussi  grandement 
simplifié.  Remarque  analogue  pour  le  calcul  des  antilogarithmes. 
5.  L'erreur  maximum  théorique  possible  que  comporte  la  méthode 
de  M.  Namur  est  de  i3  unités  du  treizième  ordre  décimal.  — 
II.  Les  Tables  de  M.  INamur  pour  la  recherche  des  logarithmes 
comprennent  :  i®  les  logarithmes  des  nombres  de  433  3oo  à  434  3oo 
à  I  a  décimales  avec  les  différences  ;  2°  les  logarithmes  des  nombres 
de  looo  à  iioo  à  i5  décimales  :  en  multipliant  un  nombre  dont 
les  quatre  premiers  chiffres  forment  un  autre  nombre  compris 
entre  3943  et  4^43  par  Tun  des  nombres  de  cette  Table,  il  est 
ramené  entre  les  limites  de  la  Table  principale^  3°  les  logarithmes 
des  nombres  de  lo  a  99  et  de  10 7  à  19I,  d'unité  eu  unité,  à  i5  déci- 
males :  en  multipliant  un  nombre  quelconque  par  Tun  de  ceux  de 
cette  Table,  il  est  ramené  à  avoir  ses  quatre  premiers  chiffres 
entre  3933  et  4333.  — Les  Tables  auxiliaires  de  facteurs  dont  nous 
venons  de  parler  sont  disposées  de  manière  à  servir  également 
pour  la  recherche  des  autilogarithmes.  La  Table  principale  pour 
la  recherche  de  ceux-ci  permet  de  trouver  à  douze  figures  le  nombre 
correspondant  à  un  logarithme  dont  les  cinq  premières  figures 
forment  un  nombre  compris  entre  63778  (mantisse  de  logM)  et 
63  866.  Les  Tables  et  les  calculs  de  M.  Namur  sont  très-ingénieu- 
sement disposés.  N'oublions  pas  de  signaler  une  particularité  im- 
portante :  les  Tables  auxiliaires  de  facteurs  sont  faites  de  telle 
sorte  que  Ton  peut  trouver  de  deux  manières  différentes  les 
logarithmes  ou  les  antilogarithmes;  le  calculateur  peut  donc  se 
mettre  en  garde  contre  ses  propres  méprises.  P.  M. 
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MÉLANGES. 

SUR  LES  SURFACES  HOHOFOGALES  DU  SECOND  ORDRE 
Par  m.  LAGUERRE. 

1 .  Étant  données  trois  droites  A,  6  et  B',  menons,  par  un  point  a 
pris  arbitrairement  sur  la  première,  une  droite  qui  rencontre  res- 
pectivement B  et  B'  aux  points  b  et  V,  La  droite  aii' décrit,  lorsque 
le  point  a  se  déplace  sur  A,  une  surface  du  second  ordre,  et  le  con- 
jugué harmonique  du  point  a,  par  rapport  au  segment  bb'^  décrit 
une  génératrice  de  cette  surface.  Je  dirai  que  cette  génératrice  est 
la  polaire  de  la  droite  A  relativement  aux  droites  B  et  B'. 

Dans  une  Note  insérée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Mathéma- 
tique (  ^  ),  j'ai  énoncé  et  démontré,  par  des  considérations  de  Géo- 
métrie pure,  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  sjstème  [H)  de  surfaces  homofocales  du  second 
ordre  et  une  droite  fixe  D,  si  par  D  on  mène  des  plans  tangents 
à  une  surface  quelconque  2  du  sjstème  et  si  Von  prend  la  polaire 
de  D  relatis/ement  aux  normales  menées  à  2  aux  deux  points  de 
contact,  cette  polaire  est  la  même  quelle  que  soit  la  surface  du 
sjstème  que  l'on  considère. 

On  peut  dire  que  cette  polaire  est  l'adjointe  de  D  relativement 
au  système  homofocal  (2),  et  il  est  facile  de  construire  l'adjointe 
d'une  droite  quelconque  quand  on  connaît  une  des  focales  du  sys- 
tème. Que  Ton  mène  en  elTet,  par  la  droite  donnée  D,  des  plans 
rencontrant  le  plan  de  la  focale  suivant  des  tangentes  à  cette  courbe 
et  que,  par  les  points  de  contact,  on  mène  des  perpendiculaires  à 
ces  plans,  la  droite  adjointe  de  D  sera  la  polaire  de  D  relativement 
à  ces  perpendiculaires. 

2.  La  proposition  qui  précède  me  parait  assez  intéressante  pour 


(*)  Sur  Us  polaires  d'une  droite  relativement  au^  courbes  et  aux  surfaces  algé' 
briques  {Bulletin  de  la  Soc.  Math, y  t.  III,  p.  179). 
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qu'il  soit  désirable  d'en  avoir  une  démonstration  analytique^  il  est 
du  reste  utile,  dans  diverses  recherches  relatives  aux  surfaces  du  se- 
cond ordre,  de  posséder  les  équations  de  l'adjointe  d'une  droite 
donnée. 

Soient  donc 


L 

M 

JN 

les 

équations 

d' 

une 

droite  D  et 

{•) 

A        B 

I 

l'équation  d'une  surface  quelconque  S  du  système  homofocal  con- 
sidéré. 

Menons  par  D  deux  plans  tangents  à  cette  surface,  et  appelons 
T  et  T"^  les  deux  points  de  contact.  En  désignant  par  j:,  j^  z  les 
coordonnées  d'un  quelconque  de  ces  points,  on  a  les  relations 

xa.        r(3       zy 
A  B  ^   C 

et 

rL       rM       zN 

qui  expriment  que  le  plan  tangent  au  point  (a:,  y^  z)  contient  la 
droite  D;  en  désignant  par  t  une  quantité  indéterminée,  posons 
en  outre 

X  Y  z 

Les  trois  équations  précédentes,  étant  résolues  par  rapport  à  j:, 
y  el  z^  donnent  les  formules  suivantes  : 

À"" ;; ' 

B  w 

z  _L->M-4-r(M«  — L;5] 
C  w 
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où  0)  représente  le  déterminant  (  *) 

«  p  ./ 
L  M  N 
I       I       I 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  devant  satisfaire  à  Téqua- 
tion  (i),  on  aura,  en  posant,  pour  abréger, 

r/  =  2A(M— ;N)(N,S  —  M7),     et     r  =  2A(N,S  -  My)*, 

Téquation  suivante,  qui  détermine  la  quantité  t  : 

(2)  /> -+- 27/ -4- r/*  =  0. 

Si  donc  on  désigne  par  tf  et  t^^  les  racines  de  cette  équation,  les 
coordonnées  du  point  T'  sont  données  par  les  formules 

/.^i  ''-1- 

B 

et  celles  du  point  T"  par  les  formules 


« 

N- 

■  L  -+-  /'  f 

Ly- 

-N«) 

ù) 

> 

L- 

■  M  +  /' 

Ma 

-N^l 

(3' 


B 

c 


N  — L  -l-/''(L7  — N«l 


M-l-/"iMa  — NS^. 


3.  Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  S'  de  la  normale  à 


(')  Je  suppose  nécessairement  ce  déterminant  différent  de  zéro;  pour  une  droite 
donnée  ne  passant  pas  par  l'origine,  on  peut  toujours  du  reste,  en  choisissant  conve- 
nablement les  directions  positives  des  axes,  faire  en  sorte  que  sa  valeur  ne  soit  pas 
nulle. 
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la  surface  menée  au  point 'F  sont  données  par  les  formules 

OÙ  p'  désigne  un  paramètre  arbitraire^  de  même,  en  désignant 
par  p^'  un  autre  paramètre  arbitraire,  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  S''  de  la  normale  menée  en  T''  sont  données  par  les  for- 
mules 

.  =  ^(.-.9.    y=y^{r-^Çj    et    x  =  »"(.+-ë)- 

Considérons  sur  la  droite  S'S''^  deux  points  V  et  V  divisant  har- 
moniquement  les  segments  S' S''.;  X  désignant  un  paramètre  arbi- 
traire, les  coordonnées  de  ces  points  sont  respectivement  déter- 
minées par  les  formules  suivantes  : 


(4) 


et 


(4') 


JC  

..'(1+ 

0-- 

'(i-H 

i) 

..■(,. 

1-hx 

'(1  + 

Q 

J"  — 

3'(l-|- 

I  H-  / 

(  '"^ 

Q 

/ 

I  -t-À 

"(1  + 

i) 

/ 

J      —     À 

'(1  + 

i) 

r 

.(,..^)"_;i 

'('■*■ 

Q 

J'exprime  que  le  point  V  est  situé  sur  la  droite  D,  ce  qui  donne 
les  relations 

Bull,  des  Sciences  mathém,,  a"  Série,  t.  111.  (  Janvier  1879.)  2 
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Les  deux  points  T'  et  T"  étant  sur  la  surface  S,  on  a 
et  les  relations  précédentes  deviennent 

d*où  Ton  déduit 

2d  A*  2i  A«        il      A* 


i^  ./•'*  V<  .i"^ 
et 


i  x'u," 


^  A*"  ^^  A*"  ""  ^  "a*^ 

Si  Ton  porte  maintenant  ces  valeurs  dans  les  équations  (4'))  on 
aura,  en  fonction  du  paramètre  arbitraire  X,  les  coordonnées  du 
point  \"  qui  décrit  la  polaire  cliercliée;  mais,  avant  de  faire  cette 
substitution,  il  est  d*abord  nécessaire  d'introduire  les  quantités  qui 
définissent  la  droite  D. 

4.  Si  Ton  pose,  pour  abréger, 

P:=r2(M  — N)S   Q=:r2(M  — N)(N13-M7),  et    R  =  2[N|3  — My)', 
ou  obtient  facilement  les  expressions  suivantes  : 

2^  A*  "~  ««  '      2^    A*    ~"  ^*  ' 
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On  en  déduit 

et,  par  suite, 

si  l'on  pose 
d'où 

les  valeurs  précédentes  deviennent 

Portons  maintenant  ces  valeurs  dans  les  équations  (  4')  ;  ^^  y 
remplaçant  également  a/,  j^,  z\  a/\  j^^  et  z^'  par  leurs  valeurs,  en 
faisant  quelques  rédactions  faciles  et  en  remarquant  qu'en  vertu  de 
l'équation  (2) 

r'-h/''=-^     et     rr=^, 
r  r 

on  obtiendra  les  formules  suivantes,  qui  donnent,  en  fonction  d'un 
paramètre  arbitraire  fx,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
droite  A  adjointe  à  la  droite  D  : 


r  «  = 

«»= •  ••• 

2. 
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Les  valeurs  dej^'w  et  de  ^w  se  déduisant  de  celle  de  xw  par  de 
simples  permutations  de  lettres,  je  me  dispense  de  les  transcrire  ici. 

5.  Pour  démontrer  maintenant  la  proposition  que  j'ai  rappelée 
au  commencement  de  cette  Note,  il  suiïit  de  faire  voir  que  les  équa- 
tions que  je  viens  d'obtenir  restent  les  mêmes  quand,  au  lieu  de 
considérer  la  surface  déGnie  par  Téquation  (i),  on  considère  une 
surface  quelconque  du  système,  c'est-à-dire  quand  on  change  res- 
pectivement A,  B  et  C  en  A  H-  p,  B  -h  p  et  C  -f-  p,  p  désignant  une 
constante  arbitraire. 

Or,  des  valeurs  données  ci-dessus  de  /;,  g  et  r  il  résulte  aisé- 
ment que,  quand  on  effectue  le  changement  dont  je  viens  de  parler, 
p^qetr  deviennent  respectivement /> -f-  pP,  y  -f-  pQet  r  H-  pR,  et 
il  est  facile  de  vérifier  que  les  valeurs  de  or,  r  et  z  données  par  les 
formules  (6)  ne  sont  pas  changées. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

6.  On  peut  chercher  quelles  sont  les  droites  de  Tespace  qui  sont 
perpendiculaires  à  leurs  adjointes.  Si  Ton  remarque  que  les  cosinus 
directeurs  de  la  droite  adjointe  à  D  sont  proportionnels  aux  coefli- 
cients  de.fA  dans  les  valeurs  dex«,j- w  et  -zw,  on  voit  que  les  droites 
cherchées  sont  définies  par  la  relation 

relation  qui  se  réduit  évidemment  à 

2AL(N|3-M7)=:o; 

elle  exprime,  on  le  voit  aisément,  que  la  droite  donnée  est  perpen- 
diculaire relativement  à  une  des  surfaces  du  système. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  son  adjointe^  elle  est  égaler 
ment  perpendiculaire  à  sa  polaire  relativement  à  une  quelconque 
des  surfaces  du  système  (2). 

7.  Supposons  que  la  droite  D  soit  une  génératrice  d'une  des 
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surfaces  du  système,  par  exemple  de  la  surface  déterminée  par 
l*équation  (i).  L'équation  (2)  est  alors  identiquement  satisfaite,  et 
Ton  a 

Les  équations  de  la  droite  adjointe  A  deviennent  alors 

"^^  —  M  —  N  -h  u  (N  S  —  My), 

-t-  =  L  —  M  -h  u  (M«  -^  Lp); 

multipliant  successivement  ces  trois  équations  par  a,  p,  y  et  faisant 
la  somme,  on  en  déduit,  en  remarquant  que 

w=:2a{M  — N), 

Téquation  suivante  : 


C'est  évidemment  l'équation  du  plan  polaire,  par  rapport  à  S,  du 
point  (a,  ^,  y),  de  la  droite  D,  et  ce  plan  contient  l'adjointe  A. 
Comme  le  point  (  «,  p,  y)  est  un  point  quelconque  de  la  droite  D, 
il  en  résulte  que  A  est  l'enveloppe  d^s  plans  polaires^  par  rapport 
à  2,  des  divers  points  de  D,  et,  comme  D  est  sur  la  surface,  c'est  la 
droite  D  elle-même. 

Donc  : 

Si  une  droite  est  une  génératrice  d' une  quelconque  des  surfaces 
du  sjstème  (2),  cette  droite  se  confond  ai^ec  son  adjointe. 

8.  Par  une  droite  D  menons  les  plans  tangents  à  une  surface  du 
système  et  les  normales  aux  points  de  contact.  Ces  deux  droites 
étant  perpendiculaires  à  D,  la  droite  qui  les  rencontre  et  leur  est 
perpendiculaire  est  parallèle  à  D^  par  suite,  le  point  milieu  du 
segment  compris  entre  les  pieds  de  cette  perpendiculaire  se  trouve 
sur  la  droite  adjointe  A. 

Donc  : 

Si,  par  une  droite  quelconque  D,  on  mène  les  plans  tangents 
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à  une  surface  quelcofujuc  du  système,  puis  les  normales  aux 
points  de  contact  ;  si,  en  outre,  on  construit  la  droite  qui  rencontre 
ces  deux  normales  et  leur  est  perpendiculaire,  le  lieu  du  point 
milieu  du  segment  compris  entre  les  deux  pieds  de  la  perpen- 
diculaire est  la  droite  adjointe  de  D. 

Il  y  a  généralement  deux  surfaces  du  système  qui  touchent  D  \ 
soient  £  Tune  d'entre  elles  et  Z'  une  surface  homofocale  qui  en 
diflere  infiniment  peu.  Les  normales  menées  aux  points  de  con- 
tact des  plans  menés  par  C  tangentiellement  à  Y!  sont  infiniment 
voisines,  et  le  point  milieu  du  segment  dont  je  viens  de  parler  se 
confond  à  la  limite  avec  le  centre  de  courbure  de  la  section  droite 
du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  2  et  ayant  ses  génératrices 
parallèles  à  D,  ce  centre  de  courbure  correspondant  au  point  de 
contact  de  D  avec  la  surface. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Soient  Z  et  2„  les  deux  surfaces  du  système  qui  touchent  la 
droite  D,  m  et  m^  les  points  de  contact;  soit,  déplus,  K  le  centre 
de  courbure,  au  point  m,  de  la  section  droite  du  cylindre  cir- 
conscrit àYi  et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  D  \  soit  de 
même  Ko  le  centre  de  courbure,  au  point  /Wo,  de  la  section  droite 
du  cylindre  circonscrit  à  Zo  et  ayant  également  ses  génératrices 
parallèles  à  D  ;  la  droite  qui  joint  les  points  H.  et  Ko  est  l'adjointe 
deD. 

9.  Jusqu'ici  la  surface  2),  déterminée  par  l'équation  (i),  et  dont 
les  éléments  figurent  dans  les  formules  (6),  est  une  surface  quel- 
conque du  système.  Supposons  maintenant  qu'elle  soit  tangente  à 
la  droite  D^  l'équation  (2)  devant  alors  avoir  deux  racines  égales, 
on  peut  poser 

p  —  G\     q  —  GU    et    /r=II«, 

et  les  formules  (6)  deviennent 


.rw  =  A[(M  —  N)  -+-  fx  (N  S  —  My  ;j 

/  y^ 

'    ZOi  : 


„,,         ■^'''^-''^^;"-'""[(PH-Qo:-.MQtt-«o)). 
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•  Ces  formules  peuvent  encore  se  simplifier  si  Ton  suppose  que  le 
point  (a,  /3,  y),  dont  la  position  sur  la  droite  D  est  jusqu'à  présent 
indéterminée,  est  précisément  le  point  de  contact  m  de  cette  droite 
avec  Z. 

L'équation  (a)  se  réduit  alors  à 


et  l'on  en  déduit 


H/)*z=.o, 


{S) 


Au  moyen  de  ces  relations,  les  équations  (7)  prennent  la  form*^ 
suivante  : 


.:-«)«=zA(Nl3~M7)^^  +  ^.)~î 


a  Hw[PH  — QG-l-.u(QH--RG)] 


PR  —  Q* 


10.  Si,  entre  les  équations  précédentes,  on  élimine  les  quantités 


w,  g  H-  a  et 


Hft»  [PH  -  QG  +  gfQH  ~  RG]] 
PR  -  Q*  ' 


on  obtient  l'équation 


qui 


suit  ; 


l'/i 


r  — .3    r;lv  — Na) 


3-7     C(M«-L.S)      /, 


C'est  l'équation  d'un  plan  contenant  l'adjointe  A  et  passant  par 

1  •  «    |3       7  .  .1 

Je  point  m-^  comme-»  ^  et  '^  sont  respectivement  proportionnels 

aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  menée  en  m  à  la  surface  'Z^  on 
voit  que  ce  plan  contient  cette  normale. 

D'ailleurs,lesquantitésA(Nl3— .M7),B(L7— ^a),C(Ma— L|3) 
étant  respectivement  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  de  la 
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taDgcnte  conjuguée  de  la  droite  D,  ce  plan  contient  également  cette 
tangente  conjuguée. 
Donc  : 

Soit  2  une  surface  du  système  touchant  une  droite  D  au  point  m  : 
le  plan,  mené  par  le  point  m  normalement  à  cçtte  surface  et 
passant  par  la  tangente  conjuguée  de  D,  contient  l'adjointe  A  de 
la  droite  D. 

En  considérant  la  seconde  surface  du  système  qui  touche  D,  on 
obtiendrait  également  un  second  plan  contenant  A^  cette  droite 
sera  donc  ainsi  complètement  déterminée. 

11.  En  désignant  comme  ci-dessus  par  So  ^^  seconde  surface 
du  système  qui  touche  la  droite  D  et  par  m^  leur  point  de  contact, 
considérons  le  plan  mené  en  m  tangentiellement  à  la  surface  Z  ^ 
ce  plan  contient  la  tangente  conjuguée  de  D  relativement  à  Z^  il 
résulte  d'ailleurs  d'une  proposition  bien  connue  qu'il  contient  la 
normale  menée  en  mo  à  la  surface  Zo- 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  données  les  deux  surfaces  2  et  2©  du  système  qui 
touchent  respectii^ement  une  droite  donnée  D  aux  points  m  et  iwo, 
si  l'on  construit  la  tangente  conjuguée  de  D  relativement  à  la  sur- 
face Z,  cette  tangente  rencontre  en  un  point  K©  la  normale  menée 
en  mo  à  la  surface  2o-  Le  point  K©  est  le  centre  de  courbure  relatif 
au  point  mo  de  la  section  droite  du  cylindre  circonscrit  à  2©  ^t 
ayant  ses  génératrices  parallèles  à  D. 

12.  La  considération  de  la  droite  adjointe  permet  de  résoudre 
facilement  diverses  questions  relatives  à  la  courbure  d'une  surface 
du  second  ordre  dont  on  connaît  la  focale.  Imaginons  en  eflet  un 
cylindre  circonscrit  à  une  surface  donnée  2,  et  soit  mT  une  des 
génératrices  de  ce  cylindre  touchant  la  surface  au  point  m;  con- 
struisons la  droite  adjointe  de  MT,  et  désignons  respectivement  par 
T' et  par  K  les  points  où  cette  droite  perce  le  plan  tangent  en  m  et 
la  normale  en  ce  point.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  mT'  est  la 
tangente  conjuguée  de  mT  et  que  K  est  le  centre  de  courbure  de  la 
section  droite  du  cvlindre. 
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13.  Les  formules  (8)  donnent  aisément  les  coordonnées  du 
point  K;  la  droite  mK  étant  en  effet  perpendiculaire  au  plan 
tangent  mené  en  m  à  la  surface  Z,  ses  coordonnées  s'obtiendront  en 

faisant  fx  =  —  --.  En  les  désignant  donc  par  ^,  tî  et  Ç,  on  aura 
,.         .       «  PH*~-aQGHH-RG* 

^       ?  PH*— îQGH-uRG* 


B  PR  — Q* 

^ 7  PH*-~?.QGH-t-RG« 

"^       ''""C  PR  — Q* 

Soient,  comme  ci-dessus,  Zo  la  seconde  surface  du  système  qui 
touche  D,  et  p  la  quantité  dont  dillèrent  les  carrés  des  axes  de  S  et 
les  carrés  des  axes  de  So- 

L'équation 


(G'— /)P)-f-2(GH  — pQ)f-4- 

(H»~pR)f»=o 

devant  avoir  ses  racines  égales,  on  a 

PH'-2QGH-|- 
^  ~            PR  —  Q« 

RG« 

et  les  formules  précédentes  deviennent 

Ç-v=.o^. 

d'où 


P)'-H(?-7)'  =  P'(g  +  g  +  j;)- 


Si  donc  on  désigne  par  R  le  rayon  de  courbure  mK  du  cylindre 
circonscrit  à  2  et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  D,  par  î  la 
distance  du  centre  des  surfaces  du  système  au  plan  tangent  à  ce 
cylindre  le  long  de  D,  on  a  la  relation  R*  =  p^â^,  d'où 

R  =  />^. 

De  même,  si  l'on  considérait  le  cylindre  circonscrit  à  la  surface 
£o  et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  D,  en  désignant  par  Ro  son 
rayon  de  courbure  le  long  de  l'arête  D  et  par  $o  la  distance  du  centre 
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au  plan  tangent  au  cylindre  le  long  de  cette  arête,  on  aurait  la  re- 
lation 

Ro  =  —  p^o  • 


Des  relations  précédentes  on  déduit  en  particulier  l'équation 
qu'il  est  aisé  de  vérifier. 


R       Ro 


DEUX  PIÈGES  PEU  CONNUES  DE  UL  CORRESPONDANCE  D'EULER 
(LETTRE  D'ERIK  PONTOPPIDAN  A  L.  EULER,  ET  RÉPONSE  D'EULER); 

COMMCNIQCÉEB 

Par  m.  BIRGER  HANSTED, 
Candidat  en  Philosophie,  à  Copenhague. 

Les  deux  Lettres  que  j'ai  l'honneur  de  communiquer  aux  lec- 
teurs du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques 
se  trouvent  dans  un  Essay  sur  la  nouveauté  du  monde  publié  à 
Copenhague,  i  ^55,  par  le  D*^  ErikPontoppidan.  J'ai  cru  que  la  Lettre 
d'Euler  méritait  d'être  sauvée  de  l'oubli,  qui  serait  son  sort  cer- 
tain si  elle  restait  cachée  dans  un  livre  danois  peu  connu  ou  pour 
mieux  dire  inconnu  hors  des  frontières  du  Danemark.  Cette  Lettre, 
si  franche,  si  sincère,  caractérise  à  merveille  l'illustre  Euler^  de 
plus,  je  crois  que  sa  teneur  peut  la  recommander  aux  lecteurs  de 
nos  jours.  Le  savant  danois  D'  Erik  Pontoppidan,  théologien, 
naturaliste,  historien  et  scrutateur  infatigable  de  la  nature,  fut 
doué  d'une  rare  faculté  d'observation,  de  connaissances  très-éten- 
dues et  d'une  activité  qui  ne  se  lassa  jamais.  Le  but  de  sa  vie  fut 
alors  de  faire  concorder  le  livre  de  la  nature  avec  l'Ecriture  sainte. 
En  s'occupant  de  ramasser  des  arguments  en  faveur  de  son  idée 
que  le  monde,  œuvre  du  souverain  Seigneur,  n'existe  pas  de  toute 
éternité,  mais,  d'accord  avec  les  renseignements  de  Moïse,  ne  date 
que  de  6000  ans,  pensée  qu'il  a  développée  dans  son  Essay 
sur  la  noux^eauté  du  monde,  il  songea  à  s'adresser  au  profes- 
seur Euler,  à  Berlin,  croyant  avoir  trouvé  une  diminution  de  la 
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durée  de  Tannée  comme  suite  nécessaire  de  la  contraction  de  Tor- 
bite  de  la  Terre.  Saisi  de  cette  pensée,  il  écrit,  après  quelques  hé- 
sitations, directement  à  Euler  pour  le  prier  de  lui  donner  des 
explications  {voir  Lettre  I).  La  réponse  d'Euler  (voi/*  Lettre  II), 
lui  donnant  les  explications  souhaitées,  est  assez  remarquable 
pour  mérite/*  d'être  connue  de  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux 
études  et  aux  découvertes  des  siècles  passés.  Voici  les  deux  Lettres  : 
Lettre  I,  datée  de  Bergen,  en  Norvège,  le  26  de  mars  1754,  du 
D*  Erik  Pontoppidan,  à  M.  Euler,  et  Lettre  II,  datée  de  Berlin,  ce 
II  de  mai  1754,  réponse  de  M.  Euler  au  D'  Erik  Pontop- 
pidan : 

L 

«  Monsieur,  ^ 

»  Vous  vous  étonnerez  sans  doute  à  la  vue  de  ces  lignes,  dont 
l'auteur  ne  présume  pas  avoir  l'honneur  de  vous  être  connu.  Aussi 
ai-je  bien  balancé  dans  mon  esprit  le  pour  et  le  contre  avant  que 
de  vous  incommoder  par  là,  eu  surtout  égard  à  la  distance  des 
lieux,  sans  laquelle  j'aurois,  il  y  a  longtemps,  recherché  l'hon- 
neur et  le  plaisir  de  votre  commerce.  Vous  jugerez  aisément. 
Monsieur,  que  ce  désir  m'est  venu  de  la  lecture  de  vos  Ouvrages, 
qui  n'ont  pas  manqué  d'inspirer  à  moy,  comme  à  tout  le  monde, 
beaucoup  de  respect  pour  vos  talens  admirables  et  admirez  en  ef- 
fect  par  toute  l'Europe.  Venons-en  au  fait,  sans  complimens  su- 
perflus, qui  ne  me  sont  pas  fort  naturels.  C'est  dans  le  premier 
tome  d'un  livre  appelé  :  Phjsihtdische  Belustigungen  et  dans 
le  Magazine  de  Londres  que  j'ai  lu  une  Lettre  de  votre  main, 
adressée  à  M.  Wetstein,  sur  l'approche  continuelle  de  notre  globe 
vers  le  Soleil  comme  vers  son  centre.  Ce  problème  m'a  paru  très- 
intéressant  et  très-digne  de  toute  la  recherche  possible,  afin  d'être 
mis  en  tout  son  jour,  par  conséquent  un  peu  plus  détaillé  que  je 
ne  le  trouve  dans  ladite  Lettre.  La  raison  particulière  qui  me  fait 
souhaiter  cela  pour  l'instruction  du  public,  curieux  sous  nos 
jours  plus  que  jamais,  c'est  que  je  travaille  à  un  Essay  sur  la 
nouveauté  du  monde,  pour  l'opposer  à  Messieurs  les  matéria- 
listes et  autres  incrédules  de  ce  siècle,  auxquels  on  n'appliqueroit 
pas  mal  les  paroles  de  saint  Pierre  (IP  Épitre,  C.  III,v.5).  Or  jevois 
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avec  plaîsir,  Monsieur,  qu'à  la  fin  de  votre  Lettre  vous  tirez  du 
principe  en  question  la  juste  conséquence  que  notre  globe  va 
finir  un  jour  sa  carrière  et  achever  sa  destination  présente.  Tout 
cela  cadre  admirablement  bien  avec  mes  pensées  et  je  souhaiterois 
qu'il  n*y  eût  rien  à  dire  contre  cette  position.  Cependant,  puisque 
je  me  sens  la  vue  trop  courte  dans  ces  sortes  de  sujçts,  il  faut  de 
nécessité  que  je  vous  incommode  par  quelques  questions,  super- 
fiues  sans  doute,  si  j'élois  plus  versé  dans  TAstronomie. 

»  En  premier  lieu,  je  me  donne  la  liberté  de  vous  demander  par 
quelle  raison  vous  alléguez  la  matière  subtile  qui  remplit  notre 
tourbillon  (ne  fut-ce  que  la  matière  de  la  lumière)  comme  un 
moyen  qui  pousse  notre  globe  de  plus  en  plus  vers  son  centre? 
Car  si  c'est  la  matière  lumineuse  qui  ne  cesse  d'émaner  du  Soleil, 
ne  semble-t-elle  pas  devoir  produire  un  effet  contraire  en  repous- 
sant notre  globe  rencontré  en  son  chemin,  plutôt  que  de  l'attirer? 

»  En  second  lieu,  cette  matière  lumineuse,  supposé  qu'elle  parte 
incessamment  du  Soleil,  ne  devroit-elle  pas  s'attacher  ou  se  fixer 
quelque  part  aux  planètes,  ou  bien  rendre  notre  tourbillon  plus 
lumineux  et  plus  brillant  vers  la  fin  des  siècles  que  dans  leur  com- 
mencement? 

»  Troisièmement,  ne  devroit-elle  pas,  par  la  même  raison, 
causer  au  corps  du  Soleil  un  préjudice  considérable,  en  lui  ôtant 
continuellement  quelque  chose  de  son  volume? 

))  Quatrièmement,  s'il  y  a  eu  un  temps  dans  lequel  notre  globe 
se  trouva  plus  éloigné  du  Soleil,  ne  s'ensuit-il  pas  que  les  hivers 
de  ce  temps-là  ont  plus  de  froid  comme  les  étés  moins  de  chaleur, 
et  les  habitans  faits  pour  notre  globe  ont-ils  pu  s'accommoder  de 
cela? 

))  En  cinquième  lieu,  ne  pourroit-on  pas  écarter  ces  inconvé- 
niens  par  la  supposition  que  le  corps  du  Soleil,  amoindri  par  l'éma- 
nation de  la  matière  lumineuse,  avoit  été,  du  commencement,  plus 
vaste  et  ne  s'étoit  diminué  qu'à  proportion  de  l'approche  du  globe 
et  des  autres  planètes?  Position  qui,  si  elle  seroit  fondée,  servi- 
roit  à  glorifier  infiniment  la  sagesse  économique  du  grand  Exé- 
cuteur. 

»  Enfin,  le  raccourcissement  de  l'année  qui  entre  dans  votre 
système  est-il  bien  assuré,  et  quelle  est  la  différence  d'un  siècle  à 
un  autre  ?  Asis,  roy  de  Thèbes,  n'a-t-il  pas  mesuré  l'année  solaire 
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tout  comme  nous  la  mesurons  aujourd'huy,  en  y  ajoutant  les  cinq 
jours  qui  lui  manquoient  auparavant  faute  de  calculs  ? 

»  Voilà,  Monsieur,  mes  six  questions  qui,  pour  être  un  peu 
épineuses  à  moy,  n'en  seront  pas  de  même  à  un  esprit  fait  comme 
le  vôtre  pour  l'illustration  de  ce  siècle.  Si  je  considère  ce  dernier 
sous  l'image  de  notre  tourbillon,  je  vous  place  dans  son  centre 
comme  le  soleil  de  notre  âge.  Sur  ce  fondement,  je  vous  demande 
pour  réponse  quelques  rayons  jettes  dans  un  grand  éloignement  et 
d'autant  plus  bienvenus.  Il  ne  me  reste  que  de  vous  donner  à  bon 
Dieu  et  de  vous  souhaiter  le  comble  de  ses  grâces  et  bénédictions, 
étant  d'un  cœur  respectueux  autant  qu'un  inconnu  peut  l'être, 

n  Monsieur,  etc. 
«  De  Bergen,  en  Norw.,  ce  36  mars  1754.  » 


n. 

«  Monsieur, 

»  Tout  sensible  que  je  sois  à  l'honneur  de  votre  Lettre,  je  m'es- 
timerois  bien  heureux  si  mes  recherches  peuvent  jamais  contri- 
buer quelque  chose  à  confondre  la  malice  des  esprits  forts.  Je 
croyois  que  l'approche  successive  des  planètes  vers  le  Soleil  four- 
nissoit  une  preuve  convainquante,  tant  que  le  système  du  monde, 
tel  qu'il  est  aujourd'huy,  n'ayt  existé  depuis  toute  l'éternité,  ni 
qu'il  sauroit  subsister  éternellement.  Or,  pour  prouver  ce  senti- 
ment a  priori  et  pour  développer  en  même  temps  les  questions 
dont  vous  avez  bien  voulu  m'honorer,  je  prendrai  la  liberté  de 
vous  proposer,  Monsieur,  les  remarques  suivantes. 

M  1.  Je  dis  donc  que  l'espace  du  monde  ne  sauroit  être  vuide  de 
toute  matière,  comme  il  seroit  nécessaire  si  les  planètes  dévoient 
décrire  leurs  orbites  conformément  aux  règles  établies  par  Kepler 
et  soutenues  par  le  grand  Newton,  qui  a  été  obligé  de  supposer 
l'espace  du  monde  entièrement  vuide  pour  que  les  planètes,  dans 
Jeur  mouvement,  n'y  rencontrent  aucune  résistance,  ayant  bien 
reconnu  qu'une  résistance  devoit  nécessairement  trouli\er  ^^^^ 
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mouvement.  Or,  quoique  Newton  ait  soutenu  vuide  l'espace  du 
ciel,  je  dis  que  ce  sentiment  ne  sauroit  être  admis  et  qu'il  est  tou- 
jours détruit  par  la  théorie  de  la  lumière,  de  quelque  manière 
qu'on  l'envisage.  Car,  si,  comme  le  veut  Newton  luy  même,  la  lu- 
mière est  dardée  du  Soleil,  avec  cette  terrible  vitesse  qui  luy  fait 
parcourir  l'intervalle  entre  le  Soleil  et  la  Terre  en  moins  de  huit  mi- 
nutes, tout  l'espace  doit  être  absolument  rempli  de  la  matière  de 
la  lumière.  Mais,  croyant  avoir  suffisamment  réfuté  cette  hypothèse 
de  l'émanation  actuelle  de  la  lumière  des  corps  lumineux,  on  est 
réduit  par  des  raisons  les  plus  fortes  à  soutenir  que  la  lumière  se 
répand  par  l'espace  du  ciel,  de  la  manière  que  le  son  est  répandu 
par  l'ouïe.  Il  faut  donc  que  l'espace  du  ciel  soit  rempli  d'un  fluide 
extrêmement  élastique  et  rare  pour  transmettre  les  rayons  de  la 
lumière.  Voilà  donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  l'univers  rempli 
d'une  matière  subtile  qui  ne  sauroit  manquer  d'influer  sur  le 
mouvement  des  planètes.  Cet  effet  peut  être  double,  car  d'abord, 
en  tant  que  ce  fluide  est  matière,  il  faut  que  les  corps  qui  s'y 
meuvent  rencontrent  quelque  résistance  qui  tende  à  diminuer 
leur  vitesse,  et,  en  tant  que  cette  matière  est  en  mouvement,  elle 
choquera  les  planètes  selon  la  direction.  Et  c'est  sur  quoi  roule 
votre  première  question,  que  par  le  mouvement  de  la  lumière,  les 
planètes  devroient  être  déplus  en  plus  éloignées  du  Soleil.  Cela  ar- 
riveroit,  sans  doute,  si  les  planètes  n'étoient  pas  continuellement 
attirées  par  la  gravité,  vers  le  Soleil.  Mais,  quelle  que  soit  la  cause 
de  la  gravité,  il  suffit  de  savoir  que  la  force  est  la  raison  renver- 
sée des  quarrés  de  la  distance  au  Soleil.  Or,  la  dernière  force  de 
la  lumière,  en  cas  qu'elle  choquât  sur  les  planètes  en  les  repous- 
sant du  Soleil,  devroît  suivre  la  même  raison,  vu  quela  force  de 
la  lumière  diminue  aussi  en  raison  du  quarré  des  distances  au 
Soleil  ]  elle  ne  feroit  donc  que  diminuer  tant  soit  peu  la  force  de  la 
gravité,  et  il  en  seroit  de  même  que  si  les  planètes  seroient  attirées 
vers  le  Soleil  par  une  force  un  peu  moindre,  mais  qui  suivroit 
également  la  même  raison  à  l'égard  de  la  distance.  Or,  si  les  pla- 
nètes n'éprouvoyent  qu'une  telle  force  qui  les  poussât  au  Soleil, 
elles  devroient  toujours  décrire  des  ellipses  autour  du  Soleil,  et 
leur  grandeur  devroit  toujours  demeurer  la  même  éternellement. 
Ainsi,  quoique  la  lumière  agisse  par  impulsion  sur  les  planètes  en 
les  repoussant  au  Soleil,  cela  ne  sauroit  altérer  la  grandeur  de 
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Torbite  de  chacune.  Mais  Tautre  effet  de  cette  matière  subtile,  qui 
résulte  de  la  résistance,  doit  nécessairement  tant  soit  peu  retar- 
der le  mouvement,  ou  bien,  après  que  la  planète  auraj  parcouru 
un  certain  arc,  sa  vitesse  sera  un  peu  moindre  que  si  elle  n'avoit 
pas  éprouvé  cette  résistance.  Or,  dès  que  le  mouvement  d'une  pla- 
nète est  devenu  plus  lentquela  conservation  de  son  orbite  l'exige, 
la  force  de  la  gravité  l'emporte,  et  la  planète  doit  s'approcher  da- 
vantage du  Soleil.  Cela  est  évident  de  là  que,  si  le  mouvement  d'une 
planète  étoit  entièrement  détruit,  elle  tomberoit  directement  dans 
le  Soleil.  Il  est  donc  certain  qu'à  cause  d'un  fluide  dont  le  ciel 
est  rempli,  de  quelque  nature  qu'il  soit,  les  orbites  des  planètes 
doivent  insensiblement  être  rétrécies,  quelque  violente  que  puisse 
d'ailleurs  être  la  force  repoussante  de  la  lumière. 

»  2.  Pour  la  seconde  question,  comme  l'hypothèse  de  l'émana- 
lion  actuelle  de  la  lumière  du  Soleil  est  insoutenable,  et  que  la  lu- 
mière est  plus  tôt  de  la  même  manière  répandue  par  l'éther,  que 
le  son  par  l'air,  aussi  peu  qu'un  briiit  passé  augmente  un  son  pré- 
sent, la  lumière  du  temps  passé  pourra  augmenter  celle  d'aujour- 
d'hui. Aussi  voit-on  que,  dès  qu'on  rend  une  chambre  obscure, 
la  lumière  qui  étoit  entrée  auparavant  s'éteint  subitement. 

»  3.  A  la  troisième  question,  il  n'y  a  point'de  doute  que,  si  la 
lumière  étoit  une  émanation  réelle  du  Soleil,  son  corps  en  devroit 
souffrir  une  perte  très-considérable.  Si  nous  considérons  la  rapi- 
dité que  ce  courant  continuel,  qui  remplit  tout  l'univers,  devroit 
avoir,  quelque  subtile  que  nous  concevions  la  matière  de  la  lu- 
mière, je  doute  fort  que  le  Soleil  pourroit  subsister  seulement  une 
heure.  Mais  dans  l'autre  système,  où  la  propagation  de  la  lumière 
est  semblable  à  celle  du  son,  le  Soleil  ne  perdra  pas  plus  en  nous 
éclairant  qu'une  cloche  en  sonnant. 

))  4.  La  quatrième  question  n'a  aucun  doute,  car,  comme  il  est 
certain  que  nul  homme  ni  nulle  créature  semblable  aux  nôtres  ne 
sauroit  subsister  dans  Saturne  ;  ainsi,  si  la  Terre  avoit  été  jamais 
aussi  éloignée  du  Soleil  que  Saturne  l'est  aujourd'hui,  elle  auroit 
été  absolument  inhabitable  aux  créatures  qui  l'occupent  à  présent. 
Donc,  quoique  le  monde  ait  existé  depuis  toute   éternité  (ce  c\uî 
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conlredit  déjà  au  rétrécissement  successif  des  orbites  )  et  que  l'or- 
bite de  la  Terre  soit  enfin  parvenue  à  l'étendue  qu'elle  occupe  ac- 
tuellement,  il  faudroit  absoltfment  que  dans  un  certain  temps 
toutes  les  créatures  y  fussent  produites  par  un  vray  miracle. 

»  5.  Comme  je  crois  l'hypothèse  de  l'émanation  actuelle  de  la 
lumière  insoutenable,  cette  question  n'a  point  de  difficulté. 

»  6.  La  dernière  question  est  la  plus  importante.  Il  s'agit  de 
savoir  si  l'on  peut  s'assurer  par  les  observations  d'un  racour- 
cissement  des  années,  ce  qui  seroit  une  suite  nécessaire  de  la  con- 
traction de  l'orbite  de  la  Terre.  J'ay  cru  que  cela  pou  voit  être 
prouvé  par  les  observations  rapportées  par  Ptolomée,  et  la  longueur 
de  l'année  qu'il  met  de  365  jours  5  heures  55  minutes,  tandis  qu'elle 
n'est  aujourd'hui  que  de  365  jours  5  heures  et  48  minutes,  sembloit 
favoriser  mon  sentiment.  Mais,  après  un  examen  plus  mur,  on 
trouve  que  Ptoloméc  s'est  trompé  dans  son  année  et  qu'elle  n'a  pas 
été  plus  longue  alors  qu'aujourd'hui.  Mais  il  est  certain  que  le 
mouvement  de  la  Lune  est  aujourd'hui  un  peu  plus  vif  qu'il  n'étoit 
autrefois,  ce  qui  me  parait  suffisant  pour  mon  sentiment.  Car 
puisque  nous  mesurons  les  années  par  le  nombre  des  jours,  qui 
nous  assure  que  les  jours  sont  aujourd'huy  aussi  longs  qu'autrefois? 
En  cas  que  les  jours  soyent  devenus  un  peu  plus  courts,  les  ans  le 
seroient  aussi,  quoiqu'ils  continssent  le  même  nombre  de  jours. 

»  J'ay  l'honneur  d'être  avec  un  très-profond  respect, 

»  Monsieur,  etc. 

»  Berlin,  ce  ii  de  may  1754*  » 
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décembre  1876,  de  q  volumes  par  an  Ci  volume  par  semestre,  avec  Tables),  com- 
prenant en  tout  /|!2  feuilles  grand  in-8  environ.  Les  tomes  I  à  XI,  1870  à  1S76, 
constituent  la  V^  Série. 

La  2"  Série,  qui  a  commencé  en  janvier  1877,  forme  chaque  année  un  Ouvrage 
de  5o  feuilles  environ  (854  pages),  qui  comprend  deux  Parties  ayant  une  pagination 
spéciale  et  pouvant  se  relier  séparément.  La  F*  Partie  contient:  \^ Comptes  rendus 
ae Livres  et  Analyses  de  Mémoires;  a®  Mélanges  scientifiques^  Traductions  de  Mé- 
moires importants  et  peu  répandus,  et  Réimpression  d'Ouvrages  rares,  La  II*  Partie 
contient  :  Revue  des  Publications  académiques  et  périodiques. 
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WITTSTEIN  (D^  Armin).  —  Zur  Geschiciite  des  Malfaîti^sciien  Problems. 
—  Nordlingen,  Beck'sche  Buchhandiung,  1878;  27  pages,  a  PI. 

JL'auteur  a  déjà  faît  paraître,  en  1871,  une  intéressante  histoire 
du  problème  de  Malfatti,  qui  traitait  déjà  assez  complètement  le 
sujet.  Toutefois,  à  cette  époque,  il  lui  avait  été  impossible  de  con- 
sulter une  certaine  partie  des  sources  originales,  et  comme,  en 
outre,  dans  ces  dernières  années,  de  nombreux  documents  nouveaux 
se  sont  ajoutés  aux  anciens,  Tauteur  a  eu  raison  d'ajouter  à  son 
travail  le  présent  Appendice. 

La  première  Partie  contient  exclusivement  des  compléments  à 
ses  anciens  travaux;  il  y  est  question  des  solutions  analytiques  du 
problème  par  Leclimûtz,  Adams,  Cayley,  et  de  la  démonstration 
géométrique  que  Hart  a  donnée   de  la   célèbre   construction  de 
Steiner.  Viennent  ensuite  les  travaux  eflectués  dans  les  sept  der- 
nières années  :  on  doit  mentionner  ici  la  manière  dont  Mertens  a 
traité  le  problème  dans  le  cas  des  triangles  sphériques^  deux  solu- 
tions al gébrico-géomé triques  par  Simons  et  Catalan;  une  seconde 
étude  de  Mertens,  qui  introduit  de  la  manière  la  plus  ingénieuse  les 
quantités  imaginaires^  enfin  un  ensemble  de  recherches  synthé- 
tiques, se  rattachant  immédiatement  aux  méthodes  de  Steiner,  et 
auxquelles  T auteur  consacre  un  paragraphe  spécial.  Cette  revue 
commence  par  la  démonstration   de  MendtKal,  puis  elle  passe  à 
celle  de  Schroeter,  qui,  selon  M.  Wittstein,  «  répond  seule  à  Tin- 
tention  de  Steiner  »,  et  que,  pour  celte  raison,  il  expose  avec  grands 
détails;  il  termine  par  les  démonstrations  analogues  de  Godt  et 
d*AlVolter,  où  il  est  fait  un  usage  répété  de  la  transformation  par 
rayons  réciproques.  Une  biographie  sommaire  de  Malfatti  sert  à 
arrondir  cette  esquisse,  écrite  d'un  style  qui  sent  la  recherche. 

Le  nom  de  Lechmùtz  se  trouvant  assez  souvent  cité  dans  ce 

passage  et  ailleurs,  nous  croyons  devoir  faire  observer,  pour  ne  pas 

laisser  accréditer  une  méprise,   que,  dans  le  Traité   publié  par 

Lelimus,  alors  professeur  à  Berlin  (  Die  reine  Mathematik  und  die 

mechanischenWissenschaften,  Berlin,  i845),  on  trouve,  pages  ia6- 

IÎ9,  une  solution  trigonométrique  de  notre  problème,  que  ray^^^c^i»' 

Bull,  dtt  Sciences  mathém,,  1*  Série,  t.  III.  (Février  1879.)  "^ 
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iaît  suivre  de  ces  mots  :  «  Celte  solution  a  été  déjfi  communiquée 
])ar  Tautcur,  en  1820,  au  professeur  Gergonnc,  pour  être  insérée 
dans  SCS  Annales,  A  l'impression,  le  nom  de  Tauteur  a  été  trans- 
formé en  Leclimiitz.   »  S.  Guwther. 


BILLWILLER  (R.).  —  Ueber  Astrologie.  Vorlnig  gehalten  von  Robert  Bill- 
wiLLER,  Chef  der  schweiz.  meteoroh  Centralslation  in  Zurich.  —  Basel, 
Schweighauser*sche  Buchhandiung,  1878;  33  pages. 

Que  non-seulement  riiistoire  générale  de  la  civilisation,  mais 
encore  spécialement  l'histoire  des  sciences  mathématiques,  ne 
puisse  en  aucune  façon  se  dispenser  de  tenir  compte  de  la  supersti- 
tion astrologique  des  anciens  temps  si  Ton  veut  que  certaines 
questions  importantes  ne  restent  pas  à  jamais  sans  réponse,  c'est 
ce  qu'aucun  historien  ne  peut  méconnaître.  Nous  savons  donc  gré 
à  M.  Billwiller  d'avoir,  par  la  publication  en  brochure  de  sa  confé- 
rence populaire,  contribué  à  attirer  l'intérêt  général  sur  ce  point, 
qui  n*est  pas  encore,  a  beaucoup  près,  apprécié  à  sa  juste  valeur. 
Après  avoir  exposé,  dans  une  courte  Introduction,  la  tendance  de 
son  discours,  il  nous  dépeint  le  double  caractère  de  la  science  des 
astres  dans  l'antiquité  :  d'un  côté,  c'était  une  science  physique 
(principalement  météorologique)  dont  le  but  était  relativement 
raisonnable-,  d'autre  part,  c'était  une  doctrine  purement  arbitraire 
(l'Astrologie  judiciaire)  lorsqu'elle  se  mêlait  de  faire  des  prédictions 
sur  le  sort  des  hommes  et  des  Etats.  M.  Billwiller,  tout  en  recon- 
naissant Ptolémée  comme  l'auteur  des  Apparentiœ  stellaruin, 
défend  énergîquement  cet  astronome  contre  l'imputation  d'avoir 
écrit  le  TsTpdêiQoç^  ses  conjectures  sur  le  véritable  auteur  de  ce 
méfait  littéraire  paraissent  dignes  d'attention.  Passant  aux  Arabes, 
M.  Billwiller  développe  les  règles  systématisées  par  les  sages  de 
cette  nation  pour  l'établissement  des  horoscopes,  et,  k  cette  occasion, 
il  apporte  aussi  quelques  éclaircissements  intéressants  sur  le 
Tfallenstcin  de  Schiller.  Il  précise  ensuite  le  caractère  de  l'Astro- 
logie du  moyen  âge,  avec  son  iniluence  sur  la  Chimie  et  la  Méde- 
cine, et  unim  il  expose  les  conceptions  géométrico-astrologiques 
créées  par  le  génie  original  de  Kepler,  et  à  l'importance  desquelles 
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il  rend  pleine  justice.  «  SI  de  nos  jours  »,  dit-il  (p.  29),  (c  dans  la 
Psychologie  spéculative,  dans  celle  d'Erdmann  par  exemple,  nous 
rencontrons  encore  l'expression  de  genius  ter  rester,  nous  ne  de- 
vrons pas  trop  chercher  chicane  à  Tidée  de  Kepler,  quand,  à  une 
époque  remplie  de  mysticisme,  il  parle  de  Vhme  de  la  Terre.  » 
A^ous  irons  plus  loin  :  nous  prétendons,  d'accord  avec  rexcellent 
essai  de  Fôrster,  Johann  Kepler  und  die  Harmonie  der  Sphâren, 
que  le  grand  astronome  ne  doit  être  aucunement  séparé  de  ringé> 
nieux  astrologue,  et  qu'au  contraire  Tun  entraîne  l'autre. 

S.  Guntheh. 


AH4PEEB'b  (K.-A.),  npoc|)eccopTj  qncTOii  MaTCMaTHKH  btï  Xapi>- 

"KOBCKOMl»   yHHBepCIlTCTa.  O  rCOMCTPHieCKHXTj  COOTB-bTCTBiaX'l» 

BT>  npiiMl>HeHiH  ktj  Bonpocy  o  nocTPoeHiii  kpiibuxI)  jinnifi  (*). 

(Traduit  par  M.  Potocki.) 

Le  but  de  l'auteur  est  d'étudier  le  problème  de  la  construction 
des  courbes  géométriques,  en  connaissant  un  nombre  suffisant  de 
leurs  points.  On  trace  les  sections  coniques  h  l'aide  de  deux 
faisceaux,  entre  les  rayons  desquels  existe  une  dépendance  pro- 
jectîve  ou  uniforme.  La  question  posée  par  l'auteur  est  :  «  Quelle 
modification  faut-il  faire  subir  «à  la  méthode  du  tracé  des  sections 
coniques  pour  obtenir  un  procédé  plus  général  pour  tracer  les 
courbes  d'ordre  supérieur  ?  » 

Selon  l'auteur,  deux  transformations  sont  possibles  : 

1®  On  peut  modifier  les  éléments  de  formation,  c'est-.a-dire 
remplacer  les  faisceaux  de  droites  par  des  formes  géométriques 
plus  compliquées ,  et  laisser  sans  changement  les  relations  projec- 
tives  existant  entre  les  faisceaux; 

2®  Tout  en  considérant  les  faisceaux  de  droites,  généraliser 
leur  mode  de  dépendance. 


(')  Akdréicf  (K.-A.)»  proftisseur  de  Mathématiques  pures  à  rUiiivcrsité  de  Kbar- 
kof.  Des  affinités  géométriques  appliquées  au  problème  de  la  construction  des  courbes. 

(MameMnm,  CâbpHn/nt,  t.  IX,  iGO  papes,  çr.  in-8";  1871)). 

3. 
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Dans  le  premier  cas,  les  courbes  crordre  supérieur  seront  for- 
mées à  Taide  des  faisceaux  de  courbes  d'ordre  inférieur,  dont  les 
éléments  sont  liés  par  l'affinité  liomograpliique. 

La  question  â  été  déjà  traitée  à  ce  point  de  vue  (*). 

Quant  à  la  généralisation  du  second  genre,  tout  en  étant  simple 
et  naturelle  au  point  de  vue  analytique,  elle  présente  de  grandes 
difficultés  au  point  de  vue  géométrique.  En  ellet,  si  une  courbe 
d'ordre  supérieur  est  engendrée  par  l'intersection  des  rayons  cor- 
respondants des  deux  faisceaux  rectilignes  liés  par  une  affinité 
d'ordre  supérieur  (multiforme),  on  devrait  arriver  à  une  construc- 
ti(m  qui,  pour  chaque  rayon  d'un  faisceau,  détermine  les  rayons 
correspondants  de  l'autre.  La  difficulté  existe  dans  l'établissement 
de  cette  construction,  et  c'est  à  cette  difficulté  qu'on  doit  attribuer 
le  fait  que  la  généralisation  du  dernier  genre  n'a  pas  conquis  jus- 
qu'à présent  dans  la  Science  le  rang  atteint  par  celle  du  premier 
genre. 

Pour  résoudre  le  problème  de  construction  des  courbes  par 
points,  problème  que  Chasles  appelle  le  problème  fondamental  de 
la  théorie  des  courbes  géométriques  [^) y  l'auteur  considère  comme 
le  plus  commode  de  définir  les  courbes  géométriques  comme 
engendrées  par  deux  faisceaux  rectilignes  dont  les  éléments  sont 
liés  par  une  affinité  multiforme. 

Dans  ce  cas,  le  problème  de  la  construction  des  courbes  géomé- 
triques d'après  la  connaissance  d'un  nombre  suffisant  de  leurs 
points  est  ramené  à  la  construction  des  éléments  correspondants 
de  deux  faisceaux  rectilignes  étant  entre  eux  dans  une  afGnité 
multiforme,  et  en  connaissant  un  nombre  suffisant  de  couples 
de  ces  éléments.  Au  lieu  d'un  problème  particulier  de  la  construc- 
tion des  courbes,  on  arrive  ainsi  au  problème  plus  général  de  la 
théorie  géométrique  des  affinités  d'ordre  supérieur. 

Ce  problème  forme  le  principal  objet  du   travail  analysé.  L'au- 


(  *  )  Crehona,  Introdutione  ad  una  teoria  geometrica  délie  curve  piane,  Bologne, 
18G2,  §  10. 

De  Jo!fOtiÈRE8,  Essais  sur  la  génération  des  courbes  géométriques, 

Hartenderger,  Ueber  die  Erzeugung  geometrischer  Curven.  {^Journal  de  Crelle^ 
t.  58). 

(•)  CnASLEii,  Construction  de  la  courbe  du  troisième  ordre  déterminée  par  neuj 
points.  {^Comptes  rendus  de  l'yicadémic  des  Sciences^  t.  XXX VI). 
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leur  considère  le  principe  des  affinités  comme  le  principe  fondamen- 
tal de  la  Géométrie  moderne.  Dans  la  Géométrie  synthétique,  tout 
genre  d'affinité  ne  peut  être  considéré  comme  déterminé  que  lorsque 
la  construction  qui  le  produit  est  connue. 

Si  à  chaque  élément  d'une  forme  correspondent  plusieurs  élé- 
ments d'une  autre,  une  telle  affinité  s'appelle  multiforme.  Le  do- 
maine des  affinités  multiformes  présente  encore  un  vaste  champ  à 
l'exploration.  Le  professeur  Em.  Weyr  donne,  dans  son  Ouvrage 
intitulé  :  Tlieorie  der  mehrdeutigen  geometrischen  Elementar- 
gebilde,  une  définition  géométrique  précise  de  l'affinité  mono- 
biforme.  En  iSyS,  M.  Andréief,  dans  un  Ouvrage  :  De  la  forma- 
tion géométrique  des  courbes  planes,  donna  le  premier  essai  d'une 
représentation  géométrique  de  l'affinité  biforme  réciproque  sous 
une  forme  tout  à  fait  générale. 

Dans  le  Mémoire  actuel,  l'auteur  cherche  à  développer  les  prin- 
cipes géométriques  généraux  '  pour  obtenir,  à  l'aide  des  construc- 
tions, les  affinités  multiformes  telles  que  le  nombre  d'éléments  de 
chaque  forme,  correspondants  à  un  élément  quelconque  d'une  autre 
forme,  n'y  dépasse  pas  quatre.  Il  parvient  ainsi  à  construire  sur  un 
plan  les  courbes  géométriques  générales  jusqu'au  cinquième  ordre, 
y  compris  plusieurs  groupes  de  courbes,  dont  certaines  propriétés 
particulières  appartiennent  aux  courbes  d'ordres  plus  élevés.  Dans 
toute  son  exposition,  l'auteur  suppose  connues  les  définitions  géo- 
métriques et  les  propriétés  principales  des  affinités  collinéaires  et 
corrélatives. 

Le  deuxième  Chapitre  est  intitulé  :  Affinité  biforme  réci- 
proque des  faisceaux  et  construction  des  courbes  des  troisième  et 
quatrième  ordres.  Dans  ce  Chapitre,  l'auteur  étudie  la  construc- 
tion à  l'aide  de  laquelle  on  peut  déterminer,  pour  chaque  rayon 
d'un  faisceau,  deux  rayons  correspondants  d'un  autre  faisceau. 
L'auteur  établit,  entre  l'affinité  de  deux  faisceaux  réciproquement 
biformes,  déterminés  par  huit<;ouples  de  rayons,  une  dépendance 
déterminée  par  l'affinité  corrélative  de  deux  plans.  En  appliquant 
l'affinité  biforme  à  la  construction  des  courbes,  il  résout  le  pro- 
blème relatif  à  la  dépendance  de  l'ordre  de  la  courbe  engendrée 
et  des  caractéristiques  numériques  de  la  multiplicité  des  affinités 
entre  les  faisceaux  qui  l'engendrent.  Ici  l'auteur  cite  le  théorème 
connu  : 
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Deux  Jaisceaux  de  droites  liés  entre  eux  par  une  dt^pendance 
multiforme  telle,  qu'à  chaque  rayon  du  premier  correspondent 
ni  rayons  du  second,  et  réciproquement  à  chaque  rayon  du  se- 
cond  faisceau  correspondent  m  rayons  du  premier,  engendrent 
une  courbe  d'ordre  m' -h m;  les  centres  de  cette  courbe  ren- 
ferment des  points  multiples  dont  les  multiplicités  sont  respectif 
i^ement  égales  à  m  et  m'. 

La  connaissance  de  la  construction  des  rayons  correspondants 
de  deux  faisceaux  liés  par  raflSnité  réciproquement  biforine  per- 
met à  l'auteur  de  résoudre  les  deux  problèmes  suivants  : 

i"  Construire  une  courbe  du  quatrième  ordre  en  connaissant 
dix  de  ses  points,  dont  deux  doubles  ; 

2*  Construire  une  courbe  du  troisième  ordre,  en  connaissant 
neuf  de  ses  points. 

Le  troisième  Chapitre  a  pour  objet  l'exposition  géométrique  des 
transformations  dites  de  Cremona  et  de  leurs  applications. 

Après  avoir  donné  une  définition  géométrique  de  la  correspon- 
dance quadratique,  c'est-à-dire  de  la  transformation  du  deuxième 
degré  de  Cremona,  et  avoir  exposé  ses  propriétés  fondamentales, 
l'auteur  donne  un  aperçu  historique  sur  le  développement  graduel 
de  la  théorie  des  transformations  au  point  de  vue  purement  géomé- 
trique. Il  indique  l'affinité  établie  pour  la  prenn'ère  fois  par  Stei- 
ner(*)  ou  la  projection  gauche  de  Transon("),  et  les  définitions 
géométriques  de  cette  affinité  données  par  Seydewitz('),  Reye(*), 
Darboux(*),  Hirst(«),  etc. 


(  *  )  Steixer,  Systematigche  Entwicklutig  dcr  AbhàngigkeU  geometrischer  GestaJteu 
i>on  einander,  Kerlin,  p.  dâi;  i833. 

(  •)  TiiAilsoXy  De  la  projection  gauche.  {Nouvelles  Annales  de  Mathém,,  t.  IV,  p.  285- 
393,  i865,  et  t.  V,  p.  63-70;  186G). 

(•)  Sbydëwitz,  Darstellung  der  geometrischen  Verwandtchaften,  {Grimerfs  Archiv, 
t.  VII,  p.  ii3-i/,8). 

(*)  Rrye,  Geometrische  Verwandtschajt  zweiten  Grades,  {Zeitschri/t  fi'ir  3ïath»  und 
P/i.,l.  XI,  p.  280-310;  18C6). 

(*)  Daruoux,  Sur  un  mode  de  transformation  des  figures,  {Bull,  de  la  Si*c,  Ph.^ 
l.  XI,  p.  72-So;  i8;)8i. 

(•)  lliRST,  On  tfir  qua.liic  conversion  of  plane  eu rvvs.  {Proctcdings  of  the  Rojal 
Soc.;  iSC')). 
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Les  Itaiisforma lions  de  Crornoua  d'ordres  supérieurs  se  pi-é- 
senteul  comme  dérivant  de  la  répétition  de  la  dépendance  quadra- 
tique. La  possibilité  d'obtenir  par  ce  procédé  toutes  les  transfor- 
mations de  Cremona  a  été  démontrée  pour  la  première  fois  par 
iNôthcr(*)  et  Rosanes  (^),  qui  Tont  fait  indépendamment  Tun  de 
Tautre.  Â  propos  des  transformations  de  Cremona,  on  remarque 
que  la  construction  donnée  par  Saltel  (^j  pour  établir  le  principe 
appelé  par  lui  arguesien  n'est  autre  chose  que  la  transformation 
du  troisième  degré  de  Cremona.  On  donne  ensuite  la  généralisa- 
tion de  celte  construction,  déjfi  indiquée  par  Sallcl. 

Parmi  les  applications  géométriques,  la  plus  remarquable  est  celle 
qui  esl  relative  à  la  construction  des  courbes  rationnelles  ou  unicut- 
sales.  L'auteur  démontre  que,  si  une  courbe  de  ce  genre  est  déter- 
minée par  la  connaissance  d'un  nombre  suffisant  de  ses  points, 
parmi  lesquels  se  trouvent  tous  les  points  multiples  donnés  avec 
leur  degré  de  multiplicité,  tous  les  autres  points  de  cette  courbe 
|>euvent  être  obtenus  à  Taide  d'une  règle. 

Une  autre  application  consiste  dans  la  recherche  des  points 
d'intersection  de  deux  coniques  sans  tracer  ces  courbes.  L'auteur 
donne  deux  procédés  pour  la  solution  de  ce  problème.  Par  le  pre- 
mier, la  construction  s'eU'ectue  à  l'aide  d'une  règle  et  d'une  courbe 
*  du  troisième  ordre  et  de  troisième  classe,  située  dans  le  plan  d'une 
manière  quelconque.  Le  second  consiste  dansTemploi  de  la  règle,  du 
compas  et  d'une  section  conique  située  daûs  le  plan  d'une  manière 
quelconque,  mais  autre  que  la  circonférence  ou  deux  droites. 

Dans  le  quatrième  Chapitre,  l'auteur  examine  les  systèmes  li- 
néaires des  coniques.  Le  plus  simple  dé  ces  systèmes  est  un  faisceau. 
Vient  après  le  réseau,  c'est-à-dire  un  système  linéaire  contenant 
un  nombre  doublement  infini  de  courbes.  L'auteur  appelle  réseau 
du  deuxième  genre  un  système  linéaire  contenant  un  nombre 
triplement  infini  de  courbes.  De  la  même  manière  on  formerait 
les  réseaux  de  troisième,  quatrième  genre,  etc. 


(•)  NÔTHEB,  Mathematische  yltmalen,  t.  III;  1870. 

(*)  RosÀNES,  Ueber  dirjenigen  rationalen  Subseitutionen,  wric/tr  eine  rationale  Um^ 
kchrung  zulassrn.  {Journal  de  Crelle,  t.  LXXIII,  p.  97-110;  1871.) 

(')  Saltkl,  5Mr  r  application  delà  transformation  argnesienne,  etc.  {Mémoires  cou" 
ronnéset  autres  Mémoires  publiés  par  V Académie  Boy  aie  de  Belgique,  t.  XX II;  187'j). 

Saltel,  Mémoire  sur  le  principe  arguesien  unicursal.  {Ibid.  t.  \XIII;  1873}, 
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Après  avoir  donné  une  définition  géomélrique  rigoureuse  des 
réseaux  et  indiqué  leurs  propriétés  fondamentales,  l'auteur  résout 
quelques  problèmes  relatifs  à  la  construction  d'une  conique,  avec 
la  condition  que  cette  conique  appartienne  à  un  ou  à  plusieurs 
réseaux  déterminés.  Vient  après  Tétudc  des  affinités  entre  les  ré- 
seaux de  sections  coniques.  En  premier  lieu,  l'auteur  examine  les 
affinités  collinéaires,  et  il  démontre  qu'une  telle  affinité  entre  deux 
réseaux  de  même  espèce  peut  être  entièrement  déterminée  à  l'aide 
d'un  nombre  suffisant  de  couples  de  courbes  et  indique  la  con- 
struction qui  permet  de  trouver,  pour  chaque  conique  d'un  réseau, 
une  conique  correspondante  de  l'autre. 

Après  avoir  remarqué  que  chaque  réseau  est  un  système  au- 
quel le  principe  de  dualité  s'applique,  l'auteur  passe  à  l'affinité 
réciproque  entre  les  réseaux.  Dans  ce  cas,  à  chaque  point  situé  sur 
un  plan  de  l'un  des  réseaux  correspond  une  conique  située  dans 
le  plan  de  l'auti-e.  Deux  points  dont  chacun  se  trouve  sur  une 
conique  correspondante  à  l'autre  s'appellent  conjugués,  ' 

S'étant  assuré  d'abord  que  l'affinité  réciproque  de  deux  réseaux 
de  coniques  peut  être  déterminée  à  l'aide  d'un  nombre  suffisant  de 
couples  d'éléments  réciproquement  correspondants,  l'auteur  dé- 
montre encore  que  chaque  couple  de  ces  éléments  peut  être  rem- 
placé par  un  nombre  suffisant  de  couples  de  points  conjugués.  De 
là  résulte  la  possibilité  de  déterminer  l'affinité  réciproque  des  ré- 
seaux simplement  à  l'aide  d'un  nombre  suffisant  de  couples  de 
points  conjugués. 

Le  cinquième  Chapitre  est  intitulé  :  Affinité  réciproque  tri- 
forme  et  tétraforme  de  faisceaux^  construction  de  courbes  en- 
gendrées par  deux  faisceaux  liés  par  l'affinité  de  ce  genre. 

Ce  Chapitre  est  principalement  consacré  à  la  construction  des 
courbes  géométriques.  A  l'aide  d'une  construction  très-simple, 
l'auteur  est  parvenu  à  lier  l'affinité  réciproque  de  réseaux  avec 
l'affinité  entre  deux  faisceaux  rectilignes,  telle  qu'à  chaque  rayon 
d'un  faisceau  correspondent  au  plus  quatre  rayons  de  l'autre,  de 
manière  que  ces  deux  espèces  d'affinités  s'établissent  l'une  par 
l'autre. 

Le  lieu  géométrique  des  points  d'intersection  des  rayons  corres- 
pondants de  deux  faisceaux  reliés  par  l'affinité  nommée  tout  à 
l'heure  est  une  courbe  géométrique  d'un  ordre  qui  n'est  pas  su- 
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périeur  à  huit.  On  sait  que  Chasles  a  donné  une  méthode  de  con- 
struction d'une  courbe  du  troisième  ordre  dont  neuf  points  sont 
connus.  M.  de  Jonquières  a  donné  quelques  principes  particuliers 
pour  la  construction  des  courbes  du  quatrième  ordre. 

En  définitive,  le  résultat  du  Mémoire  analysé  conduit  à  fournir 
une  méthode  très-générale  de  tracé  des  courbes  du  quatrième 
ordre  déterminées  par  quatorze  points,  et  des  courbes  du  cinquième 
ordre  déterminées  par  vingt  points.  En  outre,  Tauteur  donne  la 
construction  de  plusieurs  formes  particulières  de  courbes  d'ordres 
supérieurs.  Les  moyens  géométriques  employés  pour  ces  construc- 
tions sont  les  mêmes  que  les  moyens  employés  pour  la  détermina- 
tion des  points  d'intersection  de  deux  sections  coniques,  c'est-à-dire 
une  règle  et  une  courbe  fixe  du  troisième  ordre  et  de  la  troisième 
classe,  ou  une  règle,  un  compas  et  une  conique  fixe  autre  qu'une 
circonférence  ou  un  système  de  deux  droites. 

Il  importe  d'ajouter  que  le  Mémoire  de  M.  Andréief  est  remar- 
quable par  la  clarté  de  son  exposition,  la  profondeur  de  vues  et 
l'originalité  des  résultats  qu'il  contient. 

N.  BOUGAÏEF. 


KOENIGSBERGER  (L.).  ~  Vorlbsungen  uber  die  Théorie  der  hyperbllip- 
TiscHBN  Intégrale.  —  Leipzig,  1878.  In-8",  170  p. 

Dans  ces  dernières  années,  M.  Koenigsberger  a  publié  dans 
divers  Recueils  mathématiques  une  suite  de  travaux  sur  les  fonc- 
tions hyperelliptiques  ;  il  rend  un  véritable  service  à  ceux  qui 
s'occupent  de  ces  matières  en  réunissant  les  résultats  complétés  et 
ordonnés  de  ses  recherches  en  un  Volume,  qui  formera  une  suite 
naturelle  à  ses  Leçons  classiques  sur  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques (  *  )  ;  on  y  retrouvera  les  mêmes  qualités  d'ordre ,  de  clarté 
et  de  concision. 

Après  avoir  montrécomment  onpcut,  sur  une  surface  deRiemann 
a  deux  feuillets,  représenter  la  racine  carrée  d'un  polynôme,  et  dis- 
cuté les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  sur  le  nombre  et  la 
position  des  points  critiques  sur  une  telle  surface  pour  l'existence 

(')  Voir  Bulletin,  IX,  i45. 
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d'une  fonction  ratiounel le  de  z  et  de  y/11(z)  ,  hauteur  déHuît  les 
intégrales  des  trois  espèces  et  établit  leur  forme,  puis  montre  com- 
ment une  intégrale  liyperelliplîque  peut  être  déterminée  par  les 
conditions  relatives  à  la  discontinuité  et  aux  périodes.  L'auteur 
passe  ensuite  à  la  réduction  de  l'intégrale  hjperelliptique  générale 
aux  intégrales  des  trois  types  normaux,  étudie  les  coefficients  de  ces 
intégrales  dans  les  formules  de  réduction,  établit  les  relations  entre 
les  périodes  de  deux  intégrales  hyperelliptiques  appartenant  à  la 
même  irrationnalité,  démontre  le  théorème  d'Abel,  traite  le  pro- 
blème de  la  transformation  dans  sa  généralité.  Enfin,  les  deux  der- 
niers Chapitres  sont  consacrés,  l'un  aux  intégrales  hyperelliptiques 
qui  se  réduisent  aux  fonctions  algébriques  et  aux  transcendantes 
élémentaires,  l'autre  à  la  multiplication  et  à  la  division  des  inté- 
grales hyperelliptiques. 


MÉLANGES. 

QUELQUES  FORMULES  FONDAMENTJLLES  POUR  L'ÉTUDE  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES  DU  PREMIER  ORDRE  ET  DU  SECOND 
'     DEGRÉ    ENTRE   DEUX  VARIABLES  ET  A  INTÉGRALE  GÉNÉRALE  ALGÉ- 
BRIQUE ('); 

Par  F.  CASORATI, 
Professeur  à  TUniversiti*  de  Pavie. 

(traduit  par   B.    DEWCLr.) 

1.  Représentons  par  a,  h^  c  trois  fonctions  des  variables  i£,  r,  et 
considérons  In  résultante  de  l'élimination  de  la  constante  arbitraire* 
iî  entre 

(i)  ân*-f.  2/>»û -♦- i  — o 

et  la  diUérentielle 

fîaSX^ -h  -y.fîhCi  -h  de  =  o. 


(*)  Alcune formole  fondamcntali prt  lo  studio  délie  equazioni  alfrebrico-differenzlali 
di  primo  ordine  e  secondo  grado  tra  due  variaùili  ad  intégrale  générale  algehrira, 
(Noie  lue  dans  la  séance  du  lo  décembre  187/1  de  Vlustitnt  royal  Lombard.)  Oltc 
Note  sera  suivie  d'appllcallons. 
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a 

b 

c 

• 

^   /. 

da 

db 

àr 

a.      b.     r. 

a     0 

b     c 

,     X  — 

du 
da 

du 

db 

di' 

du 
de 
di' 

,    k^  = 

rt.  b^     c^ 
Of      b,     cv 

MÉLANGES.  43 

Cette  résultante  est 

;2)  {cda  —  rtrff)'  —  ^{adb  —  bda)[bdc —  cdb]=.  o. 

Posons 


;3)  g 


le  dernier  déterminant  est  le  déterminant  à  éléments  réciproques, 
ou,  en  d'autres  termes,  celui  du  système  adjoint  au  système  des 
éléments  de  h, 

La  valeur  de^  permet  de  mettre  (2)  sous  la  forme  importante 

(2i)  [<^8Y-  ^g[dadc^  [dby]  =  o. 

On  a  donc  pour  la  résultante  les  deux  expressions  suivantes  en 
duy  dv  : 

; 23)  [b,du  —  b^ dvY —  !^[c,du  —  r.  dv)[a^ du  —  a^ (h)  =  o, 

)  fàb ^      db    \n 

i  -[d-u''''-^d-.'jr''- 

Par  suite,  en  représentant  la  résultante  par 
(24)  Adu^-h  zBdudv-h  Cdv^=:o, 

on  obtient  pour  A,  B,  C  les  deux  systèmes  d'expressions 


:4; 


A  = 

B=:- 


bi 


4«p^v, 


bu  b^  -^  lOu  Cp  -\-  Xfi^  r., 
bft      —^auCu, 


;4.) 


.        fàgV       ,    rda  de        /db\n 

j.__àg  dg  fda  de       da  de  db  db\ 

du  {)f'  ^  \du  dv        dv    du  du  d\'  ) 


Digitized  by 


Google 


44  PREMIÈRE  PARTIE. 

Cherchons  le  rapport  du  déterminant 

(5)  G=    ^    ^ 
^    '  B     C 

et  de  g.  On  tire  des  formules  (4) 

et  des  formules  (3),  d'après  une  propriété  des  déterminants  à  élé- 
ments réciproques, 

(6)  {  —  =Cua^—c,a^=kb, 

le  rapport  cherché   est    donc   exprimé  par  la    formule   remar- 
quable (  *  ) 

(7)  7  =  4*'. 

On  peut  introduire  g  et  ses  dérivées  dans  le  déterminant  k\  Il 
résulte  de  cette  opération  trois  formules  que  Ton  obtient  en  expri- 
mant les  valeurs  des  inconnues  c,  — ai,  a  tirées  du  système  des 
équations  algébriques  linéaires 

ca      — ^bb      -h  ac      "=  ^gy 

(8) 


da 
''Tu 

—  ai-r- 
du 

de 

-hfl-j- 

ou 

du 

da 
"T 

,db 
ov 

Ov 

_dg 
-T' 

(*)  Cette  formule,  que  j'ai  trouvée  en  1869  en  faisant  des  recherches  que  je  n'ai 
pu  reprendre  avant  cette  année,  a  été  trouvée  aussi  par  M.  Catalan,  sous  la  forme 

..-uc.,p-<Q,(Sf-f2y, 

en  faisant  a  =  i,  dans  l'élimination  qu'il  a  eu  à  faire  de  la  constante  arbitraire  c 
entre  l'équation  c«-»-Pc-i-Q  =  o  et  sa  différentielle  immédiate  {Comptes  rrndiu  de 
rjcetdémie  des  Sciences  du  l\  juillet  1870). 
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et  qui  sont 


(9) 


MËL 

ANGI 

ES. 

^g 

b 

C 

{•  = 

àg 
du 

db 
du 

de 

du 

àg 

db 
dp 

de 
di' 

43 


(   —  a*A  = 


a 

"^g 

e 

da 
du 

àg 
du 

de 
du 

da 

àg 

de 

di- 

dû 

di- 

a 

b 

25- 

da 

db 

àg 

du 

du 

du 

da 

db 
dv 

àg 
dv 

ak  = 


2.  Toutes  les  formules  ci-dessus  subsistent,  quelle  que  soit  la 
nature  des  fonctions  a^b^  c^  mais  elles  acquièrent  une  plus  grande 
importance  quand  on  suppose  que  les  fonctions  a,  i,  c  sont  algé- 
briques, rationnelles,  entières.  Dans  cette  hypothèse.,  il  faut  remar- 
quer d'abord,  parmi  les  conséquences  de  ces  formules,  celles  que 
Ton  rencontre  en  comparant  entre  eux  les  deux  discriminants  et 
le  déterminant  h. 

Un  facteur  qui  entre  m  fois  dans  g  entre  au  moins  m  —  i  fois 
dans  k.  En  eilet,  considérons,  pour  plus  de  simplicité,  un  facteur 
premier  (f  de  ce  facteur  et  qui  y  entre  r  fois  :  il  entre  rm  —  i  fois 
dans  chaque  élément  d'une  colonne  du  second  membre  de  chacune 
des  formules  (9),  et,  par  suite,  le  facteur  (f  entrera  rm-^  i  fois 
dans  chaque  premier  membre,  c'est-à-dire  dans  A.  Dans  le  cas  où 
une  puissance  (f"  de  ce  facteur  diviserait  simultanément  a,  6,  c, 
le  facteur  ç"*"*  se  trouverait  dans  les  deux  autres  colonnes  des 
seconds  membres;  on  voit  donc  que  (f  doit  entrer*  au  moins 
rm-hii — a^m  —  i  fois  dans  A",  puisque  'ç''"*"*,  9"*"*,  9**  et  ç 
entrent  respectivement  dans  les  trois  colonnes  et  dans  la  première 
ligne. 

Mais  de  ce  que  des  facteurs  entrent  dans  k  on  ne  peut  pas  con- 
clure qu'ils  entrent  aussi  dans  g.  En  prenant,  par  exemple,  une 
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fbnclion  a  conlcnaiil  Y^*  et  une  fonction  b  mm  divisible  par  9, 
on  aura  (f^  dans  k^  cl  ^  ne  sera  pas  divisible  par  f . 

En  comparant  g  et  A",  on  peut  prendre  ba  —  c*  ou  cb  —  a'  au 


lieu  de  ac  —  b-  comme  valeur  de  g. 


Puisque  k  entre  deux  fois  dans  G,  il  résulte  du  théorème  ci-des- 
sus que  k  divise  le  déterminant 


10 


K 


A 

B 

C 

dK 

(m 

dc 

JZ 

du 

du 

dK 

du 

ôC 

di' 

dv 

dv 

En  désignant  respectivemait  par 


les  degrés  de  multiplicité  d'un  facteur  premkr  dans 

g.     /»     G, 


la  relation  (  7  )  donne 


/»  4-  2  m  =  m  , 


et  de  cette  relation,  combinée  avec  le  théorème  concernant  g  et  A, 
on  déduit  les  inégalités 


,2) 


3m'>m''—i,     /w">3m  — 2.     m'>m 


Parmi  les  propositions  ainsi  écrites,  il  faut  maintenant  remar- 
quer particulièrement  les  suivantes  :  Tout  facteur  premier  simple 
de  G  est  facteur  simple  de  g  et  ne  divise  pas  k\  tout  facteur  pre^ 
mier  multiple  de  G  est  aussi  facteur  de  k. 

3.  Supposons  maintenant  que  (1)  soit  Tintégrale  générale  de 
Téquation  difiérentielle 


.3) 


aL€lu^  -k-  l^dudv  -^  ydv^=:  o, 


où  a,  j3,  y  représentent  des  fonctions  rationnelles  entières  de  1*,  vf. 
En  rapprochant  cette  équation  de  (23),  on  trouve 


;i4) 


A  =  Ga,     B  =  ^p,     C  =  O7 , 
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(lY 


ii5) 


et 


(.6] 


G=4(/ïc  — ^») 


A 

(M 
du 


a  b 

ôa  db 

du  du 

an  db 


c 

du 
dv 


B 

C 

dB 
du 

de 

du 

—  9' 

dB 

dC 

àv 

a 
dx 


^-ôM«7-p^^^ 


P       7 
dp      dy 


du     du     à  a 
dx     dp     df 

dv      dv      dv 


Dorénavant  nous  supposerons  toujours  que  les  fonctions  a^  ^^y 
sont  premières  entre  elles.  Il  résulte  de  là  que  le  facteur  rationnel  6 
doit  être  entier. 

En  désignant  par  c  le  discriminant  de  (i3),  c'est-à-dire  en  po- 
sant 

a     p 

P     7 


;'7) 

d'où 


G~0»c 


nous  écrirons  (  7  )  ou  (  1 5  )  comme  il  suit  : 
[18)  4^X'=G»(T. 

Il  résulte*  de  ce  qui  précède  que  tout  facteur  premier  de  0  doit 
être  facteur  de  h.  L'égalité 


('9) 


©(a<f«». 


ipdudv  -h  fih^)  =  {dgY—  /^g[i/afic  —  [eiby] 


prouve  qvL*un  facteur  qui  entre  une  seule  fois  dans  g  ne  divise 
pasO\  car,  s'il  en  était  autrement,  il  devrait  diviser  dg  ou  les  deux 
premières  dérivées  partielles  de  g^  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que 
pour  des  facteurs  multiples  de  g.  Pour  ceux-ci,  au  contraire, 
l'égalité  ci-dessus  montre  qu'a/i  facteur  qui  entre  plusieurs  fois 
dans  g  entre  au  moins  autant  de  fois  dans  0. 

En  comparant  o*  et  g-,  l'équation  (18)  nous  montre  que  toutfac- 
leur  premier  entre  dans  ces  deux  discriminants  un  nombre  impair 
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de  fois  ou  entre  dans  ces  deux  discriminants  un  nombre  pair  de 
fois;  ainsi,  en  particulier,  les  facteurs  qui  entrent  un  nombre 
impeur  de  fois  sont  les  mêmes  pour  les  deux  discriminants.  Nous 
noterons  aussi,  par  rapport  à  o*  et  Ar,  que  tout  facteur  qui  entre 
plusieurs  fois  dans  c  entre  aussi  dans  k. 


NOUVELLE  THÉORIE  DES  SOLUTIONS  SINGULIÈRES 

DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE 

ET  BU  SECOND  DEGRÉ  ENTRE  DEUX  VARIABLES; 

Par  m.  F.  GASORATl. 

(Communication  faite  à  rAcadémie  royale  des  Lincei,  le  5  mars  1876)  ('). 

(tradcit  par  m.  b.  dbwulf.) 

Les  théories  des  équations  différentielles  généralement  conuues 
jusqu'à  ce  jour  sont  toutes  plus  ou  moins  incomplètes  et  même 
en  partie  inexactes,  ainsi  que  l'a  fait  remarquer  aussi  M.  Darboux 
à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  il  y  a  quelques  années  (^). 
Cette  nouvelle  théorie  ne  paraîtra  donc  pas  inopportune,  si,  comme 
je  le  pense,  elle  résout  complètement  et  exactement  les  questions 
qui  se  présentent  ordinairement  au  sujet  de  ces  solutions.  Cette 
Communication  ne  vise  que  la  classe  la  plus  simple  des  équations 
susceptibles  de  solutions  singulières^  mais  cette  classe  a  par  elle- 
même  une  très-grande  importance  dans  l'Analyse  pure  et  dans  ses 
applications,  et,  en  outre,  on  reconnaîtra  dans  cette  Communica- 
tion une  bonne  partie  des  idées  qui  doivent  servir  à  l'étude  des 
autres  classes. 

Les  propositions  que  nous  ne  ferons  qu'énoncer  se  démontrent 
brièvement  en  s'appuyant  sur  la  Note  :  Quelques  formules  fon^ 


(  *  )  Nucva  teoria  délie  soluzioni  singolari  délie  equazioni  differenxiali  di  prima 
ordine  e  seconda  grade  tra  due  'variabili.  Communicazione  del  prof.  F.  Casorati,  fatta 
nlla  Reale  Accademia  dei  Lincei,  il  5  marzo  1876. 

(*)  Sur  la  surface  des  centres  de  courbure  des  surfaces  algébriques.  {Comptes  rendus 
du  QO  juin  1870).  —  Réponse  aux  observations  de  M.  Catalan.  {Comptes  rendus  du 
a5  juillet  1870).  , 
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damentales    dans    l'étude   des    équations    différentielles    algé- 
briques, etc. 


Soit 


(0 


I. 


a(tf,p]</u*  -i-  !i^[u^î>)du(h  -4-  '/(«,  <»)rfi''  =  o 


l'équation  différentielle  dont  il  s'agit,  où  a ( m,  i^),  (3 { u,  t^),  y ( u,  t^ ) 
représentent  des  fonctions  de  u  et  i^,  rationnelles,  entières  et  pre- 
mières entre  elles.  Supposons  que  cette  équation  soit  irréductible, 
c'est-à-dire  qu'elle  ne  se  décompose  pas  en  deux  équations  diffé- 
rentielles  aussi  rationnelles  en  u^  v^  du^  dv^  et  qu'elle  admette  une 
primitive  complète  algébrique^  cette  primitive  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 


(>) 


«(w,c')a*  -f-  7,b[uyu]il  -+-  r(i/,p)  =:  o, 


OÙ  a(u,i^),  b[u^v)^  c[u^vf)  représentent  des  fonctions  de  u, irra- 
tionnelles, entières  et  premières  entre  elles,  et  où  û  est  la  constante 
arbitraire. 

En  éliminant  A  entre  cette  primitive  et  sa  différentielle  immé- 
diate 

^a  .  n'  -I-  'zdb  .  n  -4-  </r  =  o, 

on  trouve  la  résultante 


(3) 


a  o.b         c  o 

o  a  Oih  c 

Ha  ^dif  de  o 

o  da  7s  db  de 


=  o, 


qui  doit  être  le  produit  de  (i)  par  une  fonction 

rationnelle  entière,  qui  peut  être  une  constante. 

Si  une  fonction  4>(u,  i^)  rationnelle  entière  en  u^  vf  et  non  décom- 
posable  en  facteurs  aussi  rationnels,  égalée  à  zéro,  donne  une  équa- 
tion de  laquelle  il  résulte  que  (3)  est  satisfaite  sans  que  (i)  le  soit, 
cette  fonction  doit  être  un  facteur  de  6,  et,  si  l'on  veut,  on  pourra 
dire  que  l'équation  4>  =  o  est  une  solution  de  (3),  mais  impropre. 
Une  solution  de   cette  équation  ne  devant  être  dite  propre  que 

Bull,  des  Sciences  mathëm.^  a*  Série,  t.  III.  (Février  1879.)  4 
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quand  elle  est  aussi  une  primitive  de  (i),  Téquation  (i)  ne  peut  se 
réduire  à  une  identité  qu'en  ayant  recours  à  la  difTcrentielle  de  la 
primitive. 

Dans  une  équation  rationnelle  entière  E(u,i^)  =  oqui  se  pré- 
sente comme  solution  d'une  équation  différentielle,  il  est  impor- 
tant de  distinguer  les  diverses  équations  rationnelles  entières  des 
degrés  les  plus  bas  dans  lesquelles  elle  peut  se  décomposer.  Quel- 
ques-unes de  ces  équations  pourront  ne  pas  satisfaire  à  Téquation 
diflërentielle  ^  chacune  des  autres  donnera  une  solution  ^im/^/e.  Si 
ces  dernières  sont  S I  (1/,^»)  =o,  S2(",^')  =  o,  . . .,  Téquation  E  =  o 
pourra  être  dite  solution  composée  de  ces  solutions  simples. 

Nous  nommerons  particulière,  suivant  Tusage  général,  une  so- 
lution ou  primitive  ou  intégrale  de  (i)  quand  elle  se  confond  avec 
une  équation  déduite  de  (  2),  en  y  mettant  pour  Q.  un  nombre  par- 
ticulier, ou  quand  elle  est  un  facteur  de  cette  équation,  et  singu- 
lière toute  autre  solution. 

Dans  les  anciennes  théories  des  solutions  singulières,  on  affir- 
mait, d'une  manière  plus  ou  moins  différente,  que  Ton  pouvait 
obtenir  ces  solutions  en  égalant  à  zéro  l'un  ou  l'autre  des  discri- 
minants 

a     b 

b      c 


? 


sans  tenir  un  compte  suffisant  du  rapport  entre  ces  deux  discri- 
minants, et  sans  faire  une  distinction  suffisamment  détaillée  entre 
les  différents  facteurs  en  lesquels  ils  peuvent  se  décomposer.  Cette 
distinction  est  indispensable,  car  ces  facteurs  se  comportent  diver- 
sement, suivant  leurs  divers  degrés  de  multiplicité  dans  les  deux  dis- 
criminants, ce  que  les  raisonnements  les  plus  usités  jusqu'ici  ne 
faisaient  même  pas  soupçonner. 
D'après  la  relation 

qui  a  lieu  entre  a,  g^  6  et  le  déterminant 


a 

h 

c 

€ia 

db 

de 

Ihi 

Tïii 

Tu 

(la 

db 

de 

~Jv 

dv 

d^ 
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il  est  manifeste  que  les  facteurs  ralionnels  et  premiers,  ou  indé- 
composables, qui  entrent  un  nombre  impair  de  fois  dans  (7,  entrent 
aussi  un  nombre  impair  de  fois  dans  g.  En  tenant  compte  de  cette 
observation,  nous  distinguerons  les  facteurs  en  sept  espèces,  et  en 
désignant  respectivement  par  /?,  y,  r,  cj,  x,  j^,  z  un  facteur  quel- 
conque de  chaque  espèce,  nous  exprimerons  la  composition  de  g 
et  0-  comme  il  suit  : 

).,  |ui,  V,  p,  Ç,  >î,  Ç,  û)  représentant  des  nombres  entiers  plus  grands 
que  zéro.  Et  Ton  entend  qu'il  peut  exister  plusieurs  facteurs  de 
chaque  espèce,  par  exemple  X|,  Xj,  ...  avec  les  exposants  a^i, 
2^2, ... .  L'exposant  o  de  x  veut  dire  que  cette  espèce  de  facteurs 
manque  toujours  dans  a,  et,  s'il  n'y  en  avait  pas  non  plus  dans  g^ 
X  serait  une  constante. 

Voici  maintenant  le  résumé  de  la  manière  dont  chacune  de  ces 
espèces  de  facteurs  se  comporte  par  rapport  à  (i).  Nous  indique- 
rons aussi  quels  facteurs  divisent  le  multiplicateur  ^,  c'est-à-dire 
donnent  (en  les  égalant  à  zéro)  des  solutions  de  (3)  qui  sont  im- 
propres si  elles  ne  satisfont  pas  à  (i),  et  quels  facteurs  divisent  le 
déterminant  h. 

1®  Les  /acteurs  p  donnent  toutes  les  solutions  singulières  et  ne 
donnent  quelles.  Ils  n'entrent  ni  dans  6  ni  dans  k, 

a"  Les  /acteurs  q  donnent  toujours  des  solutions  particulières. 
Ils  n  entrent  pas  dans  9,  ils  entrent  dans  k. 

3**  Les  /acteurs  r  ne  donnent  jamais  de  solutions.  Ils  entrent 
dans  0  et  dans  A*. 

4**  Les/acteurs  s  ne  donnent  pas,  en  général,  de  solutions,  et, 
quand  ils  en  donnent,  elles  sont  particulières.  Ils  entrent  dans  6 
et  dans  k. 

5^  Les  /acteurs  x  ne  donnent  jamais  de  solutions.  Ils  entrent 
dans  9  et  dans  A*. 

6*  Les  facteurs  y  ne  donnent  pas,  en  général,  de  solutions  ; 
celles  qu'ils  peu\^ent  donner  sont  particulières.  Ils  n'entrent  pas 
dans  6,  ils  entrent  dans  k. 

7°  Les /acteurs  z  ne  donnent  pas,  en  général,  désolations,  et, 

4- 
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quand  ils  en  donnent,  elles  sont  particulières.  Ils  entrent  dans  9 
et  dans  k. 

Quoique  les  propositions  qui  constituent  la  partie  purement 
analytique  de  notre  théorie  des  solutions  singulières  pour  les  équa- 
tions de  la  classe  (i)  se  trouvent  toutes  dans  le  résumé  précédent, 
nous  pensons  qu'il  ne  sera  pas  superflu  de  les  énoncer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Théorème.  —  Les  équations  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro 
les  différents  /acteurs  premiers  qui  entrent  une  seule  /bis  dans 
les  deux  discriminants  des  équations  différentielle  et  intégrale 
sont  toutes  des  primitii^es  singulières,  et  il  rîj  en  a  pas  d  *autres. 

Ce  théorème  ne  donne  que  la  solution  d*un  des  problèmes  fon- 
damentaux de  la  théorie,  celui  qui  consiste  à  déduire  les  primitives 
singulières  de  la  primitive  complète.  La  solution  du  second  pro- 
blème, celui  de  déduire  ces  primitives  de  l'équation  difiérentieile, 
découle  de  cet  autre  théorème  : 

Théorème.  —  Parmi  les  facteurs  premiers  et  simples  du  discri- 
minant de  V équation  différentielle,  ceux  qui  égalés  à  zéro  satis- 
font à  l'équation  elle-même  en  donnent  toutes  les  primitives  sin- 
gulières, et  ils  ne  donnent  quelles. 

Il  s'agit  toujours,  bien  entendu,  de  l'équation  diflërentielle  du 
second  degré. 

Théorème.  —  Tout  facteur  premier  et  simple  de  g  donne  une 
primitive  de  [i). 

Théorème.  —  Un  facteur  multiple  de  g  ne  donne,  en  général, 
qu'une  solution  impropre  de  (3),  et,  quand  il  donne  une  solution 
propre,  elle  est  particulière. 

Théorème.  —  Parmi  les  facteurs  premiers  et  simples  de  g^  ceux 
qui  sont  multiples  dans  a  donnent  des  primitives  particulières 
f/e  (i),  et,  réciproquement,  ceux  qui  donnent  des  primitives  par- 
ticulières de  (i)  sont  multiples  dans  a. 

Pour  a  isolément  : 

Théorème.  —  S'ilj  a  des  solutions  de  [\)  qui  correspondent  à 
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des  facteurs  de  a,  elles  sont  singulières  quand  elles  correspondent 
à  des  facteurs  simples,  particulières  quand  elles  correspondent  à 
des  facteurs  multiples. 

Pour  h  : 

Théorème.  —  Les  facteurs  de  g  et  de  a  qui  donnent  des  solutions 
singulières  ne  dix^isent  pas  A",  tandis  que  tous  les  autres  facteurs 
le  divisent, 

U. 

Quittons  maintenant  le  champ  de  l'Analyse  pure  et  entrons 
dans  celui  de  la  Géométrie,  pour  cliercher,  en  nous  appuyant  sur 
les  propriétés  exposées,  quelle  est  la  signification  que  prennent  les 
divers  facteurs  des  deux  discriminants  dans  Tinterprétation  géomé- 
trique ordinaire  des  équations  diflérentîelle  et  intégrale. 

Cette  interprétation  consiste  à  considérer  (2)  comme  Téquation 
en  coordonnées  cartésiennes  u,  y  d'une  famille  de  lignes  L  dans 
un  plan,  chacune  d'elles  correspondant  à  une  valeur  particulière 
de  Q..  Par  tout  point  (u^,  u^)  du  plan  passent  deux  individus  L| 
et  La  de  cette  famille;  ce  sont  les  deux  lignes  qui  correspondent 
aux  valeurs  û|  et  lia  de  û  qui  sont  les  racines  de  Téquation 

(6)  «(«o»*'o)^*-H2^(tto,<'o)^oH-^("o>*'o)  =  Oi 

et  dont  les  tangentes  ou  directions  [du\dsf)^  et  [duldv)^  en  ce 
point  sont  données  par  l'équation 

(7)  x[u^,VQ)du}  -k-ip[u^,i\)dudv  -h '/("ot^'o)^^*''  =  <>• 

Pour  tout  point  du  lieu  g  =  o,  les  racines  û<  et  Û2  sont  égales  entre 
elles,  et,  par  suite,  les  lignes  L|,  L2  se  confondent;  pour  tout  point 
du  lieu  a  =  o,  les  deux  tangentes  se  confondent. 

En  supposant  que  les  coefficients  des  fonctions  a,  i,  c,  et  par 
suite  ceux  des  fonctions  a,  [3,  y,  soient  réels,  les  régions  du  plan 
où  il  existe  des  lignes  réelles  de  la  famille  (â)  sont  celles  dont  les 
points  (uoî^o)  donnent  des  racines  réelles  aux  équations  (6)  et  (7), 
c'est-à-dire  celles  pour  lesquelles  g^^o,  a;^o.  Lorsque,  dans  le 
mouvement  du  point  (Mo^t^o)»  ces  discriminants  passent  de  valeurs 
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négatives  à  des  valeurs  positives,  les  racines  de  ces  équations 
cessent  d'être  réelles.  Les  équations  des  confins  entre  les  régions 
de  réalité  et  celles  de  non-réalité  s'obtiennent  en  égalant  à  zéro  les 
facteurs  qui  entrent  un  nombre  impair  de  fois  dans  g^  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  dans  o*. 

En  tenant  présentes  à  Tesprit  ces  conclusions  et  les  propositions 
du  résumé^  il  est  assez  facile  de  trouver  la  signification  de  chacune 
des  équations  ^  =  o,  . . . ,  ^  =  o,  . . . ,  -z  =  o,  .... 

1**  Imaginons  que  le  point  (ucV'o)  partant  de  l'intérieur  des  ré- 
gions de  réalité  parvienne  en  un  point  quelconque  d'une  ligne 
p  =  o.  Les  racines  û^  et  û^  deviennent  égales,  et  les  individus  Li 
et  La  viennent  se  confondre  en  un  seul  individu  L,  qui  tQuchera  eu 
ce  point  le  confin  /?  =  o  de  réalité,  mais  sans  le  traverser  et  sans 
pouvoir  se  confondre  avec  lui,  car  p  =  o  n'est  jamais  un  individu 
ou  une  partie  d'individu  de  la  famille  (a).  Donc,  pz=^o  est  l'en- 
v^eloppe  de  toutes  les  séries  de  lignes  L  ou  de  quelques-unes  de 
ces  séries, 

7?  Au  contraire,  toute  ligne  de  l'espèce  q  =  o  étant  intégrale 
particulière,  c'est-à-dire  une  ligne  ou  portion  de  ligne  L,  si  \e  point 
courant  (woj^o)  parvient  à  une  ligne  y  =  o,  les  deux  branches 
courantes,  c'est-à-dire  les  branches  de  Li  et  L2  qui  passent  par 
("oî^o)  viennent  se  confondre  en  une  même  branche  de  L|  =  La 
qui  sera  la  ligne  q  =  o  elle-même.  Cette  ligne,  étant  aussi  un 
confin  de  réalité,  peut  être  considérée  comme  une  vraie  limite 
vers  laquelle  tendent  les  branches  courantes  quand  (wo?  ^0)  tend 
vers  ce  confin. 

Exemple  : 

\ydu  —  ( w  H-  -2 «' ) ^A»]*  -4-  x&v^ [u  -^  v)  dv^  z=  o^      <t=  1 6 ( tf  -f-  <■  ) t'*, 

La  ligne  p  =  a-\-v=zo  enveloppe  réellement  toutes  les  L  corres- 
pondant à  des  valeurs  négatives  de  il.  La  ligne  ^  =  v'  =  o  est  une 
portion  de  celle  en  laquelle  se  confondent  Li  etL^  quand  (ao,*'o) 
atteint  r  =  o. 

S''  Quand  (uo^v'o)  parvient  à  une  ligne  /•  =  o,  les  branches  cou- 
rantes deviennent  des  branches  de  la  ligne  unique  L,  en  laquelle  se 
confondent  L<  et  L^,  branches  qui  se  toucheront  sur  r  =  o,  mais 
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sans  traverser  ni  toucher  cette  ligne,  puisque  /*=:o  ne  satisfait 
pas  à  l'équation  différentielle.  Donc  r  =  o  est  le  lieu  des  points 
de  rebroussement  des  lignes  L. 

ExempU: 

^du^  —  gvdp^  =  o,      0"  r=  —  36»', 

(il  — n)«  — i»»=o,    g  =  —  \^,     X  =  3i'',    ô  =  — i'». 

Les  lignes  L  sont  les  lieux  successivement  occupés  par  Tune 
d'entre  elles'  qui  court  parallèlement  à  l'axe  des  u  ;  u^  —  v»'  =  o  a 
un  point  cuspidal  à  l'origine,  et,  par  suite,  Taxe  des  u,  c'est-à-dire 
;•  =  i>  =  o,  est  le  lieu  de  ces  points  cuspidaux. 

4"  Pour  une  5=0,  si  l'équation  différentiel  Je  n'est  pas  satis- 
faite,  ce  que  nous  avons  dit  pour  /*=  o  est  vrai^  si  l'équation  dif- 
férentielle est  satisfaite,  ce  que  nous  avons  dit  pour  ^  r=  o  est  vrai . 

Exemple  de  5  ^  o  ne  satisfaisant  pas  à  l'équation  diflérentielle  : 

^[du -h  dpy -h  iSf^df^  z=  o,     (T^ioo*'', 

(11 -h  II  4- «')*"'"  *''  =  o»     é'  =  <'*i      ^=5v^,      6  =  P». 

Les  lignes  L  sont  les  lieux  que  pourrait  occuper  successivement 
Tune  d'elles  en  courant  parallèlement  à  Taxe  des  u.  Cet  axe 
J  =  V  =  o  est  parcouru  par  le  point  cuspidal  de  cette  ligne. 

Exemple  de  j  =  o  satisfaisant  à  l'équation  différentielle  : 
[vdu  -+-  3iir/i')*  -h  iGuvdi'^  =  0,      o-  =  i6tt<'', 

ix-e  i')' -f- iir' =  0,     g  =  m^^     X— —  at»*,     6=r*. 

Si  (i/oî^o)  tend  vers  un  point  de  ^  =  i'  =  o,  les  branches  courantes 
tendent  à  se  confondre  avec  la  branche  v'  =  o  de  L 

(Li  =  L,  =  i'^  -t-  m»»  =  0) 

correspondant  à  la  racine  double  il,  =  ÎÎ2  =  o.  Quant  à  /;  =  1/  =  o, 
elle  enveloppe  réellement  les  L  qui  correspondent  aux  valeurs  né- 
gatives de  A. 

j°  Un  facteur  qui  entre  un  nombre  pair  de  fois  dans  g  ou  dans  s 
ne  donne  pas  de  lignes  faisant  partie  des  confins  de  réalité  des  L. 
Donc,  en  particulier,  une  x=  o  peut  s'étendre  à  l'intérieur  et  à 
l'extérieur  de  ces  régions.  Si  le  point  (i/oi^'o)  parvient  à  une  x  =z  o 
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dans  les  régions  de  réalité,  les  branches  courantes  deviennent  des 
branches  d'une  seule  L;  elles  ne  se  touchent  pas  entre  elles,  puisque 
s  ne  s'annule  pas.  Cette  L  aura  là  un  nœud^  mais,  dans  les  régions 
de  non-réalité,  le  nœud  est  remplacé  par  un  point  isolé.  En  somme, 
.r  =  o  est  le  lieu  des  nœuds  ou  des  points  isolés  deslt. 

Exemple  : 

(il -h  l')*  -+- l'w' =  o,      g^=:i*U*^      Â-  =  —  HUtfy      $=zu'. 

Toute  L  qui  correspond  à  une  valeur  positive  de  û  a  un  nœud 
dans  la  portion  de  droite  a:  =  u  =  o  contenue  dans  la  région  s<^0] 
toute  L  qui  correspond  à  une  valeur  négative  de  A  a  un  point  isolé 
dans  l'autre  portion  de  cette  droite.  Quant  à  la  ligne  ^  =  »/  =  o, 
elle  fait  partie  de  la  L  correspondant  à  û,  =  Aj  =  o  ^1^  ^^^  asym- 
ptote des  branches  de  L  qui  tendent  vers  elle  quand  (i/o)^o)  s*eu 
approche. 

6**  Quand  (woî^'o)  parvient  en  un  point  d'une  ligne  y  =  o  dans 
l'intérieur  de  la  région  de  réalité,  les  branches  courantes  ne  cessent 
pas  d'appartenir  à  deux  individus  différents  L|  et  L2,  mais  leurs 
directions  j-  coïncident.  Donc,  si  l'équation  différentielle  n'est  pas 
satisfaite,  j^  =  o  seia  le  lieu  des  contacts  entre  les  L.  Quand,  au 
contraire,  ^  =  o  satisfait  à  l'équation  différentielle  et  est,  par  suite, 
elle-même  une  branche  de  la  famille  (2),  les  branches  courantes 
non-seulement  se  touchent,  mais  elles  se  confondent  entièrement 
avec j^  =  o,  une  seule  d'entre  elles  ne  pouvant  en  rester  distincte. 
Laj)^  =  o  appartiendra  à  deux  L  différentes. 

Exemple  dej  =  o  ne  satisfaisant  pas  à  l'équation  différentielle  : 

(îP*  -h  i)du^  H-  (u^  -h  t'* -h  2 tti»  -f-  2)dudi'  -h  (21/" H-  j]dv*  =  o, 

(T  =  J  (  P  —  //  )  «  (  4  —  ««  —  P«  —  6  1/ 1 •  )  , 
11*  -4-(tt  -hi.)lH-i_  K|.r=o,      g'==7(4  — «*—«''  — 6«»')» 

Les  L  sont  des  hyperboles  équilatères,  dont  l'axe  transverse  est 
sur  la  droite  r=  i'  —  u  =  o,  qui  se  touchent  aux  sommets  dont 
cette  droite  est  le  lieu.  Elles  sont  enveloppées  par 

/;  =  4  —  "'  —  *'*  —  ^''♦'  =  <>• 
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Exemple  de  j^  =  o  satisfaisant  à  réquatioii  ditTéreiitielle  : 

[0  —  Su  4-  Sa'ji'rf/i*  -h  2(t'  —  4"  —  ^u^)ududv  -k-  u^dv^  z=  o, 

fT  =  i6u^[uv  —  (14- a*)*], 

11*  -+-  aa'n  H-  Mi' —  2tt'  —  1=0, 

§•  =  1/»'— .  (i -4- II»)*,     X-^aa',     6  =  1. 

La  droite  j^  =  u  i=  o  appartient  aux  deux  L  qui  correspondent  aux 
valeurs  —  i  et  -f- 1  de  i2.  Quant  à  la  ligne  p  =  ui^  —  (1  —  u^Y  =  o, 
elle  enveloppe  réellement  les  L  qui  correspondent  aux  valeurs  néga- 
tives de  A. 

7**  Enfin,  quand  (wo)^o)  parvient  à  une  ^  =  o,  les  branches 
courantes  deviennent  des  branches  de  la  L  où  viennent  coïncider 
entre  elles  L^  et  L2,  et,  puisque  les  tangentes  à  ces  branches  vien- 
nent aussi  se  confondre,  nous  concluons  que  z  =  o  est  le  lieu  des 
contacts  entre  deux  branches  d'une  même  L.  Par  suite,  si  Téqua- 
tion  difTcrentielle  est  satisfaite,  la  z  =  o  sera  une  ligne  où  les  deux 
branches  dont  nous  venons  de  parler,  non-seulement  se  touchent, 
mais  se  confondent. 

Exemple  de  s  =  o  ne  satisfaisant  pas  à  l'équation  différentielle  : 
4(H-i^)€/«*— i.«(4  +  5r)'^A'*  =  o,      (7=  — 4i^'(i  ^i.)(4-t-5.')*. 

Les  L  sont  les  lieux  que  peut  successivement  occuper  une  de  ces 
courbes  courant  parallèlement  à  Taxe  des  u.  Pour  û  =  o,  la  L  est 
symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  1^  et  a  la  forme  d'une  boucle 

qui  s'élargit  depuis  \^  =  i  jusqu'à  i^  =  —  ^j  puis   se  resserre  et 

forme  à  l'origine  la  singularité  que  M,  Cayley  nomme  tacnœud  et 
qui  s'étend  enfin  en  deux  branches  infinies  dans  la  région  s^^o. 
Quand  L  se  déplace,  le  tacnœud  décrit  la  droite  ^7  =  ^^  =  0,  et  le 
point  du  minimum  ^  =  —  i  décrit  l'enveloppe  p  =  1  -f-  v'  =  o  *,  les 
points  de  u  maximum  et  minimum  décrivent  la  droite 

j  =  4  -+-  5*'  =  o, 
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sur  laquelle  se  touchent,  par  conséquent,  les  diverses  positions  de 
la  ligne  mobile. 

Exemple  de  z  =  o  satisfaisant  à  l'équation  dilTéreutielle  : 

11»H- 2«'n -4-i''(«-h  l)  =  0,      g  =  uv^,      ^  =  — i'*,      ô  =  p". 

La  droite  z  =  \^=o  fait  partie  de  la  ligne  f^(a..th  i)  =  o  où, 
pour  12|  =  122  =  o,  L|  et  L2  viennent  se  confondre. 

Ce  qui  précède  jelte  aussi  une  grande  lumière  sur  les  propriétés 
de  la  jacobienne  k  =  o'^  mais,  pour  ne  pas  dépasser  les  limites 
d'une  simple  Communication,  nous  laisserons  de  côté,  pour  le  mo- 
ment, les  observations  relatives  à  ce  lieu.  Nous  ne  dirons  rien 
non  plus  du  lieu  0  =  o,  et,  à  plus  forte  raison,  des  autres  parti- 
cularités intéressantes  dont  le  nombre  et  la  variété,  comme  on  le 
voit  immédiatement,  se  multiplient  à  mesure  que  Ton  approfondit 
le  sujet  en  subdivisant  les  singularités.  Nous  ajouterons  cependant 
quelques  remarques  très-courtes  sur  les  Notes  de  M.  Darboux  citées 
plus  haut,  sans  vouloir  en  diminuer  la  valeur,  que  nous  estimons 
très-grande^  nous  voulons  rendre  encore  plus  manifeste  combien 
M.  Darboux  a  eu  raison  de  donner  Tévcil  sur  la  prétendue  exacti- 
tude des  théories  des  solutions  singulières. 

La  condition  (3)  de  la  page  267  (Comptes  fendus  du  25  juillet 
1870)  est  satisfaite  par  les  équations  de  l'espèce  ^=  o,  comme 
cela  se  voit  sur-le-champ  5  elle  ne  l'est  pas  par  celles  des  espèces 

/•  =  o,  x  =  o.  Les  dérivées  de  R,  c'est-à-dîrc  —-»  -r-»  s'annulent,  eu 

'  du    dç  ' 

même  temps,  avec  des  facteurs  des  espèces  9,  j,  j^,  z.  Par  suite,  la 
distinction  des  cas  faite  aux  n^'  1,  2,  3  de  la  page  268  doit  être 
complétée  suivant  notre  analyse.  Le  cas  des  points  cuspidaux  cor- 
respond seulement  aux  facteurs  des  espèces  r,  s. 

Ce  qui  est  écrit  dans  les  lignes  8-1 4  exige  une  correction.  Notre 
analyse  fait  voir  que  même  dans  cette  condition  les  enveloppes 
peuvent  faire  défaut^  nous  avons  voulu  donner  un  exemple  de  cela 
dans  les  deuxième,  troisième  et  cinquième  cas  particuliers. 

Enfin,  relativement  à  ce  qui  est  dît  de  la  courbe  (R)  ou  a  dans 
les  lignes  5-8  de  la  page  270,  nous  réclamons  la  nécessité  de  dis- 
tinguer les  parties  de  (R)  qui  correspondent  aux  facteurs  qui  cn- 
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irent  dans  R  un  nombre  impair  de  fois  des  autres  parties  qui  ne 
constituent  pas  des  confins  de  réalité  des  lignes  données  par  les 
primitives  particulières  (  *  ) . 


NOTE  SUR  LA  DÉCOUVERTE  DES  PLANÈTES  INTRA-MERGURIELLES 
PENDANT  L'fiCLIPSE  DU  29  JUILLET  1878; 

Par  m.  g.  RAYET. 

Les  éclipses  totales  de  Soleil  de  1868,  1869  ^^  ^^7^  ^^^  j^^^  ^^^ 
vive  lumière  sur  la  constitution  physique  du  Soleil,  des  protubé- 
rances, de  la  couronne  et  des  gloires  qui  paraissent  envelopper  la 
Lune  à  l'instant  de  la  totalité;  pour  ce  qui  concerne  la  constitution 
physique  du  Soleil  et  des  protubérances,  il  semble  même  qu'il  y 
ait  aujourd'hui  plus  à  attendre  d'observations  précises,  entreprises 
et  longuement  continuées  dans  des  circonstances  atmosphériques 
particulièrement  favorables,  que  de  remarques  rapides,  faites  à  la 
hâte  pendant  le  temps  toujours  très-court  de  l'obscurité  totale.  En 
ce  qui  regarde  la  couronne  et  les  gloires,  les  astronomes  sont  plus 
éloignés  d'une  solution  satisfaisante  aux  questions  posées,  et, 
pendant  longtemps  encore,  il  y  aura  intérêt  à  ne  négliger  aucune 
des  occasions  où  ces  phénomènes  lumineux  peuvent  être  étudiés. 

Les  instructions  que  M.  Harkness  avait  préparées,  au  nom  de 
l'Observatoire  naval  de  Washington  (^),  pour  l'observation  de 
Téclipse  totale  du  29  juillet  1878,  portent  la  trace  de  ces  préoccu- 


(*)  Nous  ferons  observer  que  les  Notes  nécessairement  très-courtes  des  Comptes 
rendus  ne  pouTaient  donner  qu'un  abrégé  de  notre  théorie.  L'auteur  ne  paratt  pas 
connaître  le  trayail  plus  étendu  que  nous  ayons  publié  au  tome  IV  du  Bulletin,  où 
nous  nous  sommes  placé,  du  reste,  à  un  point  de  rue  tout  différent  de  celui  qu'il  a 
adopté  dans  le  trayail  que  nous  reproduisons.  M.  Casorati  a  traité,  et,  selon  nous, 
ayec  beaucoup  de  succès  et  d'intérêt,  la  question  des  solutions  singulières,  en  admet- 
tant que  l'on  connaît  à  la  fois  l'équation  différentielle  et  l'intégrale  générale;  pour 
nous,  au  contraire,  sauf  à  la  fin  du  Mémoire  précédemment  cité,  nous  ayons  traité 
cette  question  en  supposant  que  l'on  connaît  seulement  l'équation  différentielle.  Il 
y  a  une  grande  différence  entre  ces  deux  manières  d'envisager  le  problème.     G.  D. 

(•)  Instructions  for  observing  the  total  Solar  Eclipse  of  July  29,  187B.  1  br.  in -4". 
Washington,  1878. 
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pations.  L'auteur  s^étend  longuement  sur  les  observations  de  la 
couronne  à  faire  à  l'œil  nu  et  sur  les  procédés  propres  à  en  obtenir 
une  représentation  correcte,  sur  les  observations  photographiques 
et  aussi  sur  les  observations  spectroscopiques  \  les  essais  doivent, 
dans  ce  cas,  être  dirigés  vers  la  recherche  de  la  couche  de  Young 
(couche  dans  laquelle  le  spectre  ne  présente  aucune  ligne  ni  bril- 
lante ni  obscure)  et  vers  l'étude  du  spectre  propre  de  la  couronne. 

Mais  ce  qui  distingue  surtout  des  instructions  antérieures  celles 
préparées  par  l'Observatoire  de  Washington,  c'est  l'existence  d'une 
Carte  donnant  pour  les  régions  voisines  du  Soleil  la  position  de 
toutes  les  étoiles  jusqu'à  la  7*  grandeur.  Carte  dressée  en  vue 
de  la  recherche  de  la  planète  ou  des  planètes  intra-mercurielles 
dont  l'existence  probable  avait  été  signalée  il  y  a  longtemps  déjii 
par  Le  Verrier. 

Il  semble  que  ces  planètes,  auxquelles  Le  Verrier  attribue  l'ac- 
célération du  mouvement  du  périhélie  de  Mercure,  devraient  avoir 
été  observées  souvent  pendant  leurs  passages  devant  le  Soleil;  il 
n'en  est  rien  cependant,  et  les  observations  de  cette  nature  que 
l'on  retrouve  çà  et  là  dans  les  Recueils  astronomiques  sont  diffi- 
ciles à  concilier  entre  elles,  inexactes  ou  même  fausses.  L'existence 
réelle  de  ces  corps  pouvait  donc,  il  y  a  quelques  mois  encore,  être 
mise  en  doute,  mais  aujourd'hui  les  observations  de  MM.  Watson 
et  Swift  ne  laissent  aucune  incertitude  sur  le  fait  de  l'existence 
de  deux  planètes  plus  voisines  du  Soleil  que  Mercure. 

Au  sujet  des  observations  faites  par  lui  à  Denver  (Colorado)  le 
29  juillet,  M.  Watson  écrivait  d'Ann-Arbor  le  i3  août  (')  : 

(c  ...  La  lunette  dont  je  me  suis  servi  est  un  excellent  réfrac- 
teur d'Alvan  Clark,  ayant  un  objectif  de  4  pouces,  un  oculaire 
grossissant  45  fois  et  monté  équatorialement.  L'instrument  se  trou- 
vant dépourvu  de  cercles,  j'avais  placé  sur  ses  axes  des  disques  de 
bois,  recouverts  d'un  carton  et  mobiles  devant  des  repères  fixes,  en 
sorte  que  par  un  trait  de  crayon  il  était  possible  de  marquer  à  tout 
instant  la  position  de  l'instrument 

»...  Immédiatement  après  la  totalité,  je  commençai  à  ba- 
layer le  ciel   à  l'est   et  à  l'ouest  du  Soleil  jusqu'à  environ  8°. 


(')  Astronomische  Neichrichten,  t.  XCUI,  p.  161  et  »uiv.  (numéro  da  33  septembre 

1878). 
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Le  premier  balayage  fut  vers  l'est.  Au  cinquième,  je  trouvai  entre 
le  Soleil  et  9  de  TEcrevisse,  et  en  outre  au  sud,  une  étoile 
de  4  7  grandeur  (d'après  une  estime  faite  au  moment  même)  qui 
attira  immédiatement  mon  attention  en  raison  de  son  apparence 
générale.  J'avais  dans  la  mémoire  la  position  relative  des  étoiles 
voisines  du  Soleil  et  j'avais  placé  devant  moi,  de  manière  à  pouvoir 
y  recourir  aisément,  la  Carte  de  la  région.  L'objet  que  j'avais  dans 
le  champ  brillait  d'une  vive  lumière  rouge  et  avait  certainement 
un  disque  plus  large  que  le  disque  factice  d'une  étoile.  Je  mar- 
quai donc  sa  position  sur  les  cercles  de  carton  et  je  notai  l'heure 
de  l'observation  ;  cet  objet  est  désigné  par  a.  Quelques  instants 
avant,  j'avais  marqué  la  position  de  la  lunette  dirigée  vers  le  Soleil. 
L'objet  ne  présentait  aucun  allongement,  comme  cela  aurait  du 
être  si  cela  avait  été  une  comète.  Les  balayages  furent  alors  conti- 
nués, et  finalement  j'amenai  dans  le  champ  ce  que  je  supposais 
être  Z  de  l'Ecrevisse,  quoique  l'astre  fût  plus  brillant  que  d  de  TÉ- 
crevisse,  que  j'avais  vu  auprès  du  Soleil  au  commencement  des  re- 
cherches faites  pendant  la  totalité.  Je  déterminai  alors  la  position 
de  cet  astre  en  le  désignant  par  b.  L'opération  était  c^  peine  ter- 
minée, que  l'éclipsé  totale  prenait  fin.   » 

M.  Watson  note  alors  de  nouveau  la  position  du  Soleil  et  s'as* 
sure  que  l'instrument  n'a  pas  été  dérangé  pendant  les  observations. 

M.  Watson  indique  ensuite  comment,  de  retour  à  Ann-Arbor,  il 
a  déterminé,  à  l'aide  de  cercles  gradués  et  avec  tout  le  soin  néces- 
saire, les  angles  dont  son  instrument  avait  du  tourner  pour  passer 
du  Soleil  au  corps  a  et  au  corps  b.  De  ces  mesures  ainsi  que  de 
l'heure  des  pointés  il  résulte  (  ^  )  que  ces  deux  astres  avaient  les 
positions  suivantes  : 

Temps  moyen.         Washington.    Objet.  a  app.  â  app. 

Il      m      rt  h       m      •  o       , 

1878.  Juillet  29       5.16.37  a  8.27.^4        +    18.16 

29      5 . 1 7 .  46        h        8 .  9 . 9.4      -4-18.3 
«  Je  dois  dire  »,  ajoute  M.  Watson  dans  cette  dernière  Lettre 


(M  yistronomische  Nachrichten,  t.  XGIII,  p.  191  (numéro  du  27  septembre  1878). 
—  Les  yistron.  Nachr,  du  22  septembre  renfermaient  déjà  des  positions  des  corps  a 
et  b^  moins  exactes,  toutefois,  que  celles  renfermées  dans  le  numéro  actuel. 
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(datée  du  2  septembre),  «  que  j'ai  vu  à  la  fois  a  et  6  Écrevisse  et  que 
le  premier  objet  était  d'une  grandeur  entière,  ou  même  plus,  plus 

lumineux  que  le  second L'objet  b  était  plus  brillant  que  a^  et  je 

puis  assurer  que  c'était  aussi  une  étoile  nouvelle.  Que  ces  deux 
objets  soient  oui  ou  non  des  planètes  intra-mercurielles,  c'est  ce  qui 
sera  décidé  plus  tard.  Mon  opinion  est  que  ce  sont  des  planètes.  » 

Dans  une  dernière  Communication,  datée  d'Ann-Arbor,  17  sep- 
teBibre(*),  M.  Watson  établit  eniin  que,  pendant  la  durée  de 
l'éclipsé,  aucun  coup  de  vent  n'a  pu  déranger  son  instrument,  et 
que  l'éclat  delà  planète  a  était,  le  29  juillet,  celui  d'une  belle 
étoile  de  4"  grandeur  ^  quant  à  la  planète  6,  plus  brillante  que  la  pre- 
mière, son  intensité  lumineuse  était  celle  d'un  astre  de  3*  grandeur. 

Les  Lettres  du  célèbre  astronome  d'Ann-Arbor  que  renferment 
les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Paris  (  ^)  sont,  en  général,  moins  détaillées  que  ses  Communications 
aux  Astr,  Nachr,  /  aussi  c'est  le  journal  duD'*  Peters  que  j'ai  cru 
devoir  suivre  dans  mon  récit. 

Quant  aux  observations  faites  à  Denver  par  M.  L.  Swift,  elles 
sont  consignées  dans  une  Lettre  écrite  par  lui  de  Rochester  le 
5août(»)  : 

(c  J'avais  »,  dit-il,  «  une  lunette  achromatique  de  4  7  pouces  avec 
un  oculaire  grossissant  a5  fois  et  donnant  un  champ  de  i^3o^  En* 
viron  une  minute  après  la  totalité,  j'ai  observé  deux  étoiles,  dont 
la  distance  au  Soleil  a  été  estimée  à  3^  vers  le  sud-ouest,  et 
disposées  suivant  une  ligne  dirigée  vers  le  Soleil  \  ces  étoiles  étaient 
environ  de  5'  grandeur,  leur  éclat  dans  la  lunette  étant  analogue  à 

celui  de  la  polaire  vue  à  l'œil  nu Je  lésai  vues  trois  fois....  A 

chaque  observation,  elles  m'ont  paru  exactement  de  la  même  gran- 
deur et  toutes  deux  aussi  rouges  que  Mars.  J'ai  cherché  si  elles 
scintillaient,  mais  elles  étaient  aussi  dépourvues  de  scintillation 
que  la  planète  Saturne.  Toutes  les  deux  m'ont  paru  avoir  un  petit 
disque  rond,  assez  semblable  à  celui  d'Uranus.   » 

Dans  un  autre  paragraphe,  M.  Swift  ajoute  que,  quoique  l'une 


(')  Astronomitéhe  Nachrichten,  t.  XCIII,  p.  aSg  (numéro  du  ij  octobre  1878). 
(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXXVIl,  p.  229, 
376,  5i4,  553  et  786. 

(')  Astronomische  Nachrichten,  t.  XCHI,  p.  i6/|  (numéro  du  3)  septembre  1878). 
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des  deux  étoiles  puisse  être  6  de  TEcrevisse,  il  ne  serait  cependant 
pas  étonné  que  Ton  vînt  à  reconnaître  que  toutes  deux  sont  des 
planètes. 

Les  témoignages  indépendants  de  MM.  Watson  et  Swîft,  ainsi 
que  les  détails  précis  de  leurs  observations,  ne  peuvent  laisser 
aucun  doute  sur  Texistence  de  deux  ou  au  moins  d'une  planète 
intra-mercurielle.  Mais  ces  planètes  sont-elles  celles  que  quelques 
observateurs  pensent  avoir  vu  passer  devant  le  Soleil  dans  des  an- 
nées antérieures?  C'est  ce  qu'il  importe  d'examiner  et  ce  qui  a  été 
recherché  par  M.  Gaillot. 

On  sait  que,  parmi  les  passages  supposés  delà  planète intra-mer- 
curielle  Vulcain,  Le  Verrier  avait  été  conduit  k  n'en  admettre 
comme  exacts  que  six,  et  il  avait  en  outre  montré  que  ces  six  ob- 
servations pouvaient  être  représentées  par  une  série  d'orbites  dif- 
férentes dont  il  retint  quatre,  comme  étant  les  plus  probables. 

Dans  deux  >otes  consécutives,  à  la  date  des  5  août  et  3o  septembre, 
M.  Gaillot  établit  que  la  position  du  corps  a  de  Watson  peut  être 
représentée  par  lorbîte  I  de  Le  Verrier,  à  condition  que,  dans  les 
calculs  qui  en  déterminent  la  grandeur,  on  rejette  l'observation 
faite  par  Lumnis  en  1862.  Les  observations  représentées  sont  alors  : 

Fritsch 1802  Octobre,  i . .  .  10,0 

Starck 1819  Octobre 9,0 

De  Ciippis 1839  Octobre 2,0 

Lescarbault 1859  Mars 26, 22 

Watscn  a 1878  Juillet 29, 44 

L'orbite  II  de  Le  Verrier  représente  à  son  tour  le  corps  b  de 
Watson  et  les  observations  suivantes  : 

Fritsch 1802         Octobre 10,0 

Starck 1819         Octobre 9,0 

De  Cuppis 1839        Octobre 2,0 

Lumnis 1862         Mars '9>^7 

Watson  A 1878        Juillet 29,44 

Et  l'on  arrive  ainsi  à  cette  conclusion,  que  M.  Gaillot  déclare 
lui-même  difficile  à  admettre,  que,  parmi  les  observations  antérieures, 
plusieurs  se  rapportent  également  bien  soit  au  corps  a,  soit  au 
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corps  b.  Plusieurs  de  ces  observations  me  paraissent  donc  devoir 
être  regardées  comme  douteuses,  et,  si  Texistence  de  planètes  intra- 
mercurielles  est  aujourd'hui  certaine,  il  faut  avouer  que  les  astro- 
nomes ne  savent  encore  rien  sur  leurs  orbites. 


SUR  LES  P0LT60NES  GIRGONSGRIPTIBLES  k  UN  CERCLE; 
Par  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  un  article  inséré  au  Tome32du/oi/r/za/  de  Crelle,  Steiner 
étudie  le  quadrilatère  circonscriptible,  et  il  fait  remarquer  que, 
dans  la  plupart  des  Traités  de  Géométrie  élémentaire,  on  énonce 
d'une  manière  inexacte  la  condition  pour  qu'un  quadrilatère  soit 
circonscriptible  à  un  cercle.  Cette  condition  parait  avoir  été  donnée 
pour  la  première  fois  par  Pitot,  en  1725,  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Science,  (p.  45  ),  sous  la  forme  suivante  : 

Dans  tout  quadrilatcre  circonscrit  à  un  cercle,  la  somme  de 
deux  côtés  opposés  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres  côtés. 

Or,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  cet  énoncé  est  inexact  même 
pour  le  quadrilatère  convexe.  11  suffît,  pour  s*en  convaincre,  de 
jeter  les  yeux  sur  Idifig.  i,  qui  représente  un  quadrilatère  circon- 

Fig.  I. 


scrit  à  un  cercle,  mais  de  telle  manière  que  les  points  de  contact 
des  dillérciits  côtés  et  du  cercle  soient  sur  les  prolongements  de  ces 
côtés.  On  démontrera  aisément  que  Ton  a  toujours 

AD-hDC  =  AB-4-BC; 
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mais  on  na  pas,  en  général, 

AB  +  CD  =  AD  -f.  BC. 

La  proposition  de  Pitot  a  donc  besoin  d'une  correction,  et  Steiner 
lui  substitue  la  proposition  suivante,  qui  est  générale  et  rigou- 
reuse : 

Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  la  somme  de 
deux  côtés,  opposés  ou  adjacents  suivant  les  cas,  est  égale  à  celle 
des  deux  autres  côtés. 

Réciproquement,  toutes  les  fois  que  dans  un  quadrilatère  la 
somme  de  deux  côtés  quelconques  est  égale  à  celle  des  deux 
autres,  le  quadrilatère  est  circonscriptible  à  un  cercle. 

Steiner  ne  donne  pas  de  démonstration  complète  de  cette  double 
proposition^  il  se  contente  d'établir  la  première  partie  en  quelques 
lignes  à  la  fin  de  son  article  et  de  la  déduire  de  l'examen  de  toutes 
les  positions  possibles  de  quatre  tangentes  à  un  cercle.  Le  théorème 
complet  se  trouve  démontré  dans  l'excellent  Traité  de  Mathéma- 
tiques élémentaires  de  M.  Baltzer  (t.  II,  p.  3i  ).  La  théorie  des  sec- 
tions coniques  conduit  aussi  à  une  démonstration  très-simple  de 
la  seconde  proposition,  la  seule  qui  puisse  offrir  quelque  difUculté. 

G>nsidérons,  en  effet,  un  quadrilatère  ABCD,  et  supposons  que 
dans  ce  quadrilatère  la  somme  de  deux  côtés  soit  égale  à  celle  des 
deux  autres.  On  ne  pourra  avoir  que  l'une  des  trois  égalités 

AB  -h  BC  =  AD  H-  OC, 
AB  —  BC  =  AD  —  DC, 
AB  —  BC  =  DC  —  AD, 

et  l'une  quelconque  d'entre  elles  exprime  qu'il  y  a  une  conique 
ayant  pour  foyers  les  deux  sommets  opposés  A  et  C  et  passant  par 
les  deux  autres  sommets  B  et  D  du  quadrilatère.  Menons  les  tan- 
gentes en  B  et  D  à  cette  conique.  Elles  se  coupent  en  un  point  M, 
et  l'on  sait  qu'en  ce  point  viennent  passer  une  des  bissectrices  de 
l'angle  A  et  une  des  bissectrices  de  l'angle  C.  Le  point  M  est  donc 
à  égale  distance  des  quatre  côtés  du  quadrilatère  ABCD,  et,  par 
conséquent,  il  est  le  centre  d'un  cercle  inscrit  à  ce  quadrilatère. 
Après  avoir  rappelé  tous  ces  résulats,  nous  allons  faire  connaître 

BuU.  det  Sciences  matkém.,  V  Série,  l.  III.  (Février  1879.)  5 
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une  proposition  nouvelle  qui  nous  a  éié  suggérée  par  l'étude  des 
systèmes  articulés. 

Supposons  qu'étant  donné  un  quadrilatère  circonscriptible  ABCD 
on  le  déforme  de  telle  manière,  que  les  sommets  consécutifs  A,  B 
restent  fixes.  Dans  toutes  les  positions  de  ce  quadrilatère  il  y  aura  uu 
cercle  inscrit  :  je  dis  que  le  centre  de  ce  cercle  décrit  un  autre  cercle. 

Soit  ABCD  {Jîg'  2)  le  quadrilatère  dans  une  de  ses  positions.  Dé- 


signons ses  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  par  a,  A,  c,  rf,  et  supposons,  pour 
fixer  les  idées,  que  l'on  ait 

a  -Y-  c  =  b  -h  d. 

Alors  le  cercle  inscrit  sera  placé  comme  l'indique  la  figure  et, 
toutes  les  fois  que  le  quadrilatère  ABCD  sera  convexe,  touchera  les 
côtés  de  ce  quadrilatère  en  des  points  qui  seront  sur  les  côtés  eux- 
mêmes  et  non  sur  leurs  prolongements.  Soit  O  le  centre  du  cercle, 
on  sait  que  les  angles  COD,  AOB  sont  supplémentaires.  Faisons 
tourner  le  triangle  OCD  dans  son  plan  autour  de  O^jusqu'à  ce  que 
CD  vienne  s'appliquer  sur  AB;  C  viendra  en  un  point  C|  tel  que 

CiH=:CL, 

et  de  même  D  viendra  en  uu  point  D^  tel  que 

D,H  =  DL. 
On  aura  donc 

ADj  =  HD,  -^  AH  =  DM  -h  AM  =  r/, 
BC|  =  BH  4-  HC,  =  BK  -h  CK  ==  ^, 

et,  par  conséquent,  les  points  C|  et  D^  seront  des  points  de  la  base 
AB  qui  demeureront  fixes  quand  le  quadrilatère  articulé  BCDA  se 


Digitized  by 


Google 


MÉLANGES.  67 

déformera.  Il  est  utile  de  remarquer  que  Co  Di  sont  les  positions 
que  viennent  occuper  les  sommets  C  et  D  quand  le  quadrilatère 
ABCD  se  déforme  de  telle  manière  que  tous  ses  sommets  viennent 
se  placer  en  ligne  droite. 

Ce  point  étant  admis,  nous  avons  une  propriété  géométrique  du 
centre  O  du  cercle  inscrit,  qui  permet  de  trouver  le  lieu  de  ce  point. 
Le  triangle  OC|D|  étant  égal  au  triangle  OCD,  il  en  résulte  que 
les  deux  angles  sous  lesquels  on  voit  du  point  O  les  deux  segments 
fixes  x\B,  C|  D|  sont  supplémentaires.  On  est  donc  ramené  à  cher- 

Fig.  3. 


cher  le  lieu  des  points  O  d'où  l'on  voit  ces  deux  segments  sous  des 
angles  supplémentaires. 

L'angle  C|OD|  (/i^*3)  étant  supplémentaire  de  l'angle  AOB, 
on  a 


C,0D,ii::A-4-B. 


On  peut  donc  mener  une  droite  OP  partageant  Tangle  C|OD|  en 
deux  parties  C|  OP,  POD|  respectivement  égales  aux  angles  A  et  B. 
On  aura  alors 

ÔP*=PA.PCi=:PB.PD,. 

Le  point  P  est  donc  le  point  central  de  Tinvolution  définie  par  les 
deux  segments  AC|,  BD^,  et  le  lieu  du  point  O  est  le  cercle  ayant 
pour  diamètre  le  segment  qui  divise  liarmoniquement  les  deux  seg- 
ments AC|,  BD|.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Etant  donné  un  quadrilatère  ABCD  circonscriptible  à  un  cercle 
et  qui  se  déforme  de  telle  manière  que  les  sommets  A  et  B  rfe- 
meurent  fixes,  les  grandeurs  des  côtés  étant  inv^ariables,  le  lieu 
du  centre  du  cercle  inscrit  est  un  cercle  ayant  pour  diamètre  le 
segment  qui  divise  harmoniquement  les  deux  diagonales  AC,  BD 
du  quadrilatère  quand  il  est  amené  dans  la  position  ou  il  a  ses 
f/uatre  sommets  en  ligne  droite. 
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La  même  méthode  de  recherche  peut  être  étendue  aux  polygones 
d'un  nombre  pair  quelconque  de  côtés.  Supposons  qu'un  polygone 
de  an  côtés  Ai  A«,  . .  • ,  Atn-i  As„  soit  circonscrit  à  un  cercle, et,  pour 
fixer  les  idées,  admettons  qu'il  est  convexe  et  que  le  cercle  inscrit 
est  à  l'intérieur  de  ce  polygone.  Alors  la  somme  des  côtés  de  rang 
pair  est  égale  à  celle  des  côtés  de  rang  impair.  La  somme  des  angles 
sous  lesquels  on  voit  du  centre  les  côtés  de  rang  impair  est  égale 
à  ir.  Il  est  aisé  de  démontrer  que  ce  polygone  peut  être  déformé  de 
manière  à  rester  toujours  circonscrîptible  à  un  cercle,  et  de  trouver 
le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  lorsqu'on  suppose  que  deux  som- 
mets consécutifs,  par  exemple  Ai  et  Af,  soient  fixes. 

Désignons  par  aj,  as, . .  •  ,as„  les  côtés  A]  As,  A,As,  .  • .  ,As„Ai 
du  polygone,  et  soient  ^i,  t,,  •  • . ,  <,„  les  tangentes  menées  des  diffé- 
rents sommets  du  polygone  au  cercle  inscrit.  On  aura 


t%n  -f-  r,  =  rt. 


Ces  2  n  équations  se  réduisent  à  2  /i  —  i ,  car,  en  les  ajoutant  de  deux 
en  deux,  on  trouve 

^1  -h  r,  H- . . .  H-  r,„  =  ^,  -h  /7s  + . . .  -+-  «,„.,  =  «,  -f-  tf 4  -4- . . .  -4-  /»,„, 

et  ces  deux  équations  donnent  la  relation  nécessaire 

a,+ . . .  -f-  Û8„~i=  û,-f-  «4  + . . .  4-  a,„, 

et  se  réduisent  à  une  seule,  contenant  les  quantités  t.  Mais,  si  les 
équations  ne  définissent  pas  complètement  les  tangentes  £,  il  est 
aisé  de  reconnaître  qu'elles  font  connaître  la  somme  de  deux  tan- 
gentes quelconques  dont  les  indices  ont  des  parités  diflérentes.  On 
a,  par  exemple, 

h  étant  plus  grand  que  /r,  et 

k  étant  plus  grand  que  h. 

Cela  posé,  considérons  les  triangles  ayant  pour  sommet  commun 
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le  centre  O  {fig.  4)  «ïu  cercle  inscrit  au  polygone  et  pour  bases  les 
côtés  de  rang  impair  Ajj.i  A ,1.  Faisons  tourner  Tun  quelconque 
d'entre  eux  dans  son  plan  autour  du  point  O  jusqu'à  ce  que 
A,4_j  A,4  vienne  se  placer  sur  le  premier  côté  At  A,.  Alors  les  som- 

Fig.  4. 


mets  viennent  occuper  des  positions  K\/^_^È^^fg  et  l'on  a 

et,  par  conséquent, 

En  vertu  de  la  remarque  faite  plus  haut,  les  seconds  membres  de 
ces  équations  ne  dépendent  que  des  longueurs  des  côtés,  et,  par  con- 
séquent, les  positions  des  points  A'^  seront  fixes  et  connues  dès  que 
l'on  connaîtra  les  longueurs  des  côtés  du  polygone. 

Il  est  à  remarquer  que  la  ligne  Ai  A,  A3  • . .  A',„Ai  peut  Être 
considérée  comme  un  polygone  aplati  qui  est  une  position  limite 
du  polygone  proposé  quand  celui-ci  se  déforme  et  que  ses  sommets 
viennent  se  placer  en  ligne  droite. 

Les  angles  A',^._jOA',;t  ^^^^  évidemment  égaux  aux  angles 
Asi.iOA,ji  sous  lesquels  on  voit  du  point  O  les  côtés  de  rang  im- 
pair du  polygone  proposé,  et  l'on  peut  dire  par  conséquent  que  le 
point  O  jouit  de  la  propriété  suivante  :  La  somme  des  angles  sous 
lesquels  on  voit  de  ce  point  les  n  segments  AjAt,  AJAi, ..., 
Aj^_jA'j^  est  égale  «1  tt.  Je  dis  que,  réciproquement,  si  l'on  a  trouvé 
un  point  O  jouissant  de  cette  propriété,  on  pourra  circonscrire  au 
cercle  de  centre  O  tangent  à  A]  A^  un  polygone  dont  les  côtés  seront 
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Eneflfet,  joignons  ce  point  O  aux  points  Ai,  As, . .  '^A,, . .  -^A',,^^ 
nous  formons  ainsi  2n  triangles  0A|  As,OAtAs, . .  .,OA',^  A,. 
La  somme  des  angles  en  O  de  ces  triangles  est  la  même  pour  les 
triangles  de  rang  pair  que  pour  les  triangles  de  rang  impair.  La 
somme  totale  de  ces  angles  est  donc  égale  à  aTr.  Remarquons  seu- 
lement que  le  sens  des  angles  aux  sommets  A|_i,  OA|  est  diOerent 
pour  des  triangles  dont  des  rangs  ont  des  parités  diflérentcs.  Pour 
supprimer  cette  distinction,  faisons  tourner  tous  les  triangles  de 
rang  pair  de  180"  autour  d'un  de  leurs  côtés  passant  en  O.  Alors 
nous  aurons  une  suite  de  an  triangles  tels  que  :  1^  tous  les  angles 
enO  aient  le  même  sens  de  rotation  -,  2^  que  la  somme  de  ces  angles 
soit  égale  à  2  n  -,  3®  que  les  bases  de  ces  triangles  soient  a,,  as, .  • ., 
a^n  et  que  les  hauteurs  soient  toutes  égales  \  4°  que  le  premier  côté 
de  chaque  triangle  soit  égal  au  second  côté  du  triangle  précédent. 
On  pourra  donc,  en  faisant  tourner  ces  triangles  autour  de  O  dans 
leur  plan,  les  assembler  de  telle  manière  que  chaque  premier  côté 
de  Tun  des  triangles  coïncide  avec  le  dernier  du  triangle  précédent, 
et  Ton  formera  ainsi  un  polygone  fermé  de  côtés  ai,  as, . .  •,at« 
inscrit  à  un  cercle  de  centre  O. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  cette  conclusion  qu'on  peut  dé- 
former le  polygone  de  telle  manière  qu'il  ne  cesse  pas  d'être  tan- 
gent à  un  cercle,  et,  pour  obtenir  le  lieu  du  centre  du  cercle 
inscrit  quand  deux  sommets  consécutifs  du  polygone  restent  fixes, 
nous  sommes  ramenés  à  la  question  suivante  : 

Trouver  la  courbe  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  p  segments  dé- 
terminés sur  une  ligne  droite  sous  des  angles  dont  la  somme  est 
égale  à  n  ou  est  un  multiple  de  7:. 

De  telles  courbes  sont  des  cas  particuliers  de  celles  que  j'ai  con- 
sidérées dans  mon  Ouvrage  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes 
et  de  surfaces  algébriques,  page  74*  Voici  comment  on  peut  ob- 
tenir leur  équation . 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  qui  contient  les  segments  et 
pour  axe  des  j- une  perpendiculaire.  Désignons  par  «/,  (3^  les  ab- 
scisses des  extrémités  du  A**™''  segment,  et  posons,  pour  abréger, 

Z  =  .V  -f-  >  y/—  1 ,      3 '  ^  .,•  _.  )  y  —  I . 
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Si  V;iest  l'angle  sous  lequel  on  voit  du  point  xj  le  segment  [cni^i)^ 
on  trouvera  facilement 

et  par  conséquent,  en  posant 


on  aura 


s  =  v 

\+... 

+  v,. 

f\ 

[.)=(. 

-«.)•■ 

..(.- 

?l 

[.)=(, 

-?.). 

,.(.- 

^)- 

e«sV^: 

_?(^) /(''). 
/(*)  ?(*')' 

s  devant  être  égal  à  un  multiple  de  tt,  l'équation  devient 

et  elle  se  réduit  au  degré  p  —  2  après  la  suppression  du  facteur 
z  —  z'.  Donc,  pour  un  polygone  de  degré  a/z,  le  lieu  du  centre  du 
cercle  inscrit  est  une  courbe  de  degré  a/i  —  a,  ce  qui  est  bien 
d'accord  avec  le  résultat  obtenu  pour  le  quadrilatère. 

Les  propriétés  générales  des  courbes  que  nous  rencontrons,  et 
qui  on  tété  étudiées  dans  l'Ouvrage  cité,  trouvent  ici  leur  application. 
En  effet,  l'équation  de  la  courbe  cherchée  peut  aussi  s'écrire 

?(^)+f^/(^)~/(^')  +  f*?(^')' 
Supposons  A  et  (ji  réels  et  posons 

?•(')- — rr> — ' 

nous  pourrons  écrire  l'équation  (i)  sous  la  forme 

f^y  ?i(«)__7i{^') 
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toute  semblable  à  la  première.  La  courbe  proposée  peut  doue  être 
définie  de  la  même  manière  avec  une  infinité  de  systèmes  différents 
de  segments,  puisqu'on  peut  choisir  arbitrairement  A  et  /iz.  U  suf- 
fira que  X  et  jx  satisfassent  à  certaines  inégalités,  par  exemple 
soient  très-grands  ou  très-petits,  pour  que  les  équations 

aient  leurs  racines  réelles  comme  les  précédentes 

f[z)=Q,       y(2)  =  0. 

Je  me  contenterai  de  ces  indications  et  je  n'examinerai  pas  non 
plus  les  polygones  qui  sont  circonscrits  à  des  cercles,  mais  de  telle 
manière  que  les  points  de  contact  des  côtés  soient  sur  leurs  prolon- 
gements. Les  résultats  sont  identiques  à  ceux  qui  précèdent.  Les 
signes  seuls  de  certains  côtés  sont  changés  dans  la  relation 

ûi  -h  «a  H-  ...  4-  «i«_i  =  a,  -h  «4  -h ...  -h  «w 
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BULLETIN  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

ET  ASTRONOMIQUES. 

[Journal  Mensuel,) 

Le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  fondé  en  1870,  ft  foriiié 
par  ftn,  jasqu'en  187a,  un  Yolume  de  25  à  26  feuilles  grand  in-8  (tomes  I,  H,  III). 
—  A  partir  de  cette  époque,  un  accroissement  considérable  lui  a  été  donné,  saus 
augmentation  de  prix,  et  ce  Journal  s'est  composé,  depuis  janvier  1873  jusqu'en 
décembre  1876,  de  a  volumes  par  an  (i  volume  par  semestre,  avec  Tables),  com- 
prenant en  tout  42  feuilles  grand  in-8  environ.  Les  tomes  I  à  XI,  1870  à  1876, 
constituent  la  V^  Série. 

La  2'  Série,  qui  a  commencé  en  janvier  1877,  ^^^^^  chaque  année  un  Ouvrage 
de  5o  feuilles  environ  (854  P<^9^0t  <!">  comprend  deux  Parties  ayant  une  pagination 
spéciale  et  pouvant  se  relier  séparément.  La  V^  Partie  contient  :  x^Comjptes  rendus 
de  Livres  et  Analyses  de  Mémoires;  5°  Mélanges  scientifiques ,  Traductions  de  Afé~ 
moires  importants  et  peu  répandus,  et  Réimpression  d'Ouvrages  rares,  La  II*  Partie 
contient  :  Revue  des  Publications  académiques  et  périodiques, 
1^8  abonnements  sont  annuels  et  partent  de  janvier. 
Prix  pour  un  an  {12  numéros)  : 

Paris 18  fr. 

Départements  et  Union  postale 20 

États-Unis  de  TAmérique  du  Nord 22 

Autres  pays ^4 

La  1'*  Série,  Tomes  I  à  XI,  1870  à  1S76,  suivie  de  la  Table  générale  des  onze 
volumes,  se  vend 90  f^. 

OUVRàGES  REÇUS  PAR  LA  RÉDACTION. 

(suite.) 

Kantor  (S.),  —  I.  Ueber  das  vollstandige  Fûinfseit.  II.  Ueber  das  vollstandig** 
Viereck  und  das  vollstftndige  Kreisviereck.  III.  Ueber  einc  Gattung  merkwiindigcr 
Geraden  und  Punkte  bei  voUstândigenn-Ecken  auf  dcm  Kreise.  IV.  DieTangen- 
tengeometrie  an  der  Steiner'schen  Hypocykloîde.  {Sitzungsberichte  der  à.  Akad. 
der  Wissensch,  zu  Wien,  II.  Abth,  1878).  In-8,  71  p. 

Lagrangb  (C.).  —  De  l'origine  et  de  l'établissement  des  mouvements  astronomiques. 
(Mémoires  couronnés  et  Mémoires  des  savants  étrangers  publiés  par  VAcad.  r. 
de  Belgique,  t.  XLII,  1878).  In-4,  48  p.,   i  pi. 

Laisant  (a.).  —  Réflexions  sur  la  Cinématique  du  plan.  {Nouvelles  Ann.  de  Math., 
2*  série,  t.  XVII,  1878).  In-8,  27  p. 

—  Sur  quelques  propriétés  des  polygones.  (Assoc.  franc,  pour  l'avancement  des 
Sciences,  Congres  du  Havre,  1877).  in>8,  la  p. 

—  Note  sur  un  théorème  sur  les  mouvements  relatifs.  {Comptes  rendus  de  l'Acad. 
des  Se,  juillet  1878).  In-4,  3  p. 

Lalamuc  (Léon).  —  De  l'emploi  delà  Géométrie  pour  résoudre  certaines  questions 

de  moyennes  et  de  probabilités.   {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 

t.  LXXXVIl,  août  1878).  ln-4,  4  p. 
LxMOTRB  (G.).  «-  Sul  valore  medio  georoetrico  délie  funzioni  d'una  variabile  reale. 

{Giornale  di  Matematiche,  t.  XVI).  Napoli,  in-'|,  8  p. 
Marsiom  (P.).  —  Elementary  Démonstration  of  Taylor's  Theorem  for  Functions  of 

an  imaginary   variable.  {Messenger  0/ Mathematics^  New  séries,   n»  86,    1878^ 

In-8,  3  p. 

—  Comptes  rendus  d'Ouvrages.  (  Kretschm er  :  Gcometrische  Auschauungslehre.  — 
Mantel  :  Traité  de  Trigonométrie  analytique.),  In-8,  5  p. 
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GÙNTHER  (S.).  —  Studikn  zur  Gescbichte  dbr  mathematischen  und  piiy- 
siKALisGHEN  GEOGRAPHIE.  3*  fasciculc.  Halle,  1878.  I11-8*,  87  pages  ('). 

Le  troisième  Mémoire  de  M.  Gûnther  sur  l'histoire  de  la  Géo- 
graphie mathématique  et  physique  forme  le  Chapitre  IV  de  ces 
recherches  d'érudition.  Il  traite  en  particulier  d'une  question  tjuî 
s'est  rencontrée  incidemment  dans  le  cours  des  précédents 
Mémoires. 

Chap.  IV.  —  Hypothèses  anciennes  et  modernes,  relatwes 
au  changement  chronique  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  sous 
l'influence  de  la  masse  des  eaux,  (i  ^9-210,  1 2  figures.  ) 

La  découverte  des  écrits  d'Archimède  avait  permis  de  concevoir 
nettement  la  notion  du  centre  de  masse  d'un  corps  ^t  l'existence 
d'un  centre  de  gravité  unique  et  invariable  dans  un  système  formé 
de  points  matériels  liés  entre  eux.  On  arriva  bientôt  à  reconnaître 
que  les  divers  phénomènes  naturels,  comme  la  chute  d'une  pierre, 
l'agitation  de  la  surface  des  eaux  sous  Tinfluence  du  vent,  dépla- 
çaient nécessairement  le  centre  de  gravité  de  Ja  Terre  de  sa  posi- 
tion primitive  et  devaient  modifier  sa  situation  relativement  h  trois 
axes  fixes  dans  l'espace.  Il  est  vrai  que  de  telles  influences  ne  pro- 
duisent pas  de  variations  sensibles,  mais  il  en  est  d'autres  qui 
pourraient  amener  des  modifications  notables,  comme  le  retour  à 
des  époques  glaciaires  et  à  des  changements  de  climat,  pour  Tex- 
plication  desquels  les  premiers  géologues  n'ont  pas  hésité  à  ad- 
mettre des  variations  brusques  dans  la  position  de  l'axe  de  la 
Terre,  des  éruptions  volcaniques,  la  rencontre  d'autres  corps  cé- 
lestes et  diverses  causes  surnaturelles.  Nous  nd  suivrons  pas  les 
géologues  dans  leurs  conceptions  plus  ou  moins  justifiées,  et  il  ne 
sera  question  ici  que  de  la  Terre,  considérée  comme  une  sphère  et 
même  comme  un  ellipsoïde  à  trois  axes  principaux,  dont  J 'un  sera 
l'axe  de  rotation  actuel.  Nous  allons  voir  qu'il  a  existé  de  tout 
temps  des  hommes  qui  ont  attribué  à  la  masse  liquide  une  in- 

(•)  Voir  Bulletin,  II„  4 10  et  437. 

Bull,  des  Sciences  mathém.y  i*  Série,  t.  III.  (Mars  1^79.)  ^ 
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fluence  perturbatrice  sur  la  position  du  centre  de  gravité  matlié- 
matique  du  globe.  Le  développement  historique  de  cette  doctrine 
fait  l'objet  de  ce  troisième  iMémoire,  dont  nous  allons  indiquer  les 
principaux  passages. 

Le  mérite  d'avoir  exprimé  pour  Ja  première  fois  et  avec  toute  la 
netteté  désirable  la  sphéricité  de  la  Terre  et  d'avoir  cherché  à  en 
établir  des  preuves  appartient  au  philosophe  de  Stagyre;  mais  il 
est  à  observer  que  longtemps  avant  Aristote  s'était  développée 
une  doctrine  semblable  à  celle  que  nous  traitons,  et  qui  admettait, 
comme  hypothèse  nécessaire,  que  la  Terre  est  ronde  ou  au  moins 
limitée  de  toutes  parts.  Hippocrate  a  bien  compris  que  les  inéga- 
lités de  la  surface  terrestre  n'exercent  plus  d'influence,  mais  il 
parait  n'avoir  pas  eu  l'idée  que  les  variations  qu'éprouve  le  niveau 
des  mers  modifient  nécessairement  le  centre  de  gravité  de  leur 
masse  près  de  la  surface  du  globe.  Cette  hypothèse  originale  semble 
s'être  présentée  àTesprit  d'Hérodote.  Dans  son  Eutei'pe  (Livre  II), 
le  célèbre  historien  demande  la  vraie  cause  des  crues  qui  s'ob- 
servent tous  les  ans  dans  le  Nil  avec  une  si  grande  régularité.  Il 
dit  qu'il  en  connaît  trois  explications  : 

Ou  bien  un  refoulement  des  eaux  par  des  courants  de  vents 
étésiens^ 

Ou  bien  l'influence  de  l'Océan  qui  entoure  la  totalité  du  globe 
et  donne  naissance  au  fleuve  du  Nil  \ 

Ou  enfin  la  fonte  de  grandes  masses  de  neige  amoncelées  en 
F^thiopie. 

Il  examine  chacune  de  ces  hypothèses  et  en  discute  le  degré  de 
vraisemblance  et  de  probabilité. 

«  En  hiver  »,  dit-il,  «  la  violence  des  tempêtes  rejette  le  Soleil 
hors  de  son  orbite  véritable  et  le  dirige  vers  la  Libye.  Lorsque  le 
Soleil  parcourt  ce  pays,  il  y  produit  le  même  efl'et  qu'il  a  coutume 
de  produire  en  été  quand  il  passe  par  le  milieu  du  ciel,  c'est-à-dire 
qu'il  attire  les  vapeurs  à  lui  et  les  repousse  ensuite  vers  les  lieux 
élevés,  où  les  vents,  les  ayant  reçues,  les  dispersent  et  les  fondent. 

»  Lorsque  l'hiver  est  adouci,  le  Soleil  retourne  au  milieu  du 
ciel  et  de  là  attire  également  les  vapeurs  de  tous  les  fleuves.  Jus- 
<]u'alors  ils  augmentent  considérablement,  à  cause  des  pluies  dont 
la  terre  est  aiTOsée  et  qui  forment  des  torrents  5  mais  ils  de- 
viennent faibles  en  été,  parce  que  les  pluies  leur  manquent  et  que 
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le  Soleil  attire  une  partie  de  leurs  eaux.  IJ  n'en  est  pas  de  même 
du  Nil  :  comme  eu  hiver  il  est  dépourvu  des  eaux  de  pluie,  et  que 
le  Soleil  en  élève  des  vapeurs,  c'est  avec  raison  la  seule  rivière 
dont  les  eaux  soient  beaucoup  plus  basses  en  cette  saison  qu'en 
été.  Le  Soleil  Tattire  de  même  que  tous  les  autres  fleuves,  mais 
riiiver  il  est  le  seul  que  cet  astre  mette  à  contribution^  c'est  pour- 
quoi je  regarde  le  Soleil  comme  la  cause  de  ces  effets. 

»  Si  Tordie  des  saisons  et  la  position  du  ciel  venaient  à  chan- 
ger, de  manière  que  le  nord  prit  la  place  du  sud,  et  le  sud  celle 
du  nord,  alors  le  Soleil,  chassé  du  milieu  du  ciel  par  l'hiver,  pren- 
drait sans  doute  son  cours  par  la  partie  supérieure  de  l'Europe, 
comme  il  le  fait  aujourd'hui  par  le  haut  de  la  Libye,  et  je  pense 
qu'en  traversant  ainsi  toute  l'Europe  il  agirait  sur  l'Ister  (le 
Danube)  comme  il  agit  actuellement  sur  le  ]\il.  » 

Parmi  les  Ouvrages  d'Archimède,  il  en  est  un  célèbre  qui  ne  nous 
est  parvenu  que  fort  tard  et  sous  une  traduction  arabe  qui  laissait 
beaucoup  à  désirer.  Cet  Ouvrage  est  le  Livre  Des  corps  qui  sont 
portés  sur  un  fluide,  Varenîus  y  a  remarqué,  le  premier,  qu'Archî- 
mède  affirme  clairement  que  la  surface  de  l'Océan  doit  être  égale- 
ment distante  d'un  point  déterminé  et  que  le  centre  de  cette  sur- 
face sphérique  doit  être  le  même  que  celui  du  globe  terrestre. 

Les  contemporains  d'Archimède  paraissent  avoir  été  moins  pé- 
nétrés de  cette  vérité.  Cependant  Strabon  adresse  de  vifs  reproches 
à  Eratosthène,  parce  que  ce  mathématicien  de  vocation  a  perdu  de 
vue  cette  règle  fondamentale  et  a  pensé  que  certaines  parties  de  la 
Méditerranée  ne  se  trouvent  point  au  même  niveau.  Il  paraît  qu'un 
nivellement  de  l'isthme  de  Corinthe,  exécuté  sous  Démétrius  Po- 
liorcète, avait  conduit  à  ce  résultat,  que  le  golfe  de  Naupacte  (région 
ouest  de  l'isthme)  était  k  un  niveau  inférieur  à  celui  du  golfe 
d'Egîne  (région  est).  11  semble  qu'Ératosthène,  qui  devinait  en 
l'oasis  d'Ammon  le  lit  d'une  ancienne  mer,  avait  conçu  la  notion 
paradoxale  de  variations  du  niveau  des  mers,  afin  de  donner  une 
base  théorique  à  des  résultats  de  recherches  géognosiques  et  pa- 
léontologiques  faites  par  lui.  En  revanche,  Strabon  a  admis  que 
rister  établit  une  communication  entre  la  mer  Noire  et  la  mer 
Adriatique,  et  il  a  ainsi  patronne  cette  malheureuse  erreur  géogra- 
phique du  canal  océanique,  qui  donne  aux  ('artcs  du  moyen  âge 
un  aspect  si  désagréable. 

0. 
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Strabon  pouvait  donc  avec  raison  blâmer  Eralosthène  et  Hip- 
parque  à  cause  de  leurs  méprises  \  mais  nous  devons,  d'un  autre 
côté,  reconnaître  que  sa  propre  argumentation  n'était  pas  du  tout 
exacte  et  qu'elle  ne  fournissait  pas  moins  une  suite  de  sophismes 
comme  origine  et  comme  résultat. 

Les  théories  des  philosophes  grecs  ne  furent  pas  essentiellement 
modifiées  ni  perfectionnées  par  les  naturalistes  romains.  Pline  ne 
s'est  occupé  qu'incidemment  de  la  sphéricité  de  la  Terre.  Il  n'en 
esjt  pas  de  même  de  Sénèque,  dont  les  idées  accusent  un  caractère 
d'originalité  mieux  marqué.  Sénèque  saisit  parfaitement  l'impor- 
tance de  l'eau  comme  mécanisme  puissant  de  la  configuration  su- 
perficielle de  notre  planète.  Il  s'est  prononcé  avec  netteté  pour  la 
théorie  de  la  constance  de  la  sphéricité  géométrique  sous  l'influence 
des  causes  ordinaires.  Dans  les  Questions  naturelles,  il  existe 
toute  une  série  d'explications  ayant  pour  objet  de  démontrer  com- 
ment il  peut  se  faire  que,  malgré  la  multiplicité  des  phénomènes, 
la  masse  de  l'eau  des  mers  puisse  demeurer  toujours  égale  et  con- 
server la  môme  répartition. 

Sénèque  se  livre  toutefois  à  une  seule  digression  très-impor- 
tante, dont  Nchring  a  dépeint  le  caractère  dans  les  termes  sui- 
vants :  «  De  temps  à  autre  a  dû  certainement  arriver  une  augmen- 
tation générale  et  extraordinaire  du  niveau  de  la  mer,  résultant, 
par  exemple,  de  vagues  diluviennes  qui  surviennent  avec  une 
grande  régularité  au  terme  de  longues  périodes  géologiques  et 
produisent  de  grandes  variations  dans  la  forme  superficielle  de 
notre  planète.  »  Sénèque  fait  évidemment  allusion  à  ces  épouvan- 
tables cataclysmes  dont  les  découvertes  paléontologiques  de  Cuvier 
et  d'Agassiz  nous  ont  donné  la  preuve,  et  qui  confirment  la  varia- 
tion du  centre  de  gravité  de  la  Terre  sous  l'influence  d'une  des 
constellations  connues,  ou,  pour  employer  un  langage  plus  mo- 
derne, le  déplacement  continu  du  centre  de  la  Terre  dans  le  cours 
des  siècles,  car,  suivant  Sénèque,  il  n'y  a  qu'un  événement  cos- 
mique, et  non  simplement  terrestre,  qui  puisse  donner  naissance  à 
des  conséquences  aussi  étendues,  (c  Ainsi  le  monde,  à  son  origine, 
contenait  également  et  le  Soleil,  et  la  Lune,  et  le  cercle  des  révo- 
lutions sidérales,  et  les  animaux  encore  à  naitrc,  et  les  principes 
de  toutes  les  révolutions  du  globe.  Parmi  ces  principes  figure  le 
déluge,  qui,  comme  l'hiver  et  l'été,  n'a  lieu  qu'en  vertu  d'une  des 
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lois  du  monde.  Ne  donnez  donc  pas  pour  cause  à  cette  destruction 
la  pluie  :  la  pluie  y  contribuera;  Tirruption  de  la  mer  :  cette  ir- 
ruption y  contribuera  ;  les  tremblements  de  terre  :  ces  commotions 
y  contribueront.  La  nature  s'aidera  de  tout  pour  accomplir  ses 
décrets.  » 

Les  autres  écrivains  latins  ne  donneraient  pas  beaucoup  de  ren- 
seignements. Terentius  Varro,  le  premier,  a  nettement  parlé  d'un 
aplatissement  de  la  Terre;  mais  il  est- à  croire  qu'il  ne  l'entendait 
point  dans  le  sens  que  l'on  donne  aujourd'hui  à  cette  notion  et 
qu'il  s'agissait  plutôt  d'un  renflement  équatorial  de  l'Océan,  tandis 
que  les  eaux  abandonneraient  en  partie  les  deux  pôles. 

L'obscure  période  de  la  Cosmographie  patristique  ne  nous  offre 
rien  d'intéressant  ni  de  précis.  Il  faut  arriver  pour  cela  jusqu'à  la 
seconde  moitié  du  moyen  âge,  vers  les  xii®  et  xiii*  siècles,  époque 
à  laquelle  les  doctrines  de  la  Scolastique  commencèrent  a  faire 
place  à  des  notions  plus  exactes. 

Dans  son  Traité  des  météores,  Albert  le  Grand  dit  qu'une  par- 
tie changeante  des  continents  disparait  sous  les  eaux  et  que  d'autres 
parties  s'élèvent  à  leur  tour.  Il  ne  s'agit  ici  évidemment  que  des 
oscillations  du  niveau  de  la  mer,  et  l'auteur  n'a  pas  songé  à  un  vé- 
ritable changement  du  centre  de  gravité  du  globe,  puisqu'il  affirme 
nettement  qu'une  dépression  de  l'eau  en  un  point  correspond  à 
une  intumescence  au  point  diamétralement  opposé. 

Roger  Bacon  se  borne  à  savoir  que  l'eau  et  les  continents  ne 
forment  qu'un  tout  sphéroïdal.  Un  passage  de  ses  écrits  semble- 
rait devoir  donner  lieu  à  une  interprétation  spéciale,  qui  pourrait 
cependant  ne  pas  corroborer  certain  sophisme  adopté  au  siècle  sui- 
vant. Pierre  d'Ailly,  son  commentateur,  dit  en  effet  que  «  l'eau 
forme  un  bras  de  mer  entre  les  deux  pôles,  et  s'étend  depuis  la 
limite  de  l'Espagne  jusqu'aux  Indes,  sans  occuper  une  grande  lar- 
geur, de  sorte  que  le  commencement  de  l'Inde  pourrait  être  au  delà 
du  milieu  du'cercle  équinoxial,  sous  la  terre,  et  toucherait  certai- 
nement aux  confins  de  l'Espagne.  »  Ce  courant  à  double  sens  que 
devrait  suivre  l'eau  pourrait  bien  se  rapporter  à  un  bourrelet  de 
matière  fluide  s'étendant  le  long  de  l'équateur,  sans  exercer  la 
moindre  influence  sur  la  position  du  centre  de  gravité  du  globe. 
Peut-être  s'agirait-il  encore  de  l'aplatissement,  tel  que  Varro  l'avait 
conçu. 
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Coiiiincntant  uii  passage  d'Âristote  relatif  à  la  forme  que  doit 
prendre  une  masse  fluide  abandonnées  elle-même,  Thomas d*Aquîii 
reconnaît  que  Teau,  à  la  surface  du  globe,  gagne  toujours  les  par- 
ties concaves,  c'est-à-dire  plus  rapprochées  du  centre.  11  examine 
les  conséquences  de  cette  observation  et  conclut  à  la  nécessité 
d'adopter  deux  hypothèses  diflérentes  :  «  La  première  est  »,  dit-il, 
((  que  Teau  est  aussi  naturellement  pesante^  elle  s'écoule^  naturel- 
lement, toujours  vers  la  région  plus  concave  ou  plus  basse.  Une 
autre  hypothèse  est  que  cette  partie  plus  concave  et  plus  basse  est 
aussi  plus  voisine  du  centre  du  monde.  »  Ainsi  la  Terre  ne  peut 
être  plane.  Sa  forme  doit  être  sphérique,  et  les  divers  éléments 
sont  rangés  dans  leur  ordre  normal,  suivant  des  sphères  concen- 
triques, dont  la  Terre  occupe  le  centre.  Les  autres  éléments,  Teau, 
l'air  et  le  feu,  entourent  le  noyau  solide.  Kous  retrouvons  ici  la 
théorie  exposée  à  propos  de  Moïse  ben  Maimoun. 

]\ous  pouvons  ranger,  parmi  les  anciens  écrivains  scolastiques, 
Vincent  de  Beauvais,  dans  TEncyclopédie  duquel  on  trouve  une 
élégante  interprétation  de  théories  exactes  des  anciennes  autorités, 
en  même  temps  que  les  premières  traces  d'erreurs  qui  s'accrédi- 
tèrent dans  la  suite. 

llipparque  avait  déjà,  comme  ou  sait,  évalué  assez  exactement 
l'excentricité  de  l'orbite  apparente  du  Soleil,  et  tous  ses  commen- 
tateurs avaient  adopté  ses  démonstrations  et  les  conséquences  qui 
en  découlaient,  relativement  à  la  connaissance  de  la  Géographie. 
Les  Grecs  ne  pressentirent  pas  en  quoi  cette  circonstance  pouvait 
produire  une  influence  physique  importante;  mais  on  la  trouve 
étudiée  par  les  Arabes,  qui  l'ont  intimement  rattachée  à  l'hypo- 
thèse d'une  action  attractive  exercée  par  le  Soleil  et  semblable  à 
celle  qu'admettait  Hérodote  pour  l'explication  des  crues  du  Nil. 
On  a  pu  en  voir  déjà  une  trace  dans  le  deuxième  de  ces  Mémoires, 
à  propos  de  Schems  Eddin  de  Damas,  qui,  en  effet,  s'exprime  en 
ces  termes  :  «  Le  Soleil  se  meut  autour  de  son  propre  centre,  qui 
n'est  pas  le  centre  de  la  Terre,  ainsi  qu'à  son  périgée  il  s'approche 
d'une  partie  de  la  Terre,  la  partie  méridionale,  en  s'éloignant  à 
son  apogée  de  l'autre,  la  partie  septentrionale,  qui  devient  terre 
ferme  et  élevée,  puisque  les  eaux  sont  attirées  par  le  Soleil  vers  la 
partie  méridionale  en  se  retirant  de  la  partie  seplentrionale.  » 
Nous  ne  faisons  que  signaler  celte  assertion  de  Schems  Eddin, 
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le  commentaire  de  R.  Wolf  et  un  passage  de  Kazouini,  pour  arri- 
ver aux  théories  de  Masudi.  Masudi  parait  avoir  été  Tun  des  pre- 
miers savants  du  moyen  âge  qui  revint  à  une  doctrine  de  Tancienne 
Géographie,  presque  oubliée  à  cette  époque.  Suivant  cette  doctrine, 
la  terre  ferme  ne  présenterait  pas  une  courbure  régulière  et  conti- 
nue, mais  offrirait,  dans  une  direction  déterminée,  un  renflement 
semblable  à  celui  d'une  coupe,  d'une  cloche  ou  d'une  timbale. 

Nous  avons  remarqué,  au  début  même  de  ce  Mémoire,  une  no- 
tion géographique  analogue,  à  propos  d'un  passage  d'Hippocrate. 
D'ailleurs,  au  témoignage  d'Alexandre  de  Humboldt,  Eratosthène  et 
Polybe  présumaient  aussi  que  la  Terre  s'élève  en  bourrelet  dans 
le  voisinage  de  l'équateur. 

D'ignorants  commentateurs  propagèrent  encore  cette  doctrine 
parmi  les  théosophes  de  la  première  époque  byzantine.  Ce  renfle- 
ment équatorial  passa  bientôt  pour  être  la  ligne  de  séparation  entre 
les  contrées  habitables  et  la  région  mystérieuse,  inaccessible  à 
Thomme,  désignée  sous  le  nom  de  Terra  incognita, 

Uii  voyageur  qui  à  cette  époque  se  rendit  célèbre  par  le  talent 
et  l'exactitude  de  ses  observations  contribua,  sans  le  vouloir,  à 
l'alFermissement  d'une  erreur  accréditée  a  priori.  C'est  ainsi  que, 
dans  la  relation  du  voyage  que  Riiysbroek  (Guil.  de  Rubruquis) 
avait  fait  à  la  résidence  du  grand  khan  de  Mongolie,  nous  trouvons 
le  passage  suivant  :  «  A  dater  de  notre  arrivée  k  la  cour  du  khan 
suprême  Mangu,  il  n'alla  que  deux  fois  vers  les  contrées  méridio- 
nales, d'où  il  commença  à  retourner  vers  le  nord,  c'est-à-dire  vers 
Caracarum.  Durant  tout  ce  voyage,  j'ai  principalement  porté  mon 
attention  sur  un  fait  que  m'avait  signalé  comme  très-digne  de 
remarque  le  seigneur  Baudouin  de  Hainaut,  avant  mon  départ  de 
Constantinople  :  c'est  que  l'on  allait  toujours  en  montant  et  jamais 
en  descendant.  Et,  en  effet,  tous  les  cours  d'eau  venaient  de  l'orient 
vers  l'occident,  soit  directement,  soit  indirectement,  c'esl-à-dire 
obliquant  vers  le  midi  ou  vers  le  nord.  » 

Ruysbroek  ne  pouvait  se  méprendre  sur  une  observation  per- 
sonnelle, qu'il  traduisait  fidèlement.  Mais  il  fallait  aussi  compter 
avec  des  idées  moins  conformes  à  l'expérience,  de  véritables  pré- 
jugés, suivant  lesquels  la  terre  ferme,  au  lieu  d'être  sphéroïdiquc, 
surgissait  à  pic  du  sein  des  mers. 

Ainsi  que  l'a  établi  Sanlarem  dans  une  étude  trcs-conscîeiicieuse, 
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le  mythe  d'un  paradis  situé  sur  notre  globe  avait  éprouvé  sueees- 
si veinent  div^îrses  transformations.  Placé  d'abord,  par  Honorîus 
d'Autun,  à  rextrémité  orientale  des  continents  connus,  il  était 
devenu  ensuite  la  sainte  montagne  d'Aryn,  dans  laquelle  on  pour- 
rait bien  retrouver  un  souvenir  du  Meru  des  fables  hindoues,  puis 
la  montagne  gigantesque  dont  Cosmas  Indicopleustès  admettait 
Texistence  au  milieu  du  haut  plateau  asiatique.  Telle  a  dû  être 
Torigine  de  Thypothèse  d*un  bourrelet  fluide  formant  une  mon- 
tagne semblable  sur  la  région  opposée. 

N'adoptant  pas  la  théorie  qui  avait  généralement  cours  à  cette 
époque,  plusieurs  savants  n'hésitèrent  pas  à  affirmer  que  la  surface 
recouverte  parles  eaux  est  notablement  supérieure  à  celle  des  conti- 
nents. D'autres  philosophes,  comme  Albert  le  Grand,  étaient  dis- 
posés à  placer  sur  l'hémisphère  sud  des  régions  partiellement  habi- 
tables, mais  séparées  du  reste  des  continents  par  d'immenses  nappes 
d'eau.  En  un  mot,  l'ancien  Océan  d'Homère  trouvait  encore  des 
partisans;  on  lui  supposait  une  continuité  parfaite,  et,  puisque  la 
sphéricité  était  modifiée  par  la  répartition  des  continents  et  des 
mers,  il  n'était  plus  nécessaire  d'admettre  l'invariabilité  dans 
l'équilibre  des  eaux.  C'est  ainsi  que  l'on  croyait  avoir  conclu,  de 
mesures  directes,,  un  continuel  accroissement  du  niveau  de  la 
Méditerranée  par  rapport  à  celui  de  l'Océan.  Saint  Ambroise  et 
saint  Basile  enseignèrent  cette  théorie,  dont  la  substance  se  trouve 
dans  les  écrits  du  cosmographe  arabe  Edrisi. 

On  peut  résumer  ainsi  qu'il  suit  les  faits  qui  se  rapportent  à 
cet  ordre  d'idées,  que  l'ensemble  de  l'eau  et  de  la  terre  réunies 
forme  simplement  des  anneaux  sphériques  concentriques  l'un  avec 
l'autre  : 

i^  L'hypothèse  fondamentale  que  l'élément  de  l'eau,  comme 
déjà  l'indiquent  les  gouttes  qui  tombent  du  feuillage  des  arbres, 
doit  prendre  la  forme  d'une  sphère  parfaite; 

2®  L'hypothèse,  qui  eut  cours  déjà  chez  les  Grecs  et  fut  plus 
tard  développée  par  les  Arabes,  que  les  astres  attirent  à  eux  l'eau 
et  déterminent  une  précipitation  générale  à  torrents  de  cette  der- 
nière vers  un  centre; 

3**  L'erreur  géographique  que  la  terre  ferme  s'élève  démesuré- 
ment au-dessus  de  l'enveloppe  fluide. 

Les   développements   qui   précèdent  suffisent   pour  donner,  la 
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preuve  que,  vers  le  milieu  du  xiii"  siècle,  l'ancienne  opinion  d'Aris- 
tote  et  des  scolasticiens  pesait  sur  Tesprit  du  temps. 

On  a  découvert  et  publié  récemment,  d'après  les  manuscrits 
des  bibliothèques  de  Paris ,  un  Ouvrage  intitulé  Li  Livres  du 
Trésor,  composé  par  le  Florentin  Brunetto  Latini  dans  le  cours 
de  la  seconde  moitié  du  xiii^  siècle.  L'auteur  y  traite  la  question 
de  savoir  «  comment  li  mondes  est  reons  et  comment  li  élément 
sont  établi  » .  Sa  réponse  est  ainsi  formulée  :  (c  En  ce  fu  nature 
bien  porveanz  quant  elle  fist  l'orbem  tout  reont;  car  nul  chose  ne 
puet  estre  si  fermement  serrée  en  soi  meisme  comme  celé  qui  est 
reonde.  Raisons  comment  :  regardez  ces  charpentiers  qui  font  ces 
toniaus  et  ces  cuves  ;  car  il  ne  les  porroient  en  nule  manière  fermer 
ne  joindre,  se  par  reondece  non  neis  une  volte,  quant  on  la  fait  en 
une  maison  ou  un  pont,  covient  il  que  il  soit  fermez  par  sa  reon- 
dece, non  mie  par  lonc  ne  par  lé,  ne  en  nule  autre  forme.  »  Ainsi, 
Latini  a  admis  que  la  nature  prévoyante  ^  donné  à  tous  les  éléments 
la  forme  ronde.  Dans  un  autre  passage,  où  il  est  question  «  des 
vainnes  de  la  terre  et  des  aiguës  »,  nous  trouvons  les  réflexions 
suivantes  :  «  Sor  la  Terre,  de  cui  li  contes  a  tenu  lonc  parlement, 
est  assise  l'aiguë,  ce  est  la  mer  greignor  qui  est  appelée  la  mer 
Oceane,  de  cui  toutes  les  autres  mers  et  braz  des  mers  et  flueves  et 
fontaines  qui  sont  parmi  la  terre,  issent  et  naissent  premier  et  la 
meisme  retornent  il  a  la  fin.  » 

Les  figures  qui  accompagnent  cette  description  donnent  bien 
pour  les  éléments  de  l'air  et  du  feu  la  forme  sphérique,  tandis  que 
la  Terre  n'aflecte  pas  cette  forme  et  se  trouve  inégalement  recou- 
verte par  les  eaux  sur  la  région  équatoriale.  L'hypothèse  du  ren- 
flement se  trouve  donc,  sinon  exprimée,  du  moins  admise  en 
principe. 

Un  autre  Italien,  Ristoro  d'Arezzo,  a  publié  en  i  a5a  un  Traité 
sur  la  composition  du  monde,  réédité  en  1809  par  E.  Narducci. 
Nous  pouvons  y  remarquer  un  témoignage  en  faveur  de  la  théorie 
admi^  au  moyen  âge,  d'après  laquelle  l'inégale  répartition  des 
continents  à  la  surface  du  globe  correspondait  à  l'inégale  distribu- 
tion des  étoiles  du  firmament.  «  Selon  les  savants  »,  dit  Ristoro,  «  la 
terre  ferme  occupe  le  quart  de  la  surface  du  globe;  les  trois  autres 
parties  restent  recouvertes  par  les  mers.  Les  continents  ont  émergé 
sous  l'action  d'une  grande  force  qui  a  en  même  temps  assuré  la 
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création  des  planètes  et  des  animaux  qui  habitent  sur  la  Terre.  Les 
continents  recouvrent  principalement  la  partie  du  globe  qui  re- 
garde le  nord  et  qui  correspond  à  la  région  du  ciel  la  plus  con- 
stellée^ ils  se  trouvent  entourés  de  toutes  parts  de  nappes  d*eau  qui 
forment  la  mer  Grande,  ou,  suivant  d'autres,  la  mer  Océanique.  » 

Ce  passage  exprime  nettement  l'opinion  déjà  énoncée  par  Albert 
le  Grand,  à  savoir  qu^une  partie  relativement  restreinte  du  globe 
terrestre  émerge  seule  du  sein  des  eaux.  Mais  ce  que  lé  célèbre 
philosophe  s'est  borné  à  constater,  Ristoro  s'est  appliqué  à  en 
chercher  la  cause  probable. 

Le  passage  suivant  de  son  Traité  offre  encore  un  certain  intérêt  : 
<c  Nous  constatons  que  la  Terre  est  arrosée  de  ruisseaux,  de  fleuves 
et  d'eau*,  celle-ci  coule  à  travers  le  sein  de  la  Terre,  puis  à  la  surface 
du  globe.  Elle  parvient  au  sommet  des  montagnes,  d'où  elle  descend 
ensuite  (>our  former  les  ruisseaux,  puis  les  fleuves,  qui,  à  leur  tour, 
s'échangent  l'un  avec  l'autre,  arrosent  la  terre  et  se  jettent  dans  la 
mer.  L'eau  des  rivières  et  des  fleuves  est  douce,  tandis  que  l'eau 
de  mer  est  salée.  Enfin,  pour  achever  la  comparaison,  nous  pou- 
vons dire  que  les  fleuves  s'élèvent  de  la  mer  pour  y  retourner.  » 
Ristoro  affirme  nettement  la  prépondérance  d'énergie  du  ciel  étoile 
dans  l'hémisphère  boréal.  Il  conclut  en  disant  que,  s'il  n'en  était 
pas  ainsi,  toute  l'eau  s'étendrait  sur  le  monde  entier,  mais  qu'elle 
est  actuellement  retenue  par  une  force. 

La  discussion  des  hypothèses  de  Dante  est  développée  avec  beau- 
coup de  soin  dans  ce  Mémoire.  Il  nous  serait  difficile  de  l'exposer 
sans  l'accompagner,  comme  l'a  fait  M.  Gûnther,  de  figures  géomé- 
triques; nous  nous  voyons  donc  obligé  d'indiquer  simplement  ici 
les  conclusions  de  cet  examen. 

Dante  considéra  comme  bien  démontré  qu'il  existe  entre  les 
continents  et  le  ciel  étoile  un  rapport  intime  qui  offrirait  quelque 
analogie  avec  la  force  magnétique.  Nous  ne  pouvons  entrer  ici  dans 
le  détail  des  intéressantes  relations  établies,  d'après  Schmidt,  entre 
ce  dogme  et  les  théories  admises  à  cette  époque,  relativcnient  à 
l'étendue  des  continents.  Ainsi  que  l'on  peut  en  juger  par  le  pre- 
mier Mémoire,  toute  la  division  du  globe  terrestre,  telle  que  Dante 
l'a  imaginée,  aboutit  à  mettre  en  réquisition,  comme  séjour  mjaho- 
logique  des  âmes,  tout  un  hémisphère,  de  manière  qu'il  ne  reste 
du  royauaie  terrestre  cju'une  partie  habitable  propoitionnelleuieiil 
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plus  faible.  Tout  cet  ensemble  forme  avec  les  eaux  réunies  un  seul 
corps  qui  diffère  très-peu  d'une  sphère  mathématique,  et,  pour 
expliquer  comment  la  Terre  se  trouve  cachée  sous  les  eaux, 
Schmidt  résume  ainsi  qu'il  suit  les  théories  de  Dante  : 

«  La  cause  de  l'élévation  locale  des  continents  ne  peut  être  la 
Terre  même;  un  mouvement  vers  le  haut  est  contraire  à  la  pesan- 
teur, et  cette  dernière  est  une  propriété  essentielle  de  la  Terre.  De 
même,  on  ne  peut  attribuer  cette  cause  à  l'action  de  Teau,  car,  si 
elle  recouvrait  uniformément  la  Terre,  elle  exercerait,  en  raison 
de  son  homogénéité,  une  pression  égale  sur  tous  les  points.  Il  faut 
également  exclure  de  cette  discussion  les  sphères  emboîtées  de  Pair 
et  du  feu  qui  enveloppent  les  précédentes.  »  Il  reste  donc  à  cher- 
cher en  dehors  de  la  nature  terrestre,  et,  à  ce  point  de  vue,  l'au- 
teur examine  successivement  les  divers  éléments  célestes  auxquels 
on  pourrait  attribuer  l'élévation  des  continents  au-dessus  de 
rOcéan.  La  Lune  et  les  planètes  ne  sauraient  entrer  en  ligne  de 
compte,  parce  que  leurs  attractions  se  contrarient  et  devraient,  en 
tout  cas,  produire  Télévation  de  l'eau  sur  la  terre  ferme.  La  hui- 
tième sphère  n'intervient  pas  davantage,  ce  Reste  donc,  ainsi  que 
Dante  le  dît  lui-même,  le  ciel  des  flxes,  car  nous  apercevons  des 
différences  de  lumière  et  de  grandeur  des  étoiles,  soit  considérées 
isolément,  soit  groupées  en  constellations  ;  c'est  donc  bien  là  que 
doit  résider  la  cause  cherchée.  »  Et,  justement,  la  seule  zone  qui 
passe  pour  activement  coopérante  est  comprise  entre  l'équateur  et 
le  cercle  polaire  arctique,  trace  évidente  de  l'étemelle  théorie  de  la 
zone  inhabitable. 

Il  faut  reconnaître  que,  si  toutes  ces  explications  élargissent  le 
cercle  des  idées  du  poète  italien,  elles  n'atteignent  pas  complète- 
ment le  but  et  laissent  encore  place  à  bien  des  doutes.  Le  sujet,  on 
le  voit,  est  difficile  à  éclaîrcir. 

Un  passage  de  Robert  de  Lincoln  permet  de  bien  comprendre 
l'iniluence  qui  dirigeait  les  esprits  à  cette  époque.  On  fixe  habi- 
tuellement la  mort  de  cet  homme  en  laSS;  mais,  d'un  autre 
côté,  Cantor  a  récemment  prouvé  qu'en  1271  un  maître  anglais, 
nommé  Robert,  avait  achevé  un  Livre  sur  la  sphère.  11  nous  parait 
donc  admissible  que  ce  dernier  Robert  soit  la  même  personne  que  le 
premier  :  c'est  d'ailleurs  aussi  l'opinion  de  Santarcm,  qui  le  regarde 
comme  contemporain  de  savants  qui  vivaient  du  xiii*^  au  xi\*  siècle, 
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Brunctto  Latini,  Pierre  de  Vienne,  Cecco  d'Ascoli  et  Dante.  Mais 
il  est  inutile  d'insister  davantage  sur  ce  renseignement  biogra- 
phique plus  ou  moins  controversé.  Robert  prouve  d'abord  que  le 
feu  renferme  le  principe  de  Tair,  puis  il  ajoute  ceci  :  «  De  même, 
la  superficie  comprise  entre  klm  et  la  circonférence  nkp  engendre 
par  sa  rotation  un  corps  dont  Teau  occupe  le  volume  et  la  situation. 
En  outre,  le  mouvement  du  demi-cercle  nhp  engendre  une  sphère 
située  au  milieu  des  deux  corps  précédents.  La  Terre  occupe  le  vo- 
lume et  la  situation  de  cette  sphère.  Mais,  pour  que  les  animaux 
terrestres  fussent  à  même  de  trouver  un  séjour  et  un  support,  Teau 
a  du  se  rassembler  dans  la  concavité  de  la  Terre  et  la  surface  des 
continents  a  émergé  en  une  région  déterminée.  Enfin  la  Terre, 
avec  les  eaux  qu'elle  renferme,  aifecte  la  forme  d'une  sphère 
unique.  »  Les  figures  qui  se  rapportent  à  cette  description  man- 
quaient au  texte  de  M.  Gûnther,  mais  elles  ne  sont  pas  nécessaires 
pour  reconnaître  que  Robert  admettait  à  l'intérieur  du  globe  ter- 
restre une  assez  grande  proportion  de  la  masse  des  eaux.  Ce  passage 
pourrait  très-bien  s'expliquer  en  admettant,  dans  la  notation  des 
figures,  de  légères  modifications  que  motiverait  l'hypothèse  d'erreurs 
commises  par  le  copiste. 

Au  surplus,  Zoeckler  a  récemment  expliqué,  d'une  manière  très- 
remarquable,  comment  la  théologique  subtilité  de  l'idée  assez 
confuse  de  Robert  pouvait  se  concilier  avec  l'hypothèse  scientifique 
de  l'excentricité  et  même  la  fortifier.  Parlant  de  l'archevêque  espa- 
gnol Paulus  de  Burgos,  mort  en  i435,  il  dit  ce  qui  suit  :  «Cet 
écrivain  fit  grande  sensation  lorsqu'il  développa,  avec  une  érudition 
mathématique  et  physique,  l'explication  de  la  manière  tout  extra- 
ordinaire dont  Dieu  a  déclaré  [Gen,,  I,  9)  avoir  effectué  la  sépa- 
ration de  la  terre  et  des  eaux  ou  la  création  de  l'Océan.  Dieu  a 
rassemblé  en  un  globe  particulier,  doué  d'un  centre  de  gravité 
distinct,  les  eaux  qui  auparavant  recouvraient  la  totalité  de  la 
sphère  terrestre.  Les  deux  sphères,  celle  de  la  Terre,  celle  de  l'eau, 
sont  restées  depuis  excentriques  vis-à-vis  l'une  de  l'autre,  de  sorte 
que  leurs  surfaces  se  recoupent  mutuellement  en  plusieurs  points.  » 
Cette  digression  cosmologique  a  trouvé  place  dans  un  Ouvrage  que 
sa  tendance  agressive  dirigeait  contre  les  hypothèses  exégétiques 
du  franciscain  Nicolas  de  Lyra,  savant  littérateur  qui,  à  plusieurs 
égards,  passe  pour  précurseur  de  Luther,  s'il  en  faut  croire  le 
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dicton  lalin  :  Si  Lyra  non  Ijrasset,  Lutherus  non  saltasset.  Un 
certain  Matthias  Tlioring  ou  Doring  (mieux  sans  doute  Doornik 
ou  Tomik),  frère  franciscain  comme  Lyra,  commença  en  i44o 
cetle  campagne  contre  T archevêque  espagnol,  dans  un  pamphlet 
intitulé  Correctorium  corruptoris  Burgensis,  Dans  cet  écrit,  il 
attaque  en  particulier  la  bizarre  hypothèse  du  globe  fluide,  et  il  la 
combat  par  des  arguments  très-serrés,  observant  par  exemple  que, 
«  si  Ton  admettait,  avec  Tarchevèque  espagnol,  un  pareil  déplace- 
ment du  centre  de  gravité  de  cette  sphère  aqueuse,  les  éléments  de 
Tair  et  du  feu  auraient  dû  nécessairement  aussi  éprouver  un  dépla- 
cement de  leur  centre,  et,  par  conséquent,  Tunivers  entier  serait 
tombé  dans  la  confusion.  Il  en  serait  de  même  du  déplacement 
supposé  du  centre  de  gravité  de  Teau,  dont  la  nature  serait  entiè- 
rement altérée  ou  plutôt  complètement  anéantie,  puisqu'elle  ne 
graviterait  plus  vers  le  centre  de  la  Terre,  et  que,  surtout,  sa  nature 
humide  et  froide  aurait  disparu.  »  Nous  voilà  donc  encore  en  pré- 
sence du  vieux  dogme. 

Ceci  nous  amène  à  le  constater  encore  chez  un  professeur  de 
Padoue  de  la  seconde  moitié  du  xv*  siècle  :  il  s'agit  de  François 
Capuanus  de  Manfredonie.  On  doit  à  ce  savant  un  grand  nombre 
d'éditions,  enrichies  de  Commentaires,  de  FOEuvre  fondamentale 
et  erronée  de  Sacro  Bosco.  Au  Chapitre  du  docteur  anglais,  intitulé 
Quelle  est  la  forme  du  monde?  il  ajoute  :  «  Chacun  des  trois  élé- 
ments environne  la  Terre  de  toutes  parts  ^  une  certaine  sécheresse 
de  la  terre  résiste  cependant  à  l'humidité  de  l'eau  pour  sauvegarder 
l'existence  des  animaux.  » 

Un  passage  du  Commentaire  renferme  une  critique  de  la  doctrine 
de  Sacro  Bosco,  qui  attribuait  à  l'élément  de  l'eau  une  forme  régu- 
lièrement sphérique.  Le  centre  de  la  Terre  occupe  le  milieu  du 
rayon  de  la  sphère  du  monde.  Quant  à  la  surface  de  l'eau,  elle  ne 
peut  avoir  la  forme  sphérique,  parce  que  la  Géométrie  nous  ap- 
prend que  deux  sphères  concentriques  ne  peuvent  se  couper,  tandis 
que  l'on  sait  par  l'observation  que  les  éléments  solides  et  fluides 
se  recoupent  mutuellement.  Il  en  résulte,  dit-il,  que  l'eau  ne  peut 
affecter  la  forme  sphérique. 

Nous  verrons  encore,  dans  la  suite,  que  la  polémique  de  Dante 
s'est  exercée  dans  deux  directions,  contre  l'hypothèse  de  l'excen- 
tricité et  contre  le  fantôme  d'un  renflement  constitué  uniquement 
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par  rOcéan.  Les  deux  paragraphes  qui  suivent  dans  le  Mémoire  de 
M.  Gûnther  sont  consacrés  à  l*examen  de  ces  deux  théories,  dont 
la  première  parait  devoir  occuper,  au  point  de  vue  scientifique,  une 
place  importante.  Les  noms  de  deux  hommes  célèbres  se  rattachent 
à  cet  ordre  d'idées  :  l'un  d'eux  a  été  un  adversaire,  l'autre  un  ar- 
dent défenseur  d'une  doctrine  qui  se  rapprochait  beaucoup  de  la 
première,  sans  être  absolument  identique  avec  elle. 

Le  premier  de  ces  deux  philosophes  est  le  célèbre  Nicolas 
Copernic,  de  Thorn.  Il  examine,  dans  son  Ouvrage  sur  les  révolu- 
tions des  corps  célestes,  comment  la  Terre,  conjointement  avec  les 
eaux,  ne  forme  qu'un  seul  globe.  Ici  Copernic  dirige  une  vive  at- 
taque contre  les  péripatéticiens,  qui,  par  une  abusive  application 
d'un  fait  d'expérience,  que  Teau  est  dix  fois  plus  légère  que  la 
terre,  veulent  qu'il  existe  une  beaucoup  plus  forte  proportion  de 
la  première  que  de  la  seconde  et  que,  par  suite,  le  centre  géomé- 
trique de  l'ensemble  occupe  une  position  diflerente  de  celle  du 
centre  de  gravité.  Cependant  une  simple  notion  de  Géométrie  leur 
aurait  fait  reconnaître  l'inanité  de  cette  illusion,  car,  en  l'admet- 
tant, ils  oubliaient  que  les  sphères  varient  comme  le  cube  de  leurs 
diamètres  et  que,  en  regardant  comme  exact  ce  rapport  entre  la 
matière  plus  lourde  et  la  matière  fluide,  l'hémisphère  ne  pouvait 
avoir  la  grandeur  réellement  trouvée.  En  outre,  il  ne  peut  y  avoir 
aucun  rapport  entre  les  deux  centres,  bien  qu'il  puisse  se  produire 
un  perpétuel  et  impétueux  courant  marin  et  une  irruption  de 
l'Océan  dans  les  continents.  Mais  des  renseignements  géogra- 
phiques bien  établis  ne  confirment  pas  cette  explication  :  <c  II 
est  avéré  qu'entre  la  mer  Egyptienne  et  le  golfe  Arabique  (  mer 
Rouge),  il  est  resté  a  peine  quinze  stades  de  largeur,  presque  au 
milieu  de  la  Terre  entière.  »  Cependant  la  surface  continue  de 
l'Océan  est  divisée  de  tous  côtés  par  des  îles,  observation  indiquée 
par  les  découvertes  des  Portugais,  plus  spécialement  par  l'existence 
de  l'Amérique,  pays  que  son  étendue  doit  faire  assimiler  à  un  conti- 
nent. Aussi  la  Terre  n'est-elle  ni  un  disque,  ni  un  hémisphère,  ni 
un  cylindre,  comme  le  croyaient  les  anciens  philosophes  grecs, 
mais  bien  une  sphère  réelle  et  complètement  pleine,  en  considé- 
rant ensemble  la  terre  et  les  eaux.  «  Et  de  tout  cela,  certes,  je 
crois  pouvoir  conclure,  k  l'évidence,  que  la  terre  et  l'eau  ne  pos- 
sèdent qu'un  centre  de  gravité,  et  que  la  grandeur  de  la  terre  est 
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seule  à  considérer.  Bien  qu'elle  soit  la  plus  lourde,  elle  se  remplit 
d'eau  si  plusieurs  de  ses  parties  viennent  à  s'entr'ouvrir.  C'est 
pourquoi  Teau  est  assez  rare,  en  comparaison  de  la  terre,  bien  que, 
par  sa  situation  à  la  surface,  elle  semble  plus  abondante.  j> 

Le  philosophe  Patritius  a  pris  un  point  de  départ  essentielle- 
ment diiïérent.  Il  considère,  suivant  Harms,  quatre  autres  élé- 
ments :  Tcspace,  qui  embrasse  tout 5  la  lumière,  qui  remplit  tout; 
le  fluor,  qui  produit  toutes  les  choses  variables,  et  la  chaleur,  qui 
accompagne  la  lumière,  façonne  et  anime  tous  les  corps. 

Il  est  étrange  de  le  voir  déclarer  que  les  géographes,  les  astro- 
nomes et  les  philosophes  enseignent  que  Teau  et  la  terre  forment 
un  seul  et  même  globe.  Patritius  conteste  d'abord  que  Teau,  aban- 
donnée à  elle-même,  puisse  prendre  la  forme  sphérique.  11  cherche 
à  en  donner  des  raisons  spécieuses.  Pour  lui,  la  surface  de  l'eau 
est  toujours  plane,  et  il  s'efforce  de  développer  les  arguments  et  les 
expériences  qui  doivent  réfuter  la  théorie  de  la  sphéricité  de  la 
terre  et  des  mers. 

Patritius  s'est  inspiré  des  théories  du  philosophe  2^roastre,  et, 
lorsqu'il  a  discuté  la  situation  de  la  Terre  dans  l'espace,  il  a  admis 
que  la  terre  se  trouvait  au  centre  de  l'univers  et  que  l'eau  affec- 
tait une  surface  concave.  Il  a  ainsi  été  amené  à  conclure  à  l'exis- 
tence de  trois  centres  au  milieu  de  la  Terre. 

L'examen  des  assertions  de  Patritius  forme  dans  cette  monogra- 
phie le  sujet  d'un  long  paragraphe,  dans  lequel  M.  Giinther  a  fait 
ressortir  les  origines  de  ces  théories  singulières. 

Nous  avons  acquis  la  conviction  que  la  forme  la  plus  scienti- 
Gque  de  ce  système  erroné,  contre  lequel  Dante  avait  dirigé  ses 
attaques,  conserva  jusqu'au  milieu  du  xvi*'  siècle  une  certaine  vita- 
lité; mais  l'hypothèse,  incomparablement  plus  fantastique,  d'un 
relèvement  de  la  mer  pour  former  un  bourrelet  au-dessus  de  l'an- 
cien niveau,  résista  plus  longtemps  qu'on  ne  saurait  le  croire,  et  ce 
n'est  pas  moins  que  l'auteur  de  la  découverte  de  l'Amérique  qui 
devait  encore  appuyer  de  l'autorité  de  sa  voix  l'existence  de  cette 
hypothèse. 

Pour  démontrer  que  Ton  atteindrait  assez  rapidement  la  limite 
orientale  de  l'Asie  par  l'occident,  Christophe  Colomb  s'appuyait 
sans  doute  sur  le  jugement  d'anciens  cosmographes  et  sur  l'admi- 
rable pressentiment  de  Toscanelli  ;  mais  il  croyait  aussi  aux  vagues 
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témoignages  prophétiques  des  Pères  de  l'Eglise  et  d'autres  écri- 
vains ecclésiastiques.  Les  fictions  moitié  religieuses,  moitié  phy- 
siques, d'une  ile  d'Antiglia,  d'une  montagne  centrale  nommée 
Aryn,  située  à  l'extrême  orient,  mais  que  l'on  pouvait  supposer 
aussi  à  l'occident,  exerçaient  une  grande  influence  sur  le  cercle  de 
ses  idées.  A  propos  de  la  représentation  du  dogme  de  l'Aryn  ou 
coupole  du  monde,  Santarem  considère  comme  témoignages  les 
plus  affirmatifs  l'Ouvrage  astronomique  d'Aboul  Hassan  de  Marok, 
un  passage  d'Aboul  Feda  et  une  lettre  de  Christophe  Colomb  à  la 
reine  Isabelle.  Au  môme  ordre  d'idées  se  rattache,  comme  nous 
l'avons  déjà  remarqué,  un  certain  doute  sur  la  simple  sphéricité 
de  la  Terre,  et,  en  effet,  dans  les  OEuvres  de  Pierre  Alphonse 
(dernières  années  du  xii*'  siècle)  on  trouve  un  dialogue  entre  Moïse 
et  Pierre  l'Ancien,  dans  lequel,  l'un  d'eux  demandant  à  l'autre  de 
lui  expliquer  l'existence  de  la  ville  d'Aryn,  celui-ci  répond  par 
l'objection  suivante  :  ce  Lorsque  tu  me  dis  qu'Aryn  est  située  au 
milieu  de  la  Terre,  tu  semblés  vouloir  dire  que  la  Terre  a  une  forme 
plane*,  cependant  la  distinction  établie  au  début  entre  l'orient  et 
l'occident  prouvait  la  sphéricité  de  la  Terre.  » 

Si  incroyable  que  cela  doive  paraître,  il  est  certain  que  le  navi- 
gateur avait  encore  à  l'esprit  une  deuxième  idée  erronée.  Il  consi- 
dérait comme  autorité  sérieuse  le  livre  apocryphe  d'Esra,  moins 
par  vénération  pieuse  que  parce  qu'il  trouvait  dans  ce  livre  un  té- 
moignage en  faveur  de  l'hypothèse  qu'il  défendait  avec  tant  d'ar- 
deur :  le  renflement  de  l'Océan  dont  il  est  question  dans  les  his- 
toires de  la  création.  Voici,  d'ailleurs,  à  quoi  se  réduisent  les  in- 
signifiants commentaires  géographiques  des  écrivains  de  la  Bible, 
entre  autres  d*Esra,  sur  la  doctrine  d'un  bourrelet  local  formé  par 
les  eaux.  Alexandre  de  Humboldt  nous  donne  le  renseignement 
suivant,  fourni  par  l'orientaliste  Rosenmûllcr,  qui  se  rapporte  à 
la  théorie  adoptée  par  Colomb  et  qu'il  fait  suivre  de  ces  réflexions  : 
«  Les  Hébreux  ne  possédaient  et  leurs  anciens  livres  ne  renferment 
aucune  donnée  numérique  sur  l'étendue  relative  des  continents  et 
des  mers^  les  commentaires  chaldécns  et  les  écrits  talmudiques  ne 
fournissent  même  aucune  réponse  à  cette  question  \  mais  les  Juifs 
ont  adopté  la  division  de  la  surface  terrestre  en  sept  climats,  et  un 
passage  de  la  Genèse  (I,  9)  enseigne  que  les  eaux  ont  été  rassem- 
blées dans  un  lieu  unique,  ce  qui  expliquerait  pourquoi  le  Talmud 
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a  supposé  que  ce  lieu  de  rassemblement  devait  être  une  des  sept 
zones.  » 

Une  récapitulation  des  idées  que  se  représentait  Tamiral  espa- 
gnol nous  permet  de  reconnaître  qu'il  se  considérait  comme  de- 
vant être  naturellement  conduit  à  deux  découvertes  :  celle  de  nou- 
velles régions  du  globe  terrestre,  et  celle  d'un  renflement  formé 
en  réalité  par  les  eaux,  s'élevant  au  milieu  des  mers.  Mais  celui  qui 
poursuit  avec  ardeur  un  but  déterminé  donne  étourdiment  dans 
les  conjectures  et  finit  par  leur  attribuer  une  existence  réelle,  et, 
pour  peu  que  le  succès  réponde  à  son  attente,  si  la  connaissance 
des  conditions  fondamentales  est  toute  superficielle,  l'imagination 
lui  donne  arbitrairement  force  de  loi.  Christophe  Colomb  ne  fit 
pas  autrement.  Lorsqu'en  eifet,  à  son  premier  voyage  (149^)9  il 
reconnut  que  la  position  du  compas  ne  pouvait  s'accorder  avec 
celle  du  lieu  où  il  croyait  se  trouver  lui-même,  il  n'hésita  point  à 
admettre  que  ce  n'était  pas  l'aiguille  aimantée,  mais  bien  l'étoile 
polaire  qui  avait  du  s'écarter  de  sa  route. 

Cette  interprétation,  plus  que  téméraire,  était  sans  doute  plutôt 
adressée  à  l'équipage  qu'à  la  propre  conviction  de  Christophe 
Colomb  \  mais  elle  démontre  que  Ton  ne  craignait  nullement  de 
faire  violence  à  la  nature. 

C'est  dans  ce  sens  que  de  Humboldt  a  dit  ceci  :  «  Sur  la  partie 
équatoriale  de  l'Atlantique  se  réunissent,  dans  la  capricieuse  ima- 
gination de  Christophe  Colomb,  des  vues  plus  chimériques  sur  le 
changement  du  climat,  la  configuration  anomale  de  la  sphère 
terrestre  et  les  mouvements  extraordinaires  des  corps  célestes.  )> 
En  résumé,  cet  homme  fantastique  avait  le  cœur  et  l'esprit  suffi- 
samment prédisposés  à  ériger  en  fait  deux  découvertes  qu'il  at- 
tendait, et  elles  lui  arrivèrent  inopinément. 

Lorsque,  pour  la  première  fois  en  149S,  il  atteignit  l'Amérique 
du  Sud,  à  son  troisième  voyage,  il  observa  avec  attention  d'im- 
menses courants  qui,  en  pleine  mer,  s'opposaient  à  sa  marche  et 
accusaient  une  faible  proportion  de  sel.  Evidemment,  cette  appa- 
rence ne  s'accordait  pas  beaucoup  avec  la  sphéricité  tradition- 
nelle de  la  Terre,  contre  laquelle  on  avait  élevé  déjà  des  doutes 
nombreux.  Sous  l'impression  de  cette  importante  observation,  il 
écrivit  au  souverain  de  son  pays  une  lettre  mémorable,  dans  la- 
quelle on  trouve  entre  autres  passages  le  suivant  :  ce  La  côte  de 
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Paria  est  située  plus  près  de  la  voûte  du  ciel  que  l'Espagne.  La 
Terre  est  allongée  comme  une  poire  et  n'a  plus  la  forme  sphérique 
dans  le  voisinage  de  sa  tige.  »  C'est  en  ces  termes  que  Christophe 
Colomb  parle  du  delta  de  TOrénoque.  Pour  lui,  a  il  existe  dans 
Tocéan  Indien,  près  de  Téquateur  et  à  la  limite  des  contrées  orien- 
tales, une  région  formant  un  bourrelet  qui  se  rapproche  le  plus 
du  ciel  ». 

On  a  exprimé  l'opinion  que  la  mappemonde  d'Andréas  Bianco 
n'est  pas  restée  sans  influence  sur  Ciiristophe  Colomb.  Santarem, 
qui  en  a  donné  une  description  détaillée,  dit  en  elTet  que  les 
quatre  fleuves  dur  paradis  sortent  de  l'extrême  orient,  où  se  trouve 
rÉden.  Si  Ton  admettait  cette  opinion,  on  devrait  encore  plutôt 
mentionner  le  planisphère  de  Jean  de  Beauveau,  dans  lequel  l'idée, 
qui  plaisait  à  Christophe  Colomb,  de  comparer  la  Terre  à  un  fruit 
apparaît  peut-être  pour  la  première  fois.  Mais  nous  pouvons  douter 
avec  raison  qu'un  homme,  élevé  comme  lui,  non  au  milieu  de  sa- 
vants, mais  au  milieu  de  marins,  ait  trouvé  le  prétexte  de  ses 
voyages  dans  les  riches  manuscrits  des  bibliothèques. 

]Nous  regarderons  Christophe  Colomb  comme  un  esprit  tout  à 
fait  original,  une  imagination  fréquemment  exaltée,  qui  ne  se  re- 
présentait pas  les  choses  exactement,  et  qui,  dans  les  nombreuses 
circonstances  extraordinaires  sous  lesquelles  elle  fut  contrainte  à 
travailler  et  à  combattre,  a  trouvé  des  excuses  suffisantes  à  ses 
extravagances. 

A  côté  de  ces  intéressants  extraits  du  Mémoire  de  M.  Gûnther, 
il  sera  utile  de  donner  un  résumé  des  réflexions  d'Alexandre  de 
Humboldt  sur  le  même  sujet  [voir^  l'Atlas  du  Cosmos)  :  «D' An- 
ville  a  dit  avec  esprit  que  la  plus  grande  des  erreurs  dans  la  Géo- 
graphie de  Plolémée  (la  supposition  que  l'Asie  s'étendait  vers  l'est 
au  delà  de  i8o  degrés  de  longitude)  a  conduit  les  hommes  à  la 
plus  grande  découverte  de  terres  nouvelles. 

»  Les  grandes  découvertes  de  l'hémisphère  occidental  ne  furent 
point  le  résultat  d'un  heureux  hasard.  Il  a  été  prouvé  que  c'est  en 
Portugal,  à  peu  près  en  1470,  trois  ans  avant  d'avoir  reçu  les 
conseils  de  Paolo  Toscanelli,  de  Florence,  que  Christophe  Colomb 
conçut  l'idée  de  sa  première  entreprise.  Les  espérances  de  ce  grand 
homme  se  fondèrent  alors  sur  ce  qu'il  appela  des  raisons  de  Cosmo- 
graphie, sur  le  peu  de  distance  qu'il  y  a  des  côtes  occidentales 
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d*Europe  et  d'Afrique  aux  côtes  du  Gathaï  (la  Chine)  et  de  Zipan- 
gou  (le  Japon),  reconnues  pour  la  première  fois  par  le  Vénitien 
Marco  Polo,  sur  des  opinions  d'Aristote  et  de  Sénèque,  comme  sur 
quelques  indices  de  terres  situées  vers  Touest,  qu'on  avait  recueillis 
à  Porto  Santo,  à  Madère  et  aux  iles  Açores.  Lorsque  Christophe 
Colomb  découvrit  les  Antilles,  lui  et  ses  compagnons  crurent  être 
arrivés  à  l'extrémité  orientale  du  continent  asiatique  :  c'est  pour- 
quoi elles  furent  désignées  comme  faisant  partie  des  Indes  occiden- 
tales. Leur  nomà' Antilles  est  aussi  une  réminiscence  de  l'ancienne 
légende  d'Antiglia  ou  Antilia. 

»  La  découverte  du  nouveau  continent  et  les  travaux  entrepris 
pour  étendre  la  connaissance  de  sa'  géographie  n'ont  pas  seule- 
ment levé  le  voile  qui  depuis  des  siècles  a  couvert  une  vaste  partie 
de  la  surface  du  globe  ^  cette  découverte  et  ces  travaux  ont  aussi 
exercé  l'influence  la  plus  marquante  sur  le  perfectionnement  des 
Cartes  et  des  méthodes  géographiques  en  général,  comme  sur  les 
moyens  extraordinaires  propres  à  fixer  la  position  des  lieux.  En 
étudiant  les  progrès  de  la  civilisation,  nous  voyons  partout  la  sa- 
gacité de  l'homme  s'accrqitre  avec  l'étendue  du  champ  qui  s'ouvre 
à  ses  recherches.  » 

Léonard  de  Vinci  occupe  dans  cette  question,  comme  dans  toutes 
les  questions  analogues,  une  place  isolée.  Des  études  paléontolo- 
giques,  qu'il  paraît  avoir  suivies  avec  prédilection  dans  les  Apen- 
nins, l'avaient  naturellement  porté  à  réfléchir  à  un  pareil  sujet. 
Rejetant  avec  énergie  les  absurdes  fables  qui  attribuaient  à  quelque 
force  mystérieuse  l'origine  des  coquillages  et  des  fossiles,  il  pro- 
clame les  changements  d'équilibre  de  la  Terre  sous  l'influence  des 
eaux.  Les  huîtres,  les  coquilles  qui  vivent  dans  le  limon  des  mers 
nous  donnent  la  preuve  de  la  variation  que  la  Terre  a  éprouvée 
pour  le  centre  des  éléments.  Une  partie  de  la  Terre  devient  plus 
légère  et  s'élève  toujours,  tandis  que  la  partie  opposée  se  rapproche 
de  plus  en  plus  du  point  central,  et  ce  qui  était  aulrefois^le  fond 
des  mers  est  devenu  aujourd'hui  la  cime  des  montagnes.  Ces  expli- 
cations s'accordent;  très-bien,  au  moins  tant  qu'elles  restent  dans 
le  domaine  de  la  Mécanique,  avec  les  théories  adoptées  aujourd'hui 
en  Géologie  sur  l'érosion,  le  transport  et  la  sédimentation. 

Le  nom  de  Léonard  doit  surtout  compter  parmi  les  savants  qui 
ont  développé  et  vulgarisé  des  théories  exactes  sur  les  variations 
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du  rapport  des  éléments  solides  et  fluides  de  la  Terre  autour  d'un 
centre  de  gravité  commun. 

Nous  arrivons  maintenant  à  une  période  de  progrès.  Le 
XVII®  siècle,  auquel  les  Sciences  exactes  doivent  la  constitution 
rationnelle  et  fondamentale  de  leur  domaine,  s'est  exercé  en  gé- 
néral sur  les  questions  importantes,  pour  pouvoir  s'ocpuper  en- 
suite des  questions  secondaires.  Deux  hommes  profondément  ver- 
sés dans  la  connaissance  de  la  nature  ont  marqué  à  cette  époque 
par  les  intéressantes  conceptions  relatives  à  la  répartition  des  mers 
et  des  continents.  Le  premier  est  le  théologien  Hottingei',  de  Zu- 
rich, mort  en  1667,  qui,  suivant  Zoeckler,  publia  un  Commentaire 
théologique  et  philosophique  de  la  Genèse  se  rapprochant  beau- 
coup de  celui  que  donna  l'Espagnol  Paulus  de  Burgos. 

Le  second  de  ces  philosophes  ne  fut  autre  que  le  grand  Newton. 
Ainsi  que  nous  croyons  pouvoir  le  démontrer,  Isaac  Nev^Oon  a  dû 
avoir  une  notion  de  la  théorie  que  Dante  avait  combattue.  Au  lieu 
de  la  discuter  davantage,  il  la  choisit,  avec  le  talent  de  son  génie, 
pour  base  solide  d'un  fait  dont  la  confirmation  expérimentale 
devait  encore  attendre  près  d'un  siècle.  Une  proposition  du  troi- 
sième Livre  des  Principes,  relatif  au  système  du  monde,  établit 
que  les  mouvements  des  planètes  peuvent  continuer  très-longtemps 
dans  l'espace  céleste.  Comme  preuve,  il  dit  que  dans  l'atmosphère 
terrestre,  passablement  pesante  en  comparaison  du  fluide  céleste, 
le  mouvement  d'une  goutte  d'eau  n'éprouve  qu'une  résistance  ex- 
trêmement faible.  Mais  la  densité  de  la  Terre,  et  par  analogie 
aussi  la  densité  des  autres  planètes,  est  notablement  supérieure 
h  celle  de  l'eau,  de  sorte  que  la  résistance  que  rencontre  le  mouve- 
ment des  planètes  dans  le  fluide  éthéré,  dont  la  densité  est  excessi- 
vement faible,  peut  être  considérée  comme  nulle.  On  voit  que  la 
grande  différence  entre  les  densités  du  globe  terrestre  et  de  l'eau 
indique  le  point  de  départ  de  cette  démonstration.  On  en  jugera 
par  l'extrait  suivant  de  l'Ouvrage  de  Newton  :  - 

((  Voici  comment  je  crois  pouvoir  établir  que  la  densité  de  la 
Terre  est  supérieure  k  celle  de  l'eau.  Si  ce  fluide  constituait  le 
globe  entier,  toutes  les  substances  plus  légères  viendraient  flotter 
à  sa  surface.  Par  conséquent,  si  l'eau  recouvrait  entièrement  le 
globe  terrestre,  celui-ci,  supposé  plus  léger  que  l'eau,  émergerait 
en  quelque  lieu,  et  toute  l'eau,  refluant  de  cet  endroit,  se  réunirait 
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sur  la  région  opposée.  Une  comparaison  semblable  devrait  donc 
s'appliquer  à  notre  Terre,  entourée  de  mers  sur  la  plus  grande 
partie.  Si  la  Terre  n'était  pas  plus  pesante  que  Teau,  elle  sortirait 
des  mers  et  flotterait  suivant  la  proportion  de  sa  densité,  tandis 
que  toute  l'eau  des  mers  s'accumulerait  sur  la  région  opposée.  C'est 
pour  la  même  raison  que  les  taches  du  Soleil  sont  plus  légères  que 
la  matière  lumineuse  de  cet  astre,  sur  laquelle  elles  flottent.  En 
outre,  dans  la  formation  d'une  quelconque  des  planètes  par  les 
eaux,  toutes  les  substances  plus  pesantes  gagnaient  la  partie  cen- 
trale, pendant  que  la  masse  était  fluide.  Aussi  voyons-nous  la 
terre  commune  peser,  à  la  surface,  à  peu  près  deux  fois  plus  que 
l'eau,  et  plus  bas,  dans  les  puits  de  mines,  on  la  trouve  trois, 
quatre  et  même  cinq  fois  plus  pesante;  il  est  donc  à  présumer 
que  la  densité  à  l'intérieur  du  globe  est  cinq  ou  six  fois  plus  grande 
que  si  le  globe  terrestre  était  entièrement  constitué  par  de  l'eau.  » 

Newton  a  sans  doute  pris  pour  base  une  figure  semblable  à  celle 
que  nous  avons  vue  pour  Capuanus  de  Manfredonie.  Sa  théorie 
peut  se  résumer  ainsi  :  si  la  Terre  était  eflectivement  plus  légère 
que  l'eau,  toute  l'hypothèse  du  moyen  âge  relative  à  la  situa- 
tion excentrique  des  sphères  de  la  Terre  et  de  Teau  serait  entiè- 
rement justifiée.  Mais  nous  savons,  au  contraire,  et  de  nombreux 
phénomènes  physiques  et  géographiques  nous  donnent' la  preuve 
qu'il  ne  peut  être  question  d'une  semblable  disposition,  ce  qui 
détruit  l'exactitude  de  l'hypothèse  précédente  sur  la  relation  entre 
les  densités  de  la  Terre  et  de  l'eau.  Mentionnons,  eu  passant, 
la  remarquable  intuition  de  Newton  sur  la  nature  des  taches  du 
Soleil,  dont  l'exactitude,  comme  l'observe  le  commentateur 
Wolfers,  a  été  ainsi  confirmée  depuis  l'immense  développement 
de  la  spectroscopie. 

Certaines  réminiscences  des  théories  de  Newton  se  retrouveront 
dans  le  siècle  suivant. 

C'est  en  lySi  que  l'abbé  de  La  Caille  publia  un  premier  aperçu 
des  résultats  scientifiques  de  son  célèbre  voyage  au  Cap.  Le  pro- 
gramme étendu  de  ce  voyage  comprenait,  entre  autres  questions, 
la  mesure  d'un  degré  du  méridien.  L'opération  fut  faite  à  la  lati- 
tude moyenne  de  33°  18'  et  donna  pour  longueur  du  degré 
07037  toises.  Nous  savons  aujourd'hui  que  le  résultat  de 
La  Caille  était  erroné;  une  preuve  suffisante    en    a  été    donnée 
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par  d'ftutres  mesures  entreprises  au  sud  de  l!ëquateur,  celles  de 
Mac  Lear  dans  le  voisinage  de  celte  première  base  française.  Mais 
le  nom  de  La  Caille  était  une  sorte  de  garantie  de  complète  exac- 
titude, et,  au  lieu  de  révoquer  en  doute  un  pareil  résultat,  on  crut 
devoir  en  tenir  compte  et  en  chercher  l'explication  dans  une  ano- 
malie de  structure  du  globe  terrestre.  Kliigel  a  traité  ce  sujet  au 
point  de  vue  mathématique,  et  a  trouvé  que  la  Terre  ferme  ne  pré- 
sente pas  de  courbure  régulière  et  que  la  partie  sud  n'offre  pas  la 
même  configuration.  Il  s'agit  évidemment  d'une  dissemblance 
entre  les  deux  hémisphères. 

La  question  fut  reprise  par  d'autres  philosophes,  et  nous  pou- 
vons citer  un  Ouvrage  qui  renferme  des  indications  très-précieuses, 
le  Traité  des  Sciences  exactes  de  L.  Rohl,  géomètre  du  siècle  der- 
nier. Un  Chapitre  de  cet  Ouvrage  se  termine  par  les  conclusions 
suivantes  :  «  On  conjecturait  depuis  très-longtemps  qu'il  existait 
vers  le  pôle  sud  une  grande  étendue  de  terre  ferme,  et  l'on  cher- 
chait la  confirmation  expérimentale  et  théorique  d'une  hypothèse 
à  laquelle  plusieurs  savants  ajoutaient  foi  et  donnaient  une  grande 
importance.  Un  corps  abandonné  à  lui-même  ne  peut  rester  en 
repos  tant  que  la  direction  de  la  pesanteur  ne  rencontre  pas  la 
ligne  qui  divise  le  poids  en  deux  parties  égales^  et,  lorsqu'on  sup- 
pose réunis  deux  hémisphères  hétérogènes  de  grandeurs  égales,  la 
sphère  ainsi  constituée  ne  peut  rester  en  repos  que  si  les  axes  de 
ces  deux  hémisphères  se  rencontrent  juste  sur  la  résultante  des 
poids,  et  le  centre  de  gravité  se  trouve  dans  le  plus  lourd,  près  du 
plan  diamétral.  Si  maintenant  on  considère  notre  planète,  on 
trouve  sur  l'iiémisphère  nord  plus  de  contrées  connues  que  sur 
l'hémisphère  sud.  La  proportion  s'élève  au  moins  à  trois  fois  et 
demie  plus  de  terres  du  côté  nord  que  du  côté  sud  de  la  ligne 
équatoriale.  Et  comme  la  terre,  les  pierres  et  la  plus  grande  partie 
des  autres  substances  solides  dont  le  globe  terrestre  est  constitué 
sont  beaucoup  plus^ lourdes  que  l'eau,  il  semble  que  l'équilibre 
que  nous  observons  d'après  son  mouvement  uniforme  autour  de 
l'axe,  d'après  sa  situation  vis-à-vis  du  Soleil  et  son  mouvement 
autour  de  cet  astre,  ne  peut  se  maintenir,  si  nous  ne  suppo- 
sons l'existence  de  grandes  étendues  de  terres  à  l'opposé,  au  pôle 
sud.  » 

Toutefois,  R()hl  avoue  plus  loin  que,  si  les  voyages  de  Cook  n'ont 
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donné  aucune  confirmation  à  cette  hypothèse,  on  pourrait  être 
tenté  de  ne  pas  lui  attribuer  d'importance,  parce  qu'il  pourrait  se 
faire  que  Texcentricité  du  centre  de  gravité  du  globe,  attribuée  à 
l'effet  de  l'inégale  répartition  des  mers  et  des  continents,  s'expli- 
quât aussi  par  une  dislocation  interne  de  la  matière  ou  par  toute 
autre  cause  naturelle. 

On  peut  remarquer  dans  l'hypothèse  de  Rôhl  deux  ordres 
d'idées  distincts  :  d'abord,  la  considération  d'une  irrégularité  dans 
la  constitution  de  l'hémisphère  austral^  ensuite,  la  doctrine  nevvto- 
nienne  de  l'accumulation  polaire  des  eaux,  rendue  possible  par  une 
légèreté  spécifique  des  continents,  hypothèse  que  pourtant  ne  con- 
firment ni  le  raisonnement  ni  l'expérience. 

Il  est  probable  que  l'erreur  de  La  Caille  n'a  pas  été  sans  influence 
sur  les  théories  géologiques  établies  par  Wrede,  car  celles-ci  re- 
connaissent pour  basç  principale  la  dissemblance  observée  entre 
les  deux  hémisphères.  Suivant  le  Commentaire  de  Muncke,  ce  on 
doit  considérer  comme  ingénieuse  l'hypothèse  de  Wrede,  lorsque 
ce  dernier  soulève  la  question  de  savoir  si  l'on  peut  admettre  une 
excentricité  variable  du  centre  de  gravité  de  notre  globe.  S'il  en 
était  ainsi,  on  constaterait  facilement  que  la  masse  des  eaux  pour- 
rait alors  occuper  une  hauteur  de  plus  de  1 2  000  pieds  sur  une  ré- 
gion du  globe  que  sur  un  autre  point,  afin  de  rétablir  l'équilibre 
par  une  excentricité  proportionnelle,  mais  non  exagérée,  du  centre 
de  gravité.  Mais,  si  l'on  voulait  admettre  en  outre  une  variation 
de  cette  excentricité  par  un  déplacement  du  centre  de  gravité  d'un 
point  vers  un  autre  opposé,  on  en  déduirait  aisément  l'explication 
de  ce  fait  que  l'on  trouve  dans  les  parties  les  plus  diverses  du 
globe  de  très-hautes  montagnes  au  milieu  desquelles  on  reconnaît 
des  dépressions  occupées  autrefois  par  la  mer.  » 

H  est  intéressant  de  terminer  les  développements  relatifs  à  l'évo- 
lution historique  de  notre  problème  par  l'examen  des  idées  origi- 
nales d'un  homme  célèbre,  qui  a  fait  époque  dans  une  autre  branche 
des  Sciences  et  mérite  à  ce  titre  de  fixer  l'attention  :  nous  voulons 
parler  du  naturaliste  Lamarck. 

VIfydrogéologie  de  Lamarck  renferme  une  suite  de  recherches 
dont  le  sujet  est  parfaitement  indiqué  dans  le  titre  même  de  cet 
Ouvrage  :  Hydrogéologic,  ou  Recherches  sur  l'influence  qu'ont  les 
eaux  sur  la  surface  du  globe  terrestre ,  sur  les  causes  de  l'exis- 


Digitized  by 


Google 


96  PRË&IIÈRE  PARTIE. 

tence  du  bassin  des  mers,  de  son  déplacement  et  de  son  transport 
successifs  sur  les  différents  points  de  la  surface  de  ce  globe,  enfin 
sur  les  changements  que  les  corps  vivants  exercent  sur  la  nature 
et  sur  l'état  de  cette  surface. 

Le  Chapitre  U  est  consacré  à  un  examen  assez  détaillé  des  hypo- 
thèses que  nous  avons  rencontrées  chez  Dante,  et  il  aboutit  à  cette 
conclusion  :  c<  Tant  que  les  mers  auront  un  bassin  particulier, 
c'est-à-dire  ne  formeront  pas  autour  du  globe  une  enveloppe  gé- 
nérale liquide,  le  centre  de  forme  de  ce  globe  ne  sera  jamais  exac- 
tement le  même  que  son  centre  de  gravité.  » 

Qu'il  en  résulte  une  différence^  cela  se  comprend,  maisLamarck 
parait  se  tromper  lorsqu'il  la  suppose  plus  considérable  et  plus' 
importante  qu'elle  ne  l'est  en  réalité.  La  base  de  son  système  laisse 
aussi  beaucoup  à  désirer,  ainsi  que  le  démontre  M.  Giintlier. 
Lamarck  admet,  à  l'intérieur  de  la  Terre,  une  masse  quartzeuse  et 
môme  totalement  vitreuse,  et  toutes  les  substances  relativement 
plus  légères  occupent  la  surface  du  globe.  Il  en  résulte,  dit-il,  que 
l'axe  du  monde  ne  coïncide  pas  exactement  avec  l'axe  de  symétrie, 
et,  bien  qu'il  ne  se  produise  pas  de  variation  apparente  de  la  durée 
de  la  rotation,  cette  cause  doit  néanmoins  exercer  une  influence 
marquée,  susceptible  de  mesure  après  une  série  de  périodes  géolo- 
giques. Observant  que  les  mers  couvrent  près  de  la  totalité  d'un 
hémisphère  comme  masse  continue,  Lamarck  adopte,  pour  répar- 
tition relative  de  la  terre  et  des  eaux,  la  figure  schématique  dont 
il  a  été  fréquemment  question  :  une  sphère  solide  avec  bourrelet 
sphéroïdal,  couvrant  plus  d'un  hémisphère  et  représentant  l'élé- 
ment fluide.  Lamarck  admet  que  les  points  de  plus  grande  hauteur 
moyenne  des  continents  et  de  plus  grande  profondeur  moyenne 
des  mers  se  correspoiident  aux  extrémités  d'un  même  diamètre. 
Mais  l'ensemble  des  mers  se  trouve  lentement  entraîné  vers  l'ouest 
sous  l'influence  attractive  de  la  Lune,  de  sorte  que  le  centre  de 
gravité  du  globe  se  transporte  lentement  vers  l'ouest  dans  le  cours 
des  siècles.  '  C'est  ainsi  que  l'on  doit  entendre  la  conclusion  à 
laquelle  parvient  Lamarck  :  «  Et  Ton  conçoit  que  le  centre  dé- 
plaçable,  qui  est  nécessairement  opposé  aux  plus  grandes  profon- 
deurs de  l'Océan,  aura  fait  une  révolution  complète  autour  du 
centre  de  la  forme  lorsque  l'Océan  aura  achevé  sa  révolution  au- 
tour du  globe,  révolution  qu'il  parait  avoir  faîte  au  moins  une  fois.  » 
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Il  ne  semble  pas  nécessaire  d'insister  sur  le  degré  de  confiance  à 
accorder  à  une  pareille  hypothèse.  Il  est  clair  que,  siLamarck  avait 
été  quelque  peu  mathématicien,  il  aurait  trouvé,  auprès  d'illustres 
géomètres  qui  habitaient  la  même  capitale,  les  éclaircissements 
nécessaires  pour  savoir  si,  en  admettant  leur  exactitude,  les  rela- 
tions qu'il  supposait  auraient  pu  provoquer  de  profondes  révolu- 
tions. Deux  ans  avant  la  publication  de  V Hydrogéologie,  avaient 
paru  les  premiers  volumes  de  l'immortel  Ouvrage  de  Laplace,  la 
Mécanique  céleste,  dont  les  Livres  H®  et  V*  renferment  tous  les 
renseignements  désirables  sur  les  diverses  fluctuations  auxquelles 
le  centre  de  gravité  de  la  Terre  est  et  peut  être  eiTectivement 
soumis. 

Enfin  Bessel  a  démontré,  dans  la  suite,  le  peu  de  probabilité 
qu'il  se  produise  un  changement  appréciable  dans  la  situation  du 
globe  terrestre. 

Nous  avons  exposé,  d'après  les  philosophes  de  l'Orient,  l'hypo- 
thèse de  l'accumulation  des  eaux  que  doit  provoquer  le  Soleil  au 
pôle  terrestre  tourné  vers  cet  astre  à  l'époque  du  périhélie.  Des 
savants  modernes  ont  également  pris  cette  théorie  pour  base  essen- 
tielle de  leurs  explications  de  certains  phénomènes  géologiques. 
C'est  pourquoi  Peschel  Ruge,  après  avoir  décrit  l'hypothèse  du 
bourrelet  imaginé  par  Demitschki,  ajoute  les  réflexions  suivantes  : 
«  C'est  là  le  plus  ancien  germe  de  l'hypothèse  connue  d'Adhémar, 
que  du  reste  de  Bergh  et  son  ami  et  compagnon  Léopold  de  Buch 
avaient  adoptée  antérieurement  à  Âdhémar.  »  On  retrouvera  une 
grande  partie  de  ces  doctrines  discutées  dans  les  Ouvrages  de  Pilar, 
et  notamment  dans  celui  qu'il  a  publié  il  y  a  trois  ans,  sous  le 
titre  de  Contribution  à  la  question  des  causes  des  périodes  gla- 
ciaires. 

La  fondation  d'une  théorie  scientifique  des  glaciers  par  Venetz, 
Rendu  et  Desor,  la  preuve  de  l'apparition  d'immenses  glaciers  cou- 
vrant la  plus  grande  partie  de  l'Europe  durant  les  périodes  géolo- 
giques, ont  eu  pour  résultat  de  fixer  de  nouveau  l'attention  sur  ces 
époques  glaciaires.  Tandis  que  de  nombreux  savants  cherchaient  à 
les  expliquer  par  l'influence  de  courants  et  même  de  calmes  atmo- 
sphériques, un  mathématicien  français,  qui  jusqu'alors  s'était  fait 
connaître  surtout  par  des  travaux  de  Géométrie  descriptive,  conçut 
le  projet   audacieux    d'attribuer   et    de   présenter    sous   diverses 
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formes,  comme  base  d'un  essai  d'explication  de  l'origine  cosmique 
de  ces  époques  glaciaires,  des  réflexions  sur  l'inégale  répartition 
des  eaux.  Tel  est  le  but  des  théories  d'Adhémar  sur  les  révolutions 
de  la  mer  et  les  déluges  périodiques  (  1 843) .  Attaquées  et  combattues 
à  plusieurs  reprises,  elles  ont  trouvé  aussi  d'enthousiastes  partisans, 
dont  quelques-uns,  entre  autres  Julien  et  Le  Hon,  n'hésitèrent  pas 
à  reprendre,  dans  des  écrits  spéciaux,  les  idées  de  leur  devancier. 
L'Ouvrage  de  Julien  est  intitulé  :  Courants  et  révolutions  de  Vat- 
mosphère  et  de  la  mer,  comprenant  une  théorie  nouvelle  sur  les  dé- 
luges périodiques  (1860).  L'Ouvrage  de  Le  Hon  est  relatif  à  la 
périodicité  des  déluges  (1868). 

Comme  Pilar  croit  pouvoir  l'affirmer,  l'ordre  d'idées  d'Adhémar 
reposait  principalement  sur  le  célèbre  Ouvrage  récemment  édité 
par  Alexandre  de  Humboldt  et  relatif  aux  isothermes.  La  Caille  avait 
introduit  dans  la  Science  la  notion  d'une  différence  entre  les  deux 
hémisphères,  au  point  de  vue  de  la  quantité  de  chaleur  j  de  Hum- 
boldt a  confirmé  cette  théorie  et  conclu  à  une  plus  grande  durée 
de  l'hiver  sur  l'hémisphère  sud.  Adhémar  abasé  sa  théorie  sur  cette 
ditférence  de  saisons.  11  a  trouvé  par  un  calcul  direct  que,  sur  l'hé- 
misphère austral,  la  nuit  comprend,  en  moyenne,  cent  soixante- 
dix  heures  de  plus  que  le  jour,  à  l'inverse  de  ce  qui  se  passe,  natu- 
rellement, sur  l'hémisphère  boréal,  A  cette  influence  correspond 
une  déperdition  de  chaleur  de  l'hémisphère  austral,  par  l'eflet  du 
rayonnement  continuel  qui  se  produit  vers  l'espace  céleste  pendant 
la  nuit.  Il  doit  en  résulter,  à  la  longue,  une  diminution  de  la  quan- 
tité de  glace  au  pôle  nord  et  une  augmentation  au  pôle  sud,  de 
sorte  que  le  centre  de  gravité  de  la  Terre  se  trouve  dévié  vers  le 
pôle  sud.  Ce  déplacement  doit  entraîner  aussi  une  variation  de 
niveau  de  la  mer,  suivie  d'une  formation  de  glaciers.  Le  cours  de 
cette  variation  est  intimement  lié  à  celui  de  la  variation  séculaire 
de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  et  passe  conséquemment,  à 
intervalles  de  temps  égaux,  par  un  maximum  et  par  un  minimum. 
Il  y  a  environ  dix  mille  ans,  notre  hémisphère  occupait  la  place 
où  nous  voyons  actuellement  l'hémisphère  sud;  il  y  a  treize  siècles, 
ce  dernier  se  trouvait  dans  sa  plus  grande  phase  glaciaire,  et, 
après  une  période  de  neuf  mille  neuf  cents  ans,  notre  hémisphère 
y  reviendra  à  son  tour. 

Les  hypothèses  de  Lamarck  et  d'Adhémar  présentent  des  analo- 
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gies  manifestes.  Adhémar  peut  avoir  eu  connaissance  des  spécula- 
tions de  son  prédécesseur,  et  il  parait  avoir  considéré,  à  un  point 
de  vue  cosmique  général,  la  prétendue  tendance  attribuée  à  Teau. 
Chez  le  mathématicien  comme  chez  le  naturaliste,  le  centre  de 
gravité  décrit  une  orbite  à  peu  près  circulaire  autour  d'un  centre 
géométrique,  dont  le  déplacement  exige  naturellement  des  mil- 
lions d'années.  Mais,  si  l'on  a  recours  à  de  telles  prémisses  en  de- 
hors de  la  Physique  cosmique,  et  qu'on  attribue  aux  constellations 
une  influence  mécanique  sur  l'état  de  la  surface  de  la  Terre,  alors 
on  doit  parvenir  à  cette  conclusion  que  l'exclusive  considération 
d'une  ligne  d'apsides  variable  dénote  chez  Âdhémar  une  certaine 
étroitesse  d'idées,  car  il  y  aurait  tout  autant  de  raison  à  essayer 
une  foule  d'autres  rapports  d'une  nature  astronomique.  James  CroU 
a  eu  le  mérite  de  concevoir  et  de  soutenir  dans  ce  sens  une  géné- 
ralisation des  principes  d'Âdfaémar. 

Le  Verrier  a  exposé,  en  1843?  dans  la  Connaissance  des  Temps, 
les  résultats  numériques  d'une  recherche  qui  se  lie  à  un  travail 
antérieur,  du  à  John  Herschel,  sur  la  variation  de  l'excentricité  de 
l'orbite  terrestre.  CroU  reproduit  ces  nombres  et  les  commente 
en  ces  termes  :  «  Suivant  les  calculs  de  Le  Verrier,  la  limite  supé- 
rieure de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  serait  de  0,07775,  et  la 
limite  inférieure  OyOo33i4*  L'excentricité  est  actuellement  en 
décroissance,  et  elle  continuera  à  décroître  durant  vingt-trois  mille 
neuf  cent  quatre-vingts  ans,  à  partir  de  1800.  »  Cette  variation 
séculaire  produira  sur  les  climats  deux  influences  distinctes  :  elle 
diminuera  la  durée  des  saisons  d'été,  et  fera  décroître  de  plus  en 
plus  la  différence  entre  les  températures  moyennes  des  saisons 
d'hiver  et  d'été.  Lorsque  l'orbite  sera  très-près  d'être  circulaire, 
le  cours  normal  des  saisons  ne  sera  pas  essentiellement  troublé  ; 
mais  les  contrastes  deviendront  plus  sensibles  lorsqu'un  hémi- 
sphère atteindra  le  périhélie  en  été  et  l'aphélie  en  hiver. 

L'hypothèse  de  Croll  n'a  pas  été  seulement  accueillie  dans  son 
propre  pays^  elle  a  eu  aussi  un  grand  retentissement,  et  plusieurs 
savants  distingués  lui  donnèrent  leur  approbation.  Lyell  fut  de  ce 
nombre.  D'ailleurs,  de  son  côté,  Croll  ne  négligea  rien  pour  ap- 
puyer sa  théorie  de  nouvelles  confirmations. 

Le  sujet  n'a  pas  manqué  de  fixer  aussi  l'attention  des  géomètres. 
Dans  un  des  plus  curieux  Chapitres  de  la  Mécanique    céleste^ 
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Laplace  a  démontré  que  Técliptique  n'est  pas  fixe  dans  l'espace, 
mais  qu'elle  oscille  de  part  et  d'autre  d'un  plan  invariable.  Voici 
l'interprétation  que  CroU  a  attribuée  à  ce  phénomène.  Prenant 
pour  point  de  départ  l'obliquité  en  l'année  1801,  il  cherche  Tin- 
iluence  que  sa  variation  séculaire  doit  exercer  sur  le  climat  des 
régions  polaires  et  sur  le  niveau  de  l'Océan.  D'après  les  calculs  de 
Meech  sur  l'intensité  relative  de  la  lumière  et  de  la  chaleur  du 
Soleil  à  différentes  latitudes  du  globe  terrestre,  les  deux  pôles  re- 
cevraient à  peu  près  autant  de  chaleur  qu'en  reçoivent  les  paral- 
lèles de  76  degrés  au  moment  où  l'obliquité  de  l'écliptique  atteint 
son  maximum.  Croll  n'admet  pas  qu'il  s'ensuivrait  un  change- 
ment dans  la  température  moyenne  des  pôles,  parce  que  le  cours 
du  Soleil  éprouverait  lui-même  des  variations,  en  même  temps  que 
l'écliptique^  mais  il  suppose  que  la  chaleur  estivale  augmenterait 
dans  une  très-grande  proportion.  «  Ainsi,  dit-il,  nous  pourrons 
conclure  que,  lorsque  l'obliquité  de  l'écliptique  sera  maximum 
et  que  le  pôle  recevra  un  dix-huitième  de  plus  de  chaleur  qu'à  pré- 
sent, la  température  des  pôles  pourra  être  de  i4  à  i5  degrés  Fah- 
renheit (738  degrés  centigrades)  supérieure  à  celle  d'aujourd'hui, 
en  admettant,  d'ailleurs,  que  ce  supplément  de  calorique  soit  em- 
ployé entièrement  à  élever  la  température.  » 

Croll  a  exposé  ses  théories  dans  plusieurs  Mémoires,  dont  les 
plus  essentiels  portent  les  titres  suivants  : 

Sur  la  cause  physique  du  changement  des  climats  durant  les 
époques  géologiques; 

Sur  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  et  ses  relations  phy- 
siques avec  la  période  glaciaire; 

Sur  la  variation  de  l'obliquité  de  l'écliptique  et  son  influence 
sur  le  climat  des  régions  polaires  et  sur  le  niveau  de  la  mer; 

Sur  la  cause  physique  de  la  submersion  et  de  l'émersion  des 
continents  durant  la  période  glaciaire; 

Sur  les  temps  géologiques  et  la  date  probable  des  périodes 
glaciaire  et  antémiocène. 

C'est  du  premier  de  ces  Ouvrages  que  nous  avons  extrait  le  Com- 
mentaire de  Croll  à  l'appui  des  calculs  de  Le  Verrier. 

Le  deuxième  Mémoire  est  basé  sur  un  Tableau,  dressé  par  Stonc, 
indiquant  les  variations  de  l'excentricité  et  de  la  longitude  du  pé- 
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rihélie  de  la  Terre  à  intervalles  de  dix  mille  ans  (époque,  1800). 

Le  suivant  cstrelatif  à  la  discussion  du  même  sujet  de  recherches 
que  le  travail  de  Mcech  dont  il  vient  d'ùtre  question.  Un  passage 
de  ce  Mémoire  de  CroU  a  été  cité  précisément  à  l'appui  de  cette 
discussion. 

Quant  aux  deux  autres  Mémoires  de  CroU,  il  en  sera  parlé 
dans  un  instant. 

Pilar  s'appuie  sur  ce  fait  que  les  continents  se  terminent  en 
pointe  sur  Thémisphère  sud,  phénomène  que  déjà  Bacon  de  Veru- 
lam  etForster  ne  regardaient  pas  comme  accidentel.  11  en  chercha 
la  cause  possible  et  étudia  soigneusement  le  caractère  géogra- 
phique de  cet  hémisphère,  ainsi  que  les  réflexions  d'Adhémar  sur 
la  répartition  de  la  terre  et  des  eaux.  Cette  hypothèse  explique  et 
confirme  l'accumulation  de  puissants  glaciers,  principalement  sur 
l'hémisphère  sud.  Si  Ton  compare  celui-ci  avec  la  zone  glaciale 
arctique,  ou  le  Groenland,  les  terres  polaires  antarctiques  de- 
vraient toujours  être  couvertes  d'un  manteau  de  glace  incompara- 
blement plus  épais.  Tandis  que  CroU  évalue  à  10000  pieds  an- 
glais (3  kilomètres)  l'élévation  verlicale  du  prétendu  glacier  qui 
s'étend  régulièrement  au  nord  du  Groenland,  il  croit  que  la  couche 
uniforme  du  pôle  sud  doit  atteindre  la  milles  anglais  (près  de 
20  kilomètres).  Cependant  ne  doit-il  pas  arriver,  et  Pilar  lui- 
même  fait  cette  objection,  que  plusieurs  influences  secondaires, 
qui  résultent  nécessairement  de  la  disposition  des  éléments  solides 
et  des  éléments  fluides,  ou  en  particulier  de  la  situation  des  con- 
tinents, peuvent  contrarier  le  cours  de  ces  actions  primicosmiques  ? 
Mais  il  croit  pouvoir  démontrer  le  contraire  en  ce  qui  concerne  la 
région  des  calmes.  Cette  région  sépare  les  deux  domaines  de  la  cir- 
culation atmosphérique,  et  ces  derniers  sont  dissemblables,  car  la 
superficie  de  celui  du  sud  dépasse  d'un  septième  au  moins  celle  du 
nord,  et  tout  cela  s^ accorde  avec  l'idée  que  nous*  nous  faisons  de 
l'énergîc  des  moussons  et  des  alizés  sur  l'hémisphère  sud,  en  raison 
de  la  plus  grande  diQ*érence  de  température.  Cette  diiférence,  ainsi 
que  la  plus  forte  condensation  qu'elle  provoque  dans  les  vapeurs 
venues  du  nord,  pourrait  bien  aussi  témoigtier  en  faveur  de  l'hy- 
pothèse de  masses  de  glace  extraordinairement  puissantes.  Mais  il 
est  probable  qu'une  grande  partie  de  cet  excès  de  chaleur  doit  se 
perdre  sous  l'influence  du  rayonnement  prépondérant. 
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Quant  à  la  mesure  approximative  de  Tépaisseur  de  la  couche  de 
glace,  l'auteur  évalue  à  55  myriamètres  cubes,  quantité  relative- 
ment faible,  la  contribution  annuelle  de  neige  ajoutée  à  la  masse 
déjà  existante,  et  il  en  déduit  les  dimensions  de  la  calotte  sphé- 
rique. 

On  entrevoit  facilement  les  conséquences  que  doit  entraîner  cette 
hypothèse.  Le  concours  de  ces  actions  cosmiques  les  plus  diverses 
a  déterminé  sur  le  pôle  sud  l'accumulation  de  glaciers  dont  nous 
venons  d'indiquer  l'étendue  et  la  disposition.  L'attraction  directe 
de  la  Lune  sur  ce  corps  déplace  le  centre  de  gravité  de  la  Terre  et 
entraîi^e  en  même  temps  la  masse  des  eaux.  Pilar  mentionne  le 
changement  d'aspect  qui  s'opère  à  la  surface  de  la  planète  Mars 
et  conclut  ses  intéressantes  recherches  en  établissant,  entre  les 
théories  d'Adhémar  et  de  Croll,  une  concordance  au  moyen  de  la- 
quelle il  espère  constituer  une  base  solide  i)Our  la  démonstration 
des  périodes  glaciaires  historiques  et  préhistoriques. 

H.-J.  Klein  a  jugé  le  caractère  mathématique  de  la  base  adoptée 
par  Le  Verrier,  Stone  et  Stockwell  dans  l'exposé  de  leurs  hypo- 
thèses. c<  Tous  ces  résultats  »,  dit-il,  «  sont  une  pure  illusion,  parce 
qu'ils  reposent  uniquement  sur  le  calcul  et  que  les  grandeurs  éva- 
luées par  l'observation  (masse  des  planètes,  etc.)  ne  possèdent 
pas  le  degré  d'exactitude  suffisant,  alors  qu'il  est  tout  à  fait  néces- 
saire dès  que  l'on  doit  faire  intervenir  des  périodes  d'une  longueur 
si  insolite.  Mais  il  y  a  mieux  encore.  Dans  les  recherches  dont 
il  s'agit,  l'espace  universel  est  considéré  comme  absolument  vide. 
Cette  hypothèse  restrictive  n'est  pas  exacte  5  la  seule  chose  pos- 
sible est  que  l'espace  céleste  soit  rempli  par  un  fluide  d'une  ex- 
trême ténuité.  Si  alors  il  est  permis  de  négliger  les  effets  qui 
peuvent  en  résulter  dans  le  cours  de  quelques  milliers  d'années,  il 
est  complètement  inadmissible  de  le  faire  dès  que  l'on  a  à  consi- 
dérer des  périodes  où  les  années  se  chiffrent  par  plusieurs  mil- 
lions. » 

Le  paragraphe  suivant  est  relatif  aune  discussion  approfondie 
des  résultats  numériques  de  la  théorie  de  Pilar.  On  suppose  l'exis- 
tence de  deux  paraboloïdes,  ayant  même  axe  que  la  Terre,  et  for- 
mant aux  deux  pôles  les  immenses  glaciers  dont  les  masses  pro- 
duisent une  résultante  dont  le  centre  de  gravité  est  nécessairement 
à  une  certaine  distance  du  centre  de  la  sphère  terrestre.  Mais  il  ne 
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semble  pas  que  celte  recherche  doive  conduire  à  des  résultats  con- 
cluants. 

Lorsque  Peschel  assure  que  Tancienne  hypothèse  de  l'attraction 
des  Arabes  Kazouini  et  Dcmilschki  renferme  le  principe  de  la  doc- 
trine d'Adhémar,  il  nous  semble  que  la  diflërence  de  la  disposition 
d'ensemble  doit  être  peu  à  considérer  dans  l'un  et  l'autre  cas. 

Le  travail  dont  nous  étudions  ici  la  substance  se  termine  par  un 
exposé  des  idées  émises,  il  y  a  quelques  années,  par  Sclimick.  Le 
premier  Mémoire  de  ce  géomètre  date  de  l'année  1869.  U  est  inti- 
tulé :  Le  changement  des  mers  et  les  époques  glaciaires  des  kémi" 
sphères  terrestres,  Schmick  s'appuie  sur  l'excentricité  de  l'orbite 
terrestre,  qui  parait  également  jouer  le  rôle  le  plus  important  dans 
les  théories  d'Adhémar  et  de  Croll.  L'auteur  s'eflbrce  de  prouver 
que  le  pôle  austral  est  actuellement  le  plus  favorisé  et  que  la  période 
entre  deux  positions  semblables,  dans  le  cours  de  l'ondulation  d'un 
point  déterminé  de  chaque  hémisphère,  comprend  un  intervalle 
de  dix  mille  ans. 

On  doit  encore  à  Schmick  d'autres  Mémoires  qui  ont  été  publiés 
à  partir  de  187 1,  et  qui  portent  pour  titres  : 

Faits  et  observations  relatifs  à  la  confirmation  de  la  nouvelle 
théorie  d'un  changement  des  mers,  par  suite  de  l'attraction  du 
Soleil  et  d'une  succession  de  périodes  glaciaires  égales  pour  les 
deux  hémisphères  terrestres; 

La  nous^elle  théorie  des  oscillations  séculaires  périodiques  du 
nis^eau  de  la  mer,  etc.  ; 

Le  phénomène  des  marées  et  sa  connexion  avec  les  oscillations 
séculaires  du  niveau  de  la  mer  ; 

La  dépression  de  la  mer  Caspienne  et  du  lac  d'Aral,  et  sa 
constatation  comme  preuue  à  l'appui  d'oscillations  séculaires  du 
niveau  de  la  mer; 

Et  enfin  diverses  Notices  en  réponse  aux  travaux  de  IVIM.  PfaiT 
et  W.  Vcltmann,  à  la  suite  de  la  discussion  engagée  entre  ces 
savants. 

Fr.  Pfaff  doit  être  cité  comme  premier  antagoniste  de  la  doc- 
trine de  Schmick.  Il  se  base,  en  particulier,  sur  ce  que  les  soulè- 
vements des  continents,  que  tous  les  géologues  modernes  s'ac- 
cordent à  regarder  comme  distincts  et  que  Schmick  est  disposé  à 
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considérer  comme  chimériques,  peuvent  même  servir  de  réfutation 
de  la  théorie  des  compensations.  Cette  réfutation  repose  essentiel- 
lement sur  un  fait  que  Pfaff  présente  sous  la  forme  suivante  : 
(c  Nous  savons,  et  la  nécessité  physique  de  ce  fait  a  été  reconnue 
depuis  longtemps,  que  les  phases  de  marées  se  produisent  simulta- 
nément aux  extrémités  d*un  même  diamètre.  » 

Moldenhauer  a  formulé  aussi  des  objections  que  nous  n'exami- 
nerons pas,  parce  qu'elles  appartiennent  essentiellement  à  l'his- 
toire naturelle.  Nous  reviendrons  alors  à  la  controverse  élevée  en 
ces  derniers  temps  enlre  Pilar  et  Schmick,  dont  les  traits  fonda- 
mentaux se  trouvent  déjà  par  anticipation  dans  un  écrit  de  Schie- 
ling,  intitulé  :  Les  courants  perpétuels  et  constants  de  l' atmo- 
sphère et  de  r  Océan  (iSyS). 

Pilar  se  propose,  avant  tout,  de  réfuter  l'hypothèse  de  Schmick, 
suivant  laquelle  les  masses  d'eau  accumulées  au  pôle  sud,  opposé 
au  pôle  nord,  peuvent  affecter  le  centre  de  gravité  du  globe  d'une 
variation,  non  pas  simplement  momentanée  et  faible,  mais  chro- 
nique, durable  et  sérieuse.  Pilar,  aussi  bien  que  Schmick  dans  sa 
réponse,  semble  ne  pas  regarder  comme  facteur  digne  d'intervenir 
le  mouvement  quotidien  de  l'axe  de  la  Terre.  Tandis  que  la  seule 
forme  d'équilibre  stable  d'une  masse  liquide  en  repos  ne  peut  être 
qu'une  sphère,  il  existe,  pour  un  corps  animé  d'un  mouvement  de 
rotation,  plusieurs  autres  formes  d'équilibre,  dont  on  trouverait 
l'énumération  dans  un  travail  dû  à  Matthiessen. 

Se  plaçant  à  un  point  de  vue  plus  théorique,  le  géomètre  Velt- 
mann  a  contesté  l'exactitude  de  la  théorie  de  Schmick.  Il  recon- 
naît que  Peschel  a  opéré  ses  calculs  en  mathématicien  amateur,  et 
il  indique  avec  beaucoup  de  sens  le  point  saillant  de  toute  la  con- 
troverse, n  s'agit  en  effet  de  savoir  si,  par  suite  du  changement  de 
place  des  eaux,  la  surface  des  mers  est  et  peut  être  une  surface  de 
niveau  dans  l'acception  ordinaire  de  la  Mécanique  analytique. 

Quelques  données  relatives  à  la  controverse  entre  Schmick, 
Veltmann,  Brenner  et  Niessl  terminent  ce  troisième  Mémoire^ 
qui  aurait  mérité,  comme  on  le  voit,  un  examen  plus  détaillé.  Il 
résume  assez  complètement,  du  reste,  l'état  actuel  de  nos  connais- 
sances sur  ce  sujet  de  discussion.  Laissant  de  côté  les  hypothèses 
imparfaites  des  anciens  et  les  systèmes  erronés  du  moyen  Age, 
nous  avons  vu  que  la  doctrine  dominante  était,  à  peu  d'exceptions. 


Digitized  by 


Google 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  io5 

celle  d'une  situation  excentrique  de  la  terre  et  des  eaux.  Tour  à 
tour  rejetée  par  Copernic  et  par  Dante,  soutenue  en  partie  par 
Franz,  Patritius,  elle  devint  chez  Newton  le  germe  d'une  idée 
grandiose  et  nouvelle.  Mais  bientôt  elle  disparut  pour  faire  place, 
dans  la  seconde  moitié  du  dernier  siècle,  à  une  idée  essentiellement 
différente,  qui,  n'invoquant  plus  un  rapport  statique,  fit  intervenir 
le  cours  ininterrompu  des  variations  cosmiques  et  se  montra 
sous  la  forme  successivement  perfectionnée  des  hypothèses  de 
Wrede,  de  Lamarck,  d'Âdhémar,  de  Croll  et  de  Schmick. 

U  nous  parait  impossible  qu'une  de  ces  théories  suffise  à  tout 
éclaircir  et  renferme  la  clef  de  tous  les  phénomènes  naturels.  Sui- 
vant une  judicieuse  réflexion  de  Goethe,  Taccord  universel  des  sa* 
vants  est  impossible  à  obtenir  et  n'est  même  pas  souhaitable,  car 
une  multitude  de  sentiers  conduisent  au  but  dans  la  nature.  Mais, 
a  côté  d'autres  hypothèses,  il  en  est  une  qui  trouvera  toujours  une 
place  marquée.  C'est  la  doctrine  dont  nous  venons  d'esquisser 
l'évolution  historique  :  le  déplacement  séculaire  du  centre  de  gra- 
vité de  la  Terre  sous  l'influence  de  l'inégale  répartition  de  la 
masse  des  eaux.  H.  B. 


GUNTHER  (S.).  —  Grundlehren  dbr  mathematischen  Géographie  und  ele- 

MENTAREN  ASTRONOMIE  ZUM  GeRRAUCHE  IN  HÔHEREN  MiTTELSCHULKLASSEN  UND 

BEI  AKADEMiscHEN  YoRTRÀGEN.  —  I  vol.  in-8''  de  127  p.  Muncben,  1878. 

Le  nouveau  Volume  de  M.  S.  Gûnther,  dont  je  viens  de  transcrire 
le  titre,  a  été  composé  au  point  de  vue  exclusivement  classique  et 
destiné  à  être  mis  dans  les  mains  des  élèves  les  plus  avancés  des 
Écoles  moyennes,  si  nombreuses  en  Allemagne.  Sans  doute  des 
livres  analogues  existaient  déjà  ]  mais,  dans  ces  dernières  années, 
les  méthodes  d'enseignement  ont  été  si  profondément  modifiées,  que 
les  meilleurs  de  ces  Traités  ne  répondaient  plus  qu'imparfaitement 
aux  programmes  des  Cours  et  des  examens  qui  en  sont  la  sanction-, 
telles  sont,  dit  le  savant  professeur  du  Gymnase  d'Ansbach,  les 
raisons  qui  l'ont  décidé  à  exposer  de  nouveau  les  principes  de  la 
Géographie  et  de  l'Astronomie  mathématique. 

L'étude  de  la  forme  et  des  mouvements  de  la  Terre  est,  en  effet, 

Buil,  des  Sciences mathém.,  1"  Sorie,  t.  III.  (Mars  1879.)  O 


Digitized  by 


Google 


io6  PREMIÈRE  PARTIE. 

le  but  principal  de  l'Ouvrage  que  nous  analysons  ici,  et  plus  de  la 
moitié  du  Volume  lui  est  consacrée. 

L'Ouvrage  de  M.  Gûnther  est  divisé  en  douze  Chapitres. 

Le  premier  traite  du  mouvement  diurne  apparent  des  étoiles^ 
tel  qu'il  se  montre  à  un  observateur  situé  sur  la  Terre,  et  de  la  véri- 
fication des  lois  de  ce  mouvement  k  l'aide  du  gnomon,  de  l'armillcï 
des  astronomes  alexandrins,  de  la  dioptre  de  Héron,  dont  le  prin- 
cipe est  le  même  que  celui  de  notre  théodolite,  du  cercle  mural,  du 
sextant  \  une  courte  description  fait  connaître  chacun  de  ces 
instruments  et  suffit  à  montrer  l'usage  que  les  astronomes  en  peu- 
vent faire. 

Le  deuxième  Chapitre  a  pour  but  la  description  du  mouvement 
apparent  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  planètes,  qui  se  distinguent 
des  étoiles  par  leur  mouvement  propre  rapide.  M.  Gûnther  définit 
l'équinoxe,  les  solstices,  et  montre  comment  leur  position  peut  être 
déterminée  *,  il  traite  enfin  brièvement  de  l'orbite  de  notre  satel- 
lite, dont  le  mouvement  dans  le  ciel  est  si  rapide. 

Ces  divers  mouvements  apparents  étant  déterminés,  le  savant 
professeur  d'Ansbach  consacre  le  Chapitre  III  à  la  définition  des 
trois  principaux  systèmes  de  coordonnées  célestes  ;  il  indique  les 
relations  géométriques  et  trigonométriques  qu'ils  ont  entre  eux,  et 
en  déduit  la  solution  mathématique  des  divers  problèmes  relatifs  à 
la  durée  du  jour  et  de  la  nuit.  Pour  traiter  complètement  ces  ques- 
tions, il  suffit  d'avoir  recours  aux  formules  fondamentales  de  la  Tri- 
gonométrie sphérique. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  l'étude  de  la  forme  de  la  Terre. 
M.  Gûnther  déduit  de  l'élévation  croissante  de  la  polaire,  lorsqu'on 
marche  vers  le  nord,  la  preuve  que  la  Terre  est  une  surface  con- 
vexe dans  la  direction  du  méridien*,  le  fait  qu'une  même  étoile  se 
lève  d'autant  plus  tôt  que  l'observateur  est  plus  situé  vers  l'est  lui 
sert  à  prouver  que  la  même  convexité  existe  dans  une  direction 
perpendiculaire  au  méridien,  et,  comme  elle  est  la  même  que  dans 
le  sens  nord- sud,  il  en  conclut  que  la  Terre  est  sphérique.  La 
sphéricité  et  l'isolement  de  la  Terre  dans  l'espace  étant  ainsi  dé- 
montrés, la  fin  du  Chapitre  est  consacrée  à  quelques  notions  sur  les 
dimensions  de  notre  sphéroïde  et  à  l'analyse  succincte  des  travaux 
des  anciens  astronomes  sur  ce  sujet. 

Le  cinquième  Chapitre  a  pour  but  l'exposition  des  méthodes  qui 
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sont  employées  pour  la  détermination  de  la  position  géographique 
d'un  point.  Pour  les  latitudes,  M.  Giinther  donne  la  méthode  des 
culminations  de  la  polaire,  la  méthode  de  la  culmination  d'une 
étoile  de  déclinaison  connue,  la  méthode  de  la  hauteur  dans  le  pre- 
mier vertical,  la  méthode  de  Bôhm,  la  méthode  de  Douwes,  et 
enfin  la  méthode  de  Rûmker.  La  question  des  latitudes  est  donc 
traitée  d'une  manière  très -complète.  La  détermination  des  lon- 
gitudes est  exposée  avec  un  soin  au  moins  égal  ]  après  avoir  fait 
connaître  les  principales  méthodes  propres  à  donner  l'heure  locale, 
l'auteur  indique  les  procédés  propres  à  donner  la  longitude  en  mer, 
soit  par  l'observation  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter,  soit 
par  l'observation  des  distances  lunaires  et  les  formules  de  Wemer 
et  Dunthorne. 

Ce  paragraphe  se  termine  enfin  par  l'exposé  des  procédés  de  la 
mesure  des  altitudes  par  les  méthodes  trigonométriques,  parle 
baromètre  ou  par  la  détermination  delà  température  de  l'ébullition 
de  l'eau. 

Le  Chapitre  V  renferme  donc  l'exposé  élémentaire  de  l'ensemble 
des  connaissances  astronomiques  nécessaires  au  voyageur  désireux 
de  lever,  avec  quelque  précision,  la  carte  du  pays  qu'il  explore. 

Le  Chapitre  YI  est  tout  entier  relatif  à  la  détermination  des 
parallaxes  diurnes  ou  annuelles  des  étoiles  ou  des  planètes,  et  à  la 
mesure  de  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil  par  les  méthodes 
d'Aristarque  et  de  Halley. 

Les  deux  Chapitres  suivants,  VII  et  VIII,  traitent  de  l'Astro- 
nomie théorique,  c'est-à-dire  de  l'explication  géométrique  des 
apparences  du  mouvement  des  étoiles,  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des 
planètes.  L'ordre  suivi  est  l'ordre  historique.  M.  Gûnther  débute 
par  un  exposé  du  système  astronomique,  imaginé  par  Eudoxe  et 
adopté  par  Aristote,  des  sphères  homocentriques  ^  il  montre  ensuite 
comment  les  observations  d'Hipparquc  sur  le  mouvement  du  Soleil 
en  ont  fait  reconnaître  l'insuffisance  et  comment  ce  dernier  a  été 
conduit  à  l'hypothèse  des  cercles  excentriques  parcourus  d'un 
mouvement  angulaire  uniforme.  Cette  hypothèse,  admissible  pour 
le  Soleil,  fut  bientôt  reconnue  ne  pouvoir  rendre  un  compte  assez 
exact  des  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune,  et  Ptolémée  dut 
adopter  l'hypothèse  des  épicycles,  qui  a  été  admise  jusqu'à  Coper- 
nic. L'auteur  entre  ensuite  dans  d'intéressants  détails  sur  le  sys- 
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lèiiic  de  Copernic  et  sur  les  travaux  de  Kepler  et  de  Galilée,  qui 
Tont  enfin  fait  admettre  de  tous  les  astronomes,  en  montrant  que 
riiypothèse  du  mouvement  des  planètes  autour  du  Soleil  fixe  rend 
un  compte  facile  des  moindres  particularités  du  mouvement  de  ces 
corps,  et  en  particulier  de  leurs  phases,  que  l'invention  des  lunettes 
venait  de  faire  découvrir.  En  terminant,  M.  Gùnther  énumère  les 
preuves  expérimentales,  déviation  dans  la  chute  des  corps,  expé- 
riences de  Foucaidt,  parallaxe  des  étoiles,  aberration  de  la  h\' 
mière,  etc.,  que  nous  pouvons  aujourd'hui  donner  du  double  mou- 
vement de  la  Terre  sur  elle-même  et,  par  analogie,  du  mouvement 
des  planètes  autour  du  Soleil. 

Le  Chapitre  IX  est  relatif  à  la  cause  du  mouvement  des  corps 
célestes  et  à  Texposé  des  lois  de  l'attraction .  La  découverte  de  Newton 
y  est  exposée  au  point  de  vue  historique  et  au  point  de  vue  de 
ses  conséquences  mathématiques  pour  l'explication  de  la  forme 
vraie  de  la  Terre  et  pour  la  démonstration  des  lois  empiriques  de 
Kepler. 

'Dans  le  Chapitre  X,  M.  Gûnther  traite  brièvement  de  l'Astro- 
nomie physique  et  de  la  description  des  étoiles,  des  nébuleuses  et 
des  planètes. 

Le  Chapitre  XI  est  consacré  au  calendrier. 

Le  Volume  se  termine  enfin  par  quelques  pages  relatives  à  la 
représentation  plane  de  la  surface  de  la  Terre. 

L'ensemble  des  matières  traitées  dans  le  Volume  de  M.  Gûnther 
ne  dîfiere  pas  essentiellement  de  celles  qui  sont  en  général  exposées 
dans  les  Traités  de  cet  ordre  ^  mais  l'enchainementdes  faits  est  plus 
rigoureux,  les  déductions  mieux  suivies,  et  l'auteur  marche  toujours 
d'un  pas  sur  vers  le  but  qu'il  s'est  proposé.  Grâce  à  sa  profonde 
érudition,  le  savant  professeur  a  d'ailleurs  pu  donner  un  historique 
complet  des  diverses  questions  relatives  à  la  forme  et  au  mouvement 
de  la  Terre.  Le  Volume  de  M.  Giinther  sera  donc  lu  avec  intérêt  par 
tous  ceux  qui  s'intéressent  à  l'enseignement  de  l'Astronomie  élé- 
mentaire et  aussi  par  les  géographes  ou  les  voyageurs  désireux  de 
se  rendre  un  compte  exact  des  procédés  de  la  Géographie  ancienne 
ou  moderne.  G.  R. 
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DE  L'EMPLOI  DES  fONGTIONS  ELLIPTIQUES  DANS  LA  THÉORIE 
DU  QUADRILATÈRE  PLAN; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

La  théorie  des  systèmes  articulés,  qui  doit  son  origine  à  la  belle 
découverte  du  colonel  Peaucellier,  et  à  laquelle  les  travaux  récents 
des  géomètres  anglais  ont  donné  une  réelle  importance ,  repose 
tout  entière  sur  la  considération  de  polygones  dont  les  angles 
changent,  mais  dont  les  côtés  conservent  des  dimensions  inva- 
riables. On  a  donc  été  conduit  à  considérer  les  figures  géométriques 
sous  un  point  de  vue  nouveau  et  à  étudier  les  relations  auxquelles 
peut  donner  naissance  la  déformation  d'une  figure  polygonale  dont 
les  différents  côtés  conservent  toujours  leur  grandeur  et  peuvent 
être  assimilés  à  des  tiges  solides  articulées  les  unes  aux  autres.  Je 
me  propose  de  traiter,  dans  ce  travail,  le  plus  simple  des  polygones 
articulés,  le  quadrilatère,  et  de  mettre  en  évidence  les  ressources 
que  peut  offrir  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  dans  la  recherche 
des  propriétés  géométriques  et  des  relations  entre  les  angles,  les 
côtés  et  les  diagonales  du  quadrilatère. 

Considérons  un  quadrilatère,  dont  nous  désignerons  les  côtés  par 
a,  £,  c,  </,  et  supposons  qu'un  mobile  ait  parcouru  les  différents 
côtés  du  quadrilatère  en  marchant  toujours  dans  le  même  sens. 
Appelons  «j,  o),,  o),,  w^  les  angles  que  font  les  différents  côtés, 
pris  dans  le  sens  où  ils  ont  été  parcourus  par  le  mobile,  avec  une 
droite  quelconque  du  plan.  On  aura  les  deux  équations 

Îûc'*i  -f-  be'*'*  -f-  ce^t  -+-  de'^*  =  o, 
fl^'-i  -h  be-'^t  -+-  <?«?-'-•  -f-  de-'^i  =  o, 

qui  contiennent  la  théorie  complète  du  quadrilatère  et  qui 
donnent  naissance  à  toutes  les  relations  existant  entre  les  angles 
des  différents  côtés.  Or,  si  l'on  pose 
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les  rormules  précédentes  deviennent 


at 

,  -+-  /;/j 

-I-C/3 

-t- 

iii,^ 

a 

"h 

d 

=  0. 

Regardons  ^i,  «,,  fj,  t^  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un 
point  de  Tespace  \  les  équations  précédentes  représentent  alors  l'in- 
tersection d'un  plan  et  d'une  surface  cubique,  c'est-à-dire  une 
courbe  plane  du  troisième  ordre.  On  voit  donc  que  la  théorie  du 
quadrilatère  articulé  se  ramène  à  celle  d'une  cubique  plane.  Comme 
on  sait  que  les  coordonnées  d'un  point  de  toute  cubique  plane 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  X  et 
d'un  radical  du  quatrième  ou  du  troisième  degré  en  X,  on  voit  que 
l'on  pourra  aussi  exprimer  de  la  même  manière  les  lignes  trîgono-- 
métriques  des  angles  que  forment  les  différents  côtés  du  quadrila- 
tère. On  pourra  aussi,  évidemment,  exprimer  ces  lignes  trigono- 
métriques  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  snX,  cnX,  dnl  d'un 
certain  argument  X.  Le  présent  travail  est  consacré  à  la  recherche 
de  ces  expressions  et  à  l'exposition  de  quelques  conséquences  géo- 
métriques des  formules  trouvées. 

Avantde  commencer  cette  recherche,  nous  présenterons  quelques 
remarques  très-simples  sur  les  quadrilatères  articulés.  Nous  avons 
désigné  par  a^  i,  c,  d  les  côtés  successifs  du  quadrilatère^  mais  il 
est  évident  qu'avec  ces  mêmes  côtés  pris  dans  un  autre  ordre,  et 
conservant  leur  direction  et  leur  sens,  on  peut  former  d'autres 
quadrilatères,  et  Ton  voit  bien  d'ailleurs  que  les  formules  (1)  et  (2) 
sont  indépendantes  de  l'ordre  de  succession  des  côtés.  On  aura 
ainsi  six  quadrilatères  dans  lesquels  l'ordre  de  succession  des  côtés 
sera  indiqué  par  le  tableau  suivant  : 

a  b  c  d,       a  c  d  b^       a  d  b  c, 
a  d  c  b,       a  b  d  c^       a  c  b  d. 

Les  quadrilatères  définis  par  les  arrangements  appartenant  à  une 
même  ligne  verticale  seront  toujours  superposables  ;  on  n'obtiendra 
donc  que  trois  formes  réellement  distinctes. 

Ces  trois  quadrilatères  ont  chacun  deux  diagonales  ;  il  est  facile 
de  voir  que  ces  six  diagonales  sont  égales  deux  à  deux.  En  eflet, 
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posons 


iat^  -+-  ùt^  —  (û,  b)e^^», 
ati  -4-  ct^  =  [a,  I 


(3)  j  ati-hci^  =  [a,c)e''^t, 

(a,  A),  (a,  c),  (i,e)  étant  les  modules  etfli,  Oj,  0,  les  arguments 
des  premiers  membres.  On  aura  le  tableau  suivant: 

Quadrilatères.  Diagonales. 

a  b  c  d,  [a,  b)   {b,c), 

a  c  d  b,  •                   («,  c)  (a,  b), 

a  d  b  c,  {b,  c)  (a^c). 

Puisque  l'ordre  de  succession  des  côtés  ne  joue  aucun  rôle  dans 
la  recherche  que  nous  allons  entreprendre,  nous  pourrons  sup- 
poser 

a>b>c>d, 

et  nous  poserons,  pour  abréger  les  calculs, 

f  r^     ;  7«  =       a—b-hc-^dy         pi^  =  ^p^^=fi-^  b  —  c  —  d^ 
1  ^3  —        a-^  b  —  c-i-d,  ^,3  =  —  /?,4  zrza-hc  ^b—  d. 


q^z=z       a-^-b-^c-d,  p^^=z  —  p^^z=za'\-d — ^  — 


f. 


Il  est  évident  que  les  quantités  ^i*,  p^^  pit^  pn  sont  positives,  par 
suite  de  l'ordre  de  grandeur  admis  pour  les  côtés.  Quant  à  la 
quantité  pi 4,  elle  peut  être  positive,  nulle  ou  négative,  et  son  signe 
joue  un  rôle  essentiel  dans  la  théorie  du  quadrilatère.  On  a  deux 
classes  distinctes  de  quadrilatères  correspondantes  aux  deux  signes 
différents  que  peut  prendre  p^^.  Ces  deux  classes  sont  en  quelque 
sorte  séparées  par  celle  qui  correspond  au  cas  exceptionnel  où  Ton 
a  /7i4  =  o.  Alors  les  difTérents  quadrilatères  que  l'on  peut  former 
avec  les  côtés  a,  i,  c,  d  sont  toujours,  quel  que  soit  l'ordre  de  suc- 
cession de  leurs  côtés,  circonscriptibles  à  un  cercle.  On  pourra  con- 
sulter sur  ce  sujet  Tarticle  que  nous  avons  publié  récemment 
(p.  64  de  ce  Volume). 

C'est  seulement  dans  le  cas  où  pi^  est  nul  que  la  cubique  plane 
liée  au  quadrilatère  a  un  point  double.  En  eflet,  les  équations  qui 
expriment  que  cette  cubique  a  un  point  double,  c'est-à-dire  que  le 
plan  représenté  par  la  première  des  équations  (2)  est  tangent  à  la 
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surface  cubique  représentée  parla  seconde  de  ces  équations,  sont 

a   h   c         d 

«^"^  ^~^""^' 
et  elles  donnent 

et  par  conséquent 

(5)  a±b±C±Ldz:^0. 

Quand  les  côtés  sont  inégaux,  des  huit  quantités  que  Ton  obtient 
en  prenant  toutes  les  combinaisons  de  signes,  y,-,  p^^  /^n,  pis,  p\%^ 
une  seule  peut  être  nulle  :  c'est  /714.  On  a  donc 

a  -^  d  —  h  —  c  =  o. 

Cette  relation  caractérise  le  quadrilatère  circonscrîptîble  le  plus 
général.  On  voit  qu'on  pourrait  aussi  l'appeler  unicursal,  puisque, 
la  cubique  qui  lui  est  liée  ayant  un  point  double,  on  pourra  ex- 
primer les  lignes  trigonométriques  de  ses  angles  en  fonction  ration- 
nelle d'un  seul  paramètre.  Les  coordonnées  du  point  double  sont 
alors 

Mais  il  existe  des  cas  plus  particuliers  encore  où  la  relation  (5) 
peut  être  satisfaite  avec  deux  combinaisons  de  signes  différentes. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  à  la  fois 

a  -hd  —  h  —  c  =  o,     a-+-c  —  b  —  d  =  Oy 

ce  qui  donne 

a=:  by     c  =  d. 

On  obtiendra  un  quadrilatère  pour  lequel  la  cubique  associée 
aura  deux  points  doubles,  c'est-à-dire  se  décomposera  en  une  droite 
et  une  conique.  Les  deux  relations  (2)  deviendront 


^1'.  '3^ 

et  elles  se  décomposeront  dans  les  deux  systèmes  suivants 


r^-h^-iro,  I  t^t^—e^t^ 
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Et  en  effet,  si  l'on  considère,  par  exemple,  le  quadrilatère  comme 
formé  avec  les  côtés  dans  Tordre  de  succession  suivant  acbd^  les 
côtés  opposés  seront  égaux,  et  il  sera  soit  un  parallélogramme,  soit 
un  contre-parallélogramme.  Ces  deux  cas  distincts  correspondent 
aux  deux  systèmes  différents  de  formules. 

Enfin,  si  les  quatre  côtés  a,  i,  c,  d  du  quadrilatère  sont  égaux, 
la  cubique  liée  au  quadrilatère  se  décompose  en  trois  droites.  Le 
quadrilatère  est  un  losange. 

Nous  avons  donc,  en  résumé  : 

i^  Le  losange  (a,  a,  a,  a),  pour  lequel  la  cubique  se  réduit  à 
trois  droites  \ 

ti?  Le  parallélogramme,  le  contre-parallélogramme  (a,  i,  a,  £), 
le  quadrilatère  qu'on  peut  appeler  bi-isoscèle  (a,  a^b^b)^  pour  les- 
quels la  cubique  se  décompose  en  une  droite  et  une  conique; 

3^  Le  quadrilatère  unicursal  dont  les  côtés  sont  inégaux,  pour 
lequel  la  cubique  a  un  point  double  ; 

4**  Enfin,  le  quadrilatère  général  ou  elliptique,  pour  lequel  la 
cubique  associée  n'a  pas  de  point  double. 

Nous  avons  vu  qu'il  y  a  deux  espèces  de  quadrilatères  généraux 
correspondants  aux  deux  signes  différents  que  peut  prendre  la 
quantité  j[7i 4.  Il  est  facile  de  caractériser  ces  deux  classes  par  une 
propriété  géométrique.  Si  Ton  fixe  deux  sommets  consécutifs  A,  B 
d'un  quadrilatère  articulé  ABCD,  on  obtient  un  mécanisme  qui 
transforme  une  rotation  de  BC  autour  de  B  en  une  rotation  de  AD 
autour  de  A.  Si  l'on  veut  que  les  deux  rotations  qui  se  transforment 
l'une  dans  l'autre  soient  continues  toutes  les  deux,  on  trouve  sans 
peine  que  AB  doit  être  le  plus  petit  côté  du  quadrilatère  et  que 
Ton  doit  avoir 

AB  -t-  CD<  AC  -f-  BD,     AB  -f-  BC<AD  -h  DC,     AB  -4-  AC<BD  H-  DC, 

ou,  d'après  nos  notations, 

La  classe  de  quadrilatères  pour  laquelle  pn<C,o  est  donc  la  seule 
qui  permette  la  transformation  d'un  mouvement  circulaire  continu 
en  un  autre  mouvement  circulaire  continu.  En  d'autres  termes, 
les  angles  que  font  les  différents  côtés  du  quadrilatère  avec  le  plus 
petit  d'entre  eux  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  possibles.  Il 
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n'en  est  pas  de  même  pour  les  quadrilatères  dans  lesquels  on  a 

D'autres  propriétés  géométriques  distinguent  encore  les  deux 
classes.  Par  exemple,  avec  quatre  côtés  a^  &,  c,  d  quelconques  on 
peut  toujours  former  un  quadrilatère  inscriptible  convexe;  mais  on 
ne  pourra  former  un  quadrilatère  inscriptible  non  convexe  que  si 
ronapi4<^o. 

De  même,  supposons  que  Ton  cherche  à  former  avec  les  quatre 
côtés  un  quadrilatère  dont  les  diagonales  soient  parallèles,  le  pro- 
blème n'admettra  de  solution  réelle  que  si  l'on  a  p^  <^  o. 


I. 

Le  premier  moyen  d'exprimer  les  angles  du  quadrilatère  repose 
sur  l'emploi  de  l'identité  suivante,  donnée  par  Jacobi  dans  le 
Tome  XV  du  Journal  de  Crelle,  page  aoo  : 

,^.  (  sn(«'  —  x)%n[y  —  z)  -+-sn(«'  — j)sn(3  — x)  h-  sn(«'  —  2)  sn(.r — y] 
\      -h  A*'sn  [w — x)  sn  (w — y)  sn  [w  —  2)  sn  (j—  z)  sn  (2— x)  sn  (.r — y]  =  o. 

Dans  cette  identité,  changeons  wenw-h  iK',  elle  deviendra 

sn(j  — 2]    ^    sn(2  — x)       sn(.r— 7) 

sn(«» — jc]       sn{«'  —  j')      sn(f«'  —  2) 

sn  (y  —  2  )  sn  (2  —  .r  )sn  (  .r  —  v  )  

sn  (  w  —  «r  J  sn  (  tf  —  j-  ]  sn  [  ri'  —  2  ) 

Cela  posé,  considérons  un  quadrilatère  quelconque,  et  désignons 
par  a>|,  (ù^^  tù^  les  angles  que  font  les  côtés  a,  £,  c  de  ce  quadrila- 
tère avec  le  côté  d.  Si  celui-ci  a  été  pris  dans  un  sens  convenable, 
ces  angles  devront  satisfaire  aux  deux  équations 

I  ^e'"!     -4-  Z>^""«    4-  rc*'".     -4-  r/  zr=  o. 

Or,  si  Ton  peut  déterminer  j^  —  z^  z —  jr,  k  par  les  trois  équa- 
tions 

|sn(j  —  -3) sn(2  —  .r) sn(.r  —  y) 
.          -         -         b         -         c 

Arsn(x  —  .r)sn(.r  —  2)sn(2  —  .r) 
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les  identités  (6)  et  (7)  prendront  la  forme 


ksn(w — jr)  sa[iv  —  z]  ksiï{w —  x)  sn[w  —  z) 

I 


/•  SD  [w  —  r  ;  sn  { w  — jr  ) 

/iA-sq((v  —  jr)  5n{tv — z)  •+•  bksn(tv  —  .r)  sn(«v —  z) 

-f-  cA'sn(t9  —  x)8n(«'  —  x)  -^  d=:  o^ 

et,  en  les  comparant,  ainsi  écrites,  aux  équations  (8),  on  voit  que 
l'on  pourra  poser  (  *  ) 

l  e'*i  =  /:sn(w — ^)sn(«»  —  2), 

(10)  *  6*^*^=:  Â'sn(w  —  .r)sn(K'— z), 
(  «'•••=  A"sn(tv  —  x)sn(«'  —  7), 

et  ces  formules,  contenant  l'arbitraire  tv,  résoudront  entièrement 
la  question  proposée.  Nous  allons  d'abord  discuter  le  système  des 
équations  (9),  qui  doit  nous  donner  le  module  et  les  différences  des 
quantités  x,j',  z. 

Posons,  pour  abréger, 

(11)  r^z  =  hi,     z-^xriz/t^     .r— j  =  /i3; 
on  aura 

(13)  /i,  4-/ij-h//3=o, 

^.  ,  I        /./r/  ,  I        /ij(i  ,  I        /cêi 

.i3      sn/'t  =  -7=\/ /->     sn//,=-=\/— »     8n/i3=r--=i/-j. 
^A'\   t»o  ^//.  V  ac  ^/.  V  ab 

La  relation  entre  les  sinus  amplitudes  a,  P)  7  de  trois  arguments 
dont  la  somme  est  nulle  est,  comme  on  sait, 

«*^-  Ô*-H  7^—  2««,3«—  2a«7«—  2|3'7*  4-  4a«;3«7'  (iH-  /•») 

^-X.*«4  5*7*  — 2/«««;3*7«(a«H-,6»-H7')— o. 

Si  Ton  y  remplace  a,  /3,  y  parles  valeurs  de  sn/i|,  sn/t,,  sn/ij  tirées 
des  formules  (i3),  on  aura 

{14)  ^-^— 'abcd  =  Ly 


(')  Le  système  que  l'on  obtiendrait  en  prenant  pour  tf'**!,  e***^  e^*  les  yaleurs  in- 
verses correspond  à  un  quadrilatère  symétrique  du  premier,  et  d'ailleurs  on  Tob- 
tiendra  en  changeant  w  en  tv-i-îK^ 
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L  désignant,  pour  abréger,  l'expression  symétrique 

L  =  2a'^'-f-  2a' c* -h  2a*rf'-h  ic^d^ 


à  laquelle  on  peut  donner  difTérentes  formes,  telles  que  la  suivante, 
i5  bis)  L  =  4a« b^  4-  ^c^d}  —  (««  -h  ô« -.  c*—  i/* )« 

d'où  l'on  déduit 

L  -f-  Sabcd  =      <7,  <7,  ^,  ç*  =  A, 


(i6)  , 

On  voit  que  B  ne  sera  positif  que  si  Ton  a  /7m  <  o. 

Après  avoir  défini  les  quantités  A,  B,  nous  déduisons  de  la  for- 
mule (i4) 


(-7) 


4ûAcrfîi±^=A, 

\/Â  —  y/B  _       \&abcfi  _        4v/Â1b 


On  voit  que  le  module  ne  sera  réel  que  si  l'on  a/7|4<[o.  C'est  le 
cas  auquel  nous  nous  attacherons  dans  ce  qui  va  suivre. 

Si  dans  la  formule  (i5  bis)  on  remplace  L  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  (i4),on  a 

=  4a»i»«cn*A3dn«^a. 
On  obtient  ainsi 

d=  2a^  en//,  dn/i3  =«•-+-  ^*—  c-*— rf*, 

et,  eu  permutant  a,  &,  c,  on  trouvera  deux  équations  analogues. 
En  déterminant  les  signes  par  les  conditions 

sn(/«, +  713)=:.—  sn//,,     sn(/iiH-  //,)=  — snAj, 
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nous  sommes  conduit  au  système  suivant  : 


lac 


[18)  {cnA,dnA,=: 

cnAgdn/ij= , 

d'où  l'on  déduit  aisément  le  groupe  de  relations 


•9) 


2«c(cn//,  -4-  dn/ij)  ==  ^—PitPiKqiq^.     ^V/"T-  (dn/ij -f-  ^cn/i,)  =  )l'-'PxtPxkq%qk. 
2^?c(dn/i,  — cnA,)  =  s/poPizqtqk,  ^  y  "T"  (^^'»  ~"  ^cn^,)  =  ^PoPnqiqz, 

a ^iZ; (cn/i, -f. dn//,)  =  \/—ptiPnqi q^     2 1/^^  (dn/13  -h  *  cn/i,)  =  ^—p^Pi^q^q^, 

2aft{dn/i3—  cn/ij)  =  vV^o/^u^Za^*»  ^  V  ~T"  (^'^^'a—  ^^^^^3)=  VV^oi^iî^i^î. 

En  prenant  positivement  tous  les  radicaux  qui  entrent  dans  ces 
formules,  on  voit  que  dnAj,  dn^s,  dn/i|  sont  positifs,  et,  par  con- 
séquent, Aj,  /ij,  ht  sont  des  quantités  réelles.  Voyons  entre  quelles 
limites  elles  sont  situées. 

Si  nous  nous  reportons  aux  formules  (18),  nous  voyons  que  le 
signe  de  en  Ai  est  le  même  que  celui  de  a*  -f-  rf*  —  i*  — c*.  Or  cette 
quantité  peut  être  positive,  nulle  ou  négative.  Cela  établit  entre 
les  quadrilatères  que  nous  considérons  des  différences  analogues  à 
celles  qui  existent  entre  les  triangles  acutangles  et  les  triangles 
obtusangles.  Nous  voyons  donc  que  pour  hi  nous  pourrons  prendre 
une  valeur  qui  dans  tous  les  cas  sera  comprise  entre  zéro  et  2K.  Au 
contraire,  il  résulte  des  formules  (18)  que  en  A,,  en  As  seront  toujours 
négatifs.  Les  valeurs  correspondantes  de  A„  h^  pourront  donc  être 
prises  entre  K  et  2K. 

Si  Ton   remarque  d'ailleurs  que  les  formules   (18),  (19)  per- 
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mettent  de  vérifier  les  relations 

dn (/il  H-  //,)  =  dn//„     en  (  /ii  H-  /if)  =  en //j, 

nous  pourrons  conclure  que  la  somme  des  valeurs  de  h^  /12,  //j 

telles  que  nous  venons  de  les  déterminer  est  égale    â  41^9    ^^ 

lieu  d'être  égale  à  zéro;  mais  cela  n'a  aucun  inconvénient. 

Quand  le  quadrilatère  se  réduit  à  un  triangle,  on  a  </  =  o  et  par 

conséquent  Ar  =  o.  Alors,  si  A,  B,  C  désignent  les  angles  du  triangle 

opposés  aux  côtés  a,  &,  c,  les  valeurs  de  //i,  A^,  h^  telles  que  nous 

les  avons  déterminées  sont  tt  —  A,  it  —  B,  tt  —  C,  et  les  formules 

précédentes  se  réduisent  aux  relations  bien  connues  qui  contiennent 

les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle.  On  peut  ajouter  les  suivantes, 

qui  sont  la  généralisation  des  formules  faisant  connaître  les  lignes 

ABC 
trigonométriques  des  arcs—»  ->  -  : 

-+-/   sn-ï.  . 2cn— dn-1 


(^o) 


2 


I  -h  ^'  sn»—  ^                         !-+-/•  sn»-l 

2  2 

/ 2cn— dn—  . 2(1  —  /  sn  — 

V  ^^  ""       ,    ,^'  V     i^c     -        TT^' 

^                  I  — Xsn*—  ^                           1  — itsn*— 

2  2 

y 2(i-|-/]sn--  . 2cn— dn  — 

( 

2cn— dn—  / a(i  — /•  sn  — 

//,'  \      ac                                //j  ' 

2  2 


/ -jICU un / 


.''>  _„*>.■_*> 


I afi  +  Zlsn—  , îcn— dn 

t  /M»  — 1     t  /zJlî^P^  — 1 

V    «6    ~    .   .    ,.,„./',  '      V       «*       ~.   ,    , 


2 

1  -+-  X  sn»  ~  ^         ""  I  4-  /  sn'  — 

2  2 

2  en  —  dn  —  / 2(1  —  X   sn— 

•»  o  I  li.  r\.  .  ^  2 


/ -^  un  —  un / 

V  «^  "" .    z.  ,/'.'     V  ^^     "" 


,.^'1 


I  — Xsn'—  ^  i->Xsn*- 

2 
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Si  ToQ  considère  le  cas  limite  où  le  module  devient  égal  à  i  et 
où  l'on  a  Pu  =  o,  ^i,  As,  étant  plus  grands  que  K,  deviendront  in- 
finis; mais,  en  remplaçant  /?«,  ^3  par 

on  reconnaîtra  que  «t,  «s  demeurent  finis,  et  en  faisant  A  =  i  toutes 
les  formules  obtenues  subsisteront  ou  seront  satisfaites  d'elles- 
mêmes. 

Après  avoir  étudié  les  expressions  des  côtés  et  de  leurs  fonctions 
au  moyen  des  arguments  Ai,  //j,  As,  nous  avons  à  discuter  les 
formules  (10)  y  qui  font  connaître  les  angles  ot>i,  O),,  a>s.  Remplaçons-y 

w  par  t ;  il  résulte  des  propriétés  du  sinus  amplitude 

y 

qu'elles  subsisteront  quand  '^n  y  changera  i  en  —  1  *,  on  devra  donc 
y  supposer  la  variable  t  réelle.  On  aura  ainsi 

(9,1)       <  ^-s  =  /sn(/  — X jsn  (r  — z j, 

et,  par  suite, 

e'(-i-*i)=:  —  A-snle—x )  snf /—  z— j 

if'("."*-t— 1)  =:A'Sn*lt—  a: —  j  • 

Employons  la  formule 

.        cn{a  — p) —cnfa -4- j31 

sna  snS  =  -5— 7-^ 7T  5 

^       dn(«  —  j5) -hdn(« -4- j3) 

et  posons,  pour  abréger, 

-yt^x^zzz^v, 
,  9.r  — .r— jr=»i'; 
on  aura 
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et  les  formules  (21)  nous  conduiront  au  système  suivant  ; 

,  /'cn/i|  —  dn^isnu  en//,  —  /dn/i,sntf 

dn//i  —  Acu/tisnu  ^   *         *'       dQ/i|  — XcnAjsntf 

A'cnu  .   ,  .  — Â'snh^dnu 


24)     (    COSM3=:- > 

^ '    \  dn/zj  —  A- cn//j sn«» 


dn^i  —  ^CD/risn«  '        dn//i  —  ^cnA,snii 

X'cn^s  —  dnA,  snp  ,  .       en//,  —  Adn/itsnp 

COS«j=  r— 7 T 7 >        CCS    &»!  —  û>j)=:  ■— 7 y 

A'cTiv  .  — ^'sn^^dnc 

smw,  =  j—, 7 — 7 >     sin(wi  —  »j)  ==  -j—. -. 7 9 

dn//, —  XcnAjSi^^  dn//,  —  Xcn^^snc 

,  ,  .      en  A,  —  Xdn/zjsn»' 

cosfw,  —  «,)==-—-: , 

^  '      dn//,  —  Â'cn/i^snfv 

/•'cn«'  .    ,  .  — A'sn/t^dntv 

smu,  =  j— ; 7 ï '      sin(»,  —  w,J  =  -r— 9 

dn//3  —  X  en  //a  sn  w  ^  '      dn//j  —  /-  cn/zj  sn  w 

,  .        k  —  sn  («v  —  //j)  .    ,  .X'  en  (tf  —  /f,l 

cosfw, -f-  W3—  &)i)= ; --rî         Sm  (W,  H-W,  —  W,)= ■ --, 

^  '       I  —  X-  sn  [k'  —  /fj)  ^  '       I  —  X'  sn  (»'  —  A,] 

,  ^        k  —  sn(  Il — //,)  .    ,  .  X'cnfa  —  //,) 

^  '       1  — Xsn(ii  — A,)  ^  '       I  — Xsn(ii— ^,J 

,                       »         X  — snfp  — //,)           .    ,                       .          k'caiv  —  h.] 
cos(wi-hw,— «3  = —^ -\y      smw,-+- «,  —  «,  =  -^-^ \-' 

Ajoutons  à  ees  formules  eelles  qui  donnent  la  valeur  des  diago- 
nales, 

IL     \%       1/        I»     iJL      ,,  .  dn(//,— A3)  — Xcn(A,  — Ajjsnw 

[b,  c  *  =  ii*  I  — A-*sn'A,sn'A3    — -^- . -, — r^ ~ » 

^  •     ^  '  dn//i  —  Xcn^isnii 

25  {  [c,  a  »  =  ^^«  i—X«snV/iSn'A3        ^   '    .   V — ï^ i^ , 

^     '  \  ^        '  ^  '  dn^,  — Xcn/ziSni' 

(a,  Z>]'  =  cMi  — X'sn'^iSn'A,) r—. j 

^  •     '  ^  I         */  dn//3— Xcn/ij  snfp 

et  nous  aurons  une  première  solution  complète  de  la  question 
proposée. 

IL 

Les  formules  que  nous  venons  de  donner  relativement  aux  dia- 
gonales conduisent  à  une  conséquence  géométrique  intéressante 
que  nous  allons  développer.  Considérons  un  quelconque  des  trois 
quadrilatères  que  Ton  peut  former  avec  les  côtés,  par  exemple  le 
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cpiadrilatère  \dcab)^  dont  les  deux  diagonales  sont  (/x,  i),  (a,  c);  sup- 
posons que,  prenant  l'un  des  deux  triangles  qui  forment  le  qua- 
drilatère, par  exemple  le  triangle  formé  des  côtés  a,  i,  on  le  fasse 
tourner  de  180®  autour  de  la  diagonale  (a,  b)  :  on  aura  une  nouvelle 
position  du  quadrilatère  dans  laquelle  la  diagonale  [a^h)  aura  con- 
servé sa  grandeur,  mais  Tautre  diagonale  (a,  c)  aura  changé.  Opérons 
maintenant  de  même  autour  de  (a,  c),  c'est-à-dire  faisons  tourner 
de  180**  autour  de  (a,  c)  l'un  des  deux  triangles  dans  lesquels  cette 
diagonale  partage  le  quadrilatère.  En  répétant  indéfiniment  ces 
opérations,  on  formera  une  suite  illimitée  de  quadrilatères  telle 
que  deux  quadrilatères  consécutifs  aient  toujours  une  diagonale 
commune.  Cela  posé,  je  diâ  que,  si  pour  une  certaine  valeur  des 
angles  du  quadrilatère  primitif  cette  suite  illimitée  est  périodique, 
c'est-à-dire  comprend  seulement  un  nombre  limité  de  formes  dis- 
tinctes, il  en  sera  de  même  quand  on  répétera  les  mêmes  opé- 
rations sur  le  quadrilatère  initial  déformé  d'une  manière  quel- 
conque. 

En  effet^  désignons  par  Qi ,  Q2,  Qs,  ...  les  quadrilatères  obtenus 
successivement;  appelons  i^/,,  Wn  les  valeurs  de  f^,  iv  correspon- 
dantes au  quadrilatère  Q^.  On  aura 

(26)  «^^— «'„=Aj. 

Pour  les  quadrilatères  Qi,  Qa,  et  en  général  pour  les  quadrila- 
tères QaTH-i)  Q2/»+29  la  diagonale  (a,  &)  a  la  même  valeur.  On  a  donc 

snwfip+i^snwj^H-ti 
et  par  conséquent,  à  un  multiple  près  de  4K.,  on  a 

Au  contraire,  pour  les  quadrilatères  Qa?  Qsi  et  en  général  Qap? 
Qs/y+i>  la  diagonale  (a,  c)  a  la  même  valeur.  On  a  donc 

ce  qui  donne 


^\p  -T-  ytp^x 


=:2K. 


Les  égalités  (26),  (27),  (28)  déterminent  les  valeurs  successives 

BulL  des  Sciences  mathém.,  !i*  Série,  t.  Ul.  (Mars  1879.)  9 
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de  1^,  w  données  par  le  Tableau  suivant  : 

Quadrilatères 


Qi.  Q..  Q. 

V i'i     iK  —  «'i  -f-  hi       f'i  —  2//1 

On  voit  donc  que,  si  /ij  est  incommensurable  avec  K,  deux  quel- 
conques des  quadrilatères  de  rang  impair  Qi,  Q3,  . .  ne  seront 
jamais  égaux,  et  Ton  aura  un  nombre  illimité  de  formes  distinctes. 

Au  contraire,  si  l'on  a 

p  et  //  étant  des  entiers,  la  suite  précédente  comprendra  seulement' 

np  quadrilatères  distincts. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ait  /i|  =  K,  ce  qui  entraîne 

l'égalité 

en/il  =  o, 

et  par  conséquent,  d'après  les  formules  (18  )t 

i,î-f-Ép—  ^*— c*=o; 

on  aura  le  quadrilatère  à  diagonales  rectangulaires,  et  il  est  aisé  de 
reconnaître  que  de  ce  quadrilatère,  pris  dans  une  de  ses  posi- 
tions A6CD,  on  ne  peut  déduire  par  le  procédé  indiqué  que  trois 
nouveaux  quadrilatères  ABCjD,  ADC|Bi,  ABjCD. 

Toutefois,  ce  cas  particulier  pourrait  contribuer  à  donner  une 
fausse  notion  sur  le  cas  général.  Ici,  au  bout  de  quatre  opérations, 
on  retrouve  le  quadrilatère  primitif,  non-seulement  en  forme,  mais 
en  position.  Il  n'en  est  pas  ainsi  généralement.  En  eilct,  lorsqu'on 
passe  d'un  quadrilatère  Qi  au  quadrilatère  suivant  Q2,  on  peut 
faire  tourner  soit  le  triangle  ai,  soit  le  triangle  cd  autour  de  la 
diagonale  (a,  b).  Faire  tourner  le  triangle  cd  revient  à  faire  tourner 
d'abord  le  triangle  aé,  ce  qui  donne  le  quadrilatère  Qa,  puis 
à  prendre  le  symétrique  Q',  de  ce  quadrilatère  par  rapport  à  (a,  b). 
On  voit  donc  que,  si  en  effectuant  les  opérations  d'une  ma- 
nière quelconque  on  a  obtenu  une  suite  de  quadrilatères  Qi,  Qa, 
Qa,  . . . ,  Qapî  on  pourrait,  en  les  dirigeant  autrement,  obtenir  une 
suite  formée  des  quadrilatères  symétriques  des  premiers  par  rapport 
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à  la  position  initiale  de  (a,  &).  Ce  raisonnement  pouvant  se  répéter 
pour  chacune  des  diagonales  successives  des  quadrilatères  Qi,  •  • . , 
Qa^,  on  voit  que,  lorsqu'on  aura  un  certain  nombre  de  positions 
des  quadrilatères,  on  pourra  toujours  y  joindre  celles  que  Ton  ob- 
tiendra en  prenant  les  symétriques  de  tous  ces  quadrilatères  par 
rapport  à  une  diagonale  quelconque  de  Tun  d'eux.  Or,  étant  donnée 
une  figure,  si  l'on  prend  ses  symétriques  par  rapport  à  un  certain 
nombre  de  droites  A,  on  n'obtient  un  nombre  limité  de  positions 
nouvelles  que  si  ces  droites  font  entre  elles  des  angles  commensu- 
râbles  avec  tt.  On  voit  donc  que  dans  le  cas  actuel,  où  l'on  a  un 
nombre  limité  de  formes  pour  les  quadrilatères,  on  n'aura  un 
nombre  limité  de  positions  que  si  les  diagonales  de  ces  quadrilatères 
font  des  angles  commensurables.  Or,  une  grandeur  continue  ne 
peut  être  commensurable  que  si  elle  est  constante,  et  le  seul  qua- 
drilatère dont  les  diagonales  fassent  un  angle  constant  est  le  quadri- 
latère à  diagonales  rectangulaires  (*  ).  On  voit  donc  que  ce  quadri- 
latère offre  un  cas  tout  à  fait  exceptionnel  dans  l'application  de  la 
théorie  précédente. 

Les  remarques  qui  précèdent  ont  peut-être  quelque  intérêt  en  ce 
qu'elles  montrent  comment  la  théorie  du  quadrilatère,  si  important, 
dont  les  diagonales  sont  rectangulaires,  se  rattache  aux  développe- 
ments que  nous  avons  présentés. 

m. 

Dans  l'article  I  nous  avons  obtenu,  en  partant  de  l'identité  de 
Jacobi,  un  système  de  formules  donnant  les  angles  et  les  diago* 
nales  du  quadrilatère.  Nous  allons  maintenant  développer,  par  une 
méthode  toute  diilérente,  d'autres  formules  plus  simples  que  les 
premières. 

Reprenons  l'équation 

(  29)  aé^x  -H  hé'^^  -f-  cé^t  -+-  é?  =  o, 

et,  à  la  place  des  variables  a>|,  a>2,  0)3,  introduisons  les  suivantes, 


(*)  Le  contre-parallélogramme  a  ses  diagonales  fajsant  un  angle  nul,  et  par  consé- 
quent constant;  mais  dans  la  forme  associée,  le  parallélogramme,  l'angle  des  diago- 
nales cesse  d'être  constant. 
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?i9  729  ?39  définies  par  les  équations 

IWj  =  TT  —  y,  —  y„        6>| 61,  =  ^1 f^f 
«,  =  TT  ~  y,  —  y„      Wj  —  w,  =  yi  —  y,. 

L'équation  (29)  se  décomposera  dans  les  deux  suivantes  : 

acos(y,4-f,)  -hôcos(y,-l-  f»)  H-ccos(fi4-f,)  -^d=o, 
asin(f,4-ft)  H-  ^sin(yi -f-f»)  H-csin(y,  +  y,)  =0, 

d'où  Ton  déduit,  en  éliminant  successivement  f  1,  fsi  cpa^ 

Ia*  -h  ^  —  b^  —  c*  ==  2  (arf-h  Ac)  cosf  j  cos  y ,  -♦-  2  (  Ac  —  nrf)  sin  f^  sîd  f^t 
ô*  -♦-  </•  —  a*  —  c*  =  a  (W-h  ac)  cosy  1  oosf ,  +  a  (ac —  bd)  sin^  |  sin^, 
c*  -h  rf*  —  «•  —  6*  =  2  (c*/  -f-  a^)  cosf ,  cos 3»!  +  2  [ab  —  crf)  sin  yi  slny ,. 

Posons 


rt*  H-  <i*  —  ^'  —  c*        ,  Ac  —  rtrf 


2(fl</4-^) 


bc  -\-  ad 


l'x    \i                    b^-^d^-^a^-^c*         ,                tfc  —  bd 
[^^)\  cn2f*,=  — ZTZTT^rTs — »     dn2fi,= r-;> 


Cn2/Xj: 


2(ac  -f-  ^d 


>      dn2fx,= 


flc  —  bd 
ab  —  cd 


ii{cd-+-ab)       '      ""^""«A- 
Le  module  sera  défini  par  les  équations 


•  cd' 


aJabcd 

snaai=  -r-^ y 

^^        bc-^ad 

aJabcd 

sn2fu=  --^ — n' 
^       ac-k-bd 

^Jabcd 
sn2(A3=  -j r' 


(33) 


l6a&ri^ 


=  A, 


=  B. 


Il  n'en  est  donc  pas  de  même  que  dans  le  premier  système  de  for- 
mules. On  déduit  des  formules  (Sa)  les  suivantes  : 


sn 


^         ^y     ae 


sn^ 


"^«  =  2V-6r' 

ii£\  j  ^r.     —  '  ^  /P\tP\z        ^„     _  '^  /—P\\P\k        ^„     _  '  4  /—PmP^I. 

V  71^3         *^       V    qiçt  ^       V    ^lîi 

qui  entraînent  les  relations 

sn (  uj H-  a,  )  =  H-  siifij,     en  ( uj  +  ;*,)=  —  ciifA,,     dn( u,  4-  u-t)  =  dofi,, 
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et,  par  conséquent,  on  a 

2/*,-HafA,-H2p,=:05 

à  un  multiple  près  des  périodes.  En  prenant  pour  fXi,  fX2,  /13  les 
valeurs  comprises  entre  zéro  et  K,  on  aura 

On  peut  joindre  encore  auï  formules  (34)  les  suivantes  : 

b  —  a  __Bn{fi^^fi^)       c  — a__sn(f*|--f*,)       ^  — g  _sn(/i,— u,) 
c — d  siifi,  b  —  d  sn/uis  a  —  d  snf*| 

(3S]J^:tÈ.:=^JÉ^lIIlAj     ^"^^---^°(f*|— P3)       ^H-g_cn(fi,— fi^)^ 
^     ^|c  —  d  cn^j  A — rf  cnfi,  a  —  J  cnf*| 

c — d  dnjX}  6  —  €/  dnjXj  a  —  d  dn^i 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  que  les  signes  des  radi- 
caux dans  les  formules  (34)  aient  été  choisis  de  telle  manière  que 
Ton  ait  exactement 

Les  valeurs  de  /i|,  fxs,  fAj  étant  ainsi  définies,  les  équations  (3i) 
prennent  la  forme 

en  a  |uii  =  cos^}  cos  7i  +  dn  2  fA|  sin  ^ ^  sin  ^, 
cn2fA,=  cosf|Cosft+  dnafA,sinf>isin7„ 
en  2  fi,  =  cos  fi  cos  7,  4-  dn  2  /a,  sin  ^  |  sin  f^j 

et  leur  solution  générale  s'obtient  en  posant 

f>j  =  aniif,y  7,=  amtt,,  f^  =  sLmu^, 


(36) 

I  If,— «,=  2/*,,      «j— ii,=  2/A„       a,— a,  =  2p3. 

On  aura  donc,  pour  les  angles  du  quadrilatère,  les  valeurs 

ir  —  0^1=  amu,  +  amii,y 

TT  —  6))=  ani2fj  -h  amif), 

TT  —  &>,  =  amif|  +  amifi, 
et,  si  l'on  pose 

ce  qui  donne 
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on  aura,  d'après  les  formules  connues, 

sn*0,  dn«a,  —  cn*ô,  ,  .       cn'fAi— dn*0,  sn^i 


CCS 


(38. 

sin  &>s  = 


sn"0,  dn»a,  —  cn'O,  ,  .       cn-fAi— an-w,  sn-f*, 

*  1  —  i? »  sn*  ©1  sn*  f*i  ^  '^        i  —  A'  sa*  ©i  sa*  fi^ 
2sn9icnO.  dnu,              .    ,  ,       asnfticnft,  dn0, 

Sin  û)|  =  -T î 9  Sm  f  «, W,)  = TT ;-r 5 —  > 

*  I— X-*sn*Ôisn*fA,  ^  '       1  — /"sn'ôisn'pi 
sn*  0,  dn*  fu—  en*  ô,              ,             .       en*  /*,  —  dn*  0,  sn*  «x, 

*  I— A*sn*0,sn*u,               ^             '         1  — A:*sn*ô,sn*«, 
2  sn  d,  en  9,  dn  fA,  .    ,  , 2  sn  fx,  en  fXj  dn  g, 

i~>t*sn*ô.sn*p.'  ''"^"'^"^^-i-A*sn«ô.sn*u,' 

sn*0sdn*Lt3— cn*ô,  ,  ,      en'fxj— dn*0,sn*fi3 

ces  Wj  =  rr XT : 9  C<>S  («1  —  û),   =  j-r z^ ; » 

'        I— ifr*sn*08sn*p3  ^  *         '        I  — X*sn*Ô3sn*ft, 

2sn03en93dnaa  .    ,  .       2  sn  u, en  u,  dn O3 

sin  W3  =  ,/       ,/ f^ 9  sin    «, W,    =   ^^r r^r r » 

'       I  — X*sn*(^3sn*fA3  ^  '       I  — Â*sn*Ô3sn*pi3 

ou,  en  prenant  les  tangentes  des  demi-angles, 

û).        snOidnu,  6). —  »3       8n|x,dn^i  ' 

cet—  = —~y     tang-î =  — ^-^ , 

2  en0|  2  enpi 

,_    .  I         w,       sn^idn/x,  &), —  6)1       snu.dnO, 

(3o  ;  cot  -i  = -TT^y     tang  -^ =  — i-^ -^ 

^   •'^  ^  2  enOj  ^       2  cn/*j 

W3       sn  ©a  dn  ]x-  6)i  —  (ûm       sn  a»  dn  63 

—  z= — ^^r^»     tang-ï î~ — !I£ f. 

2  cnôj  °       2  cnf*3 

Ces  formules  paraissent  plus  simples  que  celles  de  l'article  I.  Ou 
passe  de  l'un  des  systèmes  à  l'autre  par  une  transformation  de 
Landen. 

Les  diagonales  seront  données  par  les  expressions 

^        '        ^  '  I  —  X*sn*ftisn*6i 

^        '        ^  '  I— Ar*sn*/Ajsn*ô, 

^        '         ^  '        .  I— A:*sn*fA3sn*03 

Avec  les  formules  de  ce  second  système  on  passera  très-facile- 
ment du  cas  traité;  où;7|4<^o,  à  celui  où  l'on  dip^j^^o  :  il  suffira 

d'employer  la  transformation  qui  change  le  module  A'  ^^^j* 
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IV. 

EnÛD,  oïl  peut  traiter  cette  théorie  à  un  autre  point  de  vue  et 
«îhercher  les  expressions  des  angles  en  fonction  d'un  paramètre  X  et 
d'un  radical  du  troisième  ou  du  quatrième  degré  en  X,  c'est-à-dire 
résoudre  la  question  suivante  : 

Étant  donnée  la  courbe  du  troisième  degré  dcjinie  par  les  équa- 
tions 

Iat  4-  bt'  4-  c^  H-  dt'^  =  o^ 
a         b         c  d 

t       t'       t^       ^ 

exprimer  en  fonction  d'un  paramètre  X  les  rapports  mutuels  de  /, 
t\  i\  t'". 

jNous  suivrons  pour  cela  la  méthode  de  Clebsch,  c'est-à-dire  que 
nous  couperons  la  cubique  par  une  conique  variable,  assujettie  à 
contenir  quatre  points  fixes  de  la  cubique. 

Nous  considérerons  le  faisceau  de  coniques  satisfaisant  à  cette 
condition  et  représenté  par  l'équation 

(4i)  e'tr=i\tt'. 

Elles  coupeut  la  cubique  aux  quatre  points  fixes 

{/  =0,    f"=o),    (/'=0,    r=:o), 
(/'=0,    1^  =  o),    [t  z=0,   1^=0), 

et  en  deux  points  variables  qui  seront  déterminés  par  les  équations 
fit  4-  bt'  -h  et"  -^-  r//^=:  o, 

\[bt '\- al! ] '\' et"" -\-  dt"  =  o, 

Eu  résolvant  ces  équations,  ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté, 
on  est  conduit  à  l'un  des  quatre  systèmes  suivants  : 

pt  z=:i[bd-^'kac)(bc—'kad), 
pt'  =  ^  2[i  -hl^)abcd -hl{a^ -^  b*){c* -h  d^) 
(4i)    {  _x(c«  — ^)«-(c«-if«)v'Q, 

Qt"  =:\[bc  ^lad)[€^-^  a*^  b*  —  d^)  ^  (bc—\ad)sfq, 
pt''  =  l{bd—\ac){a*-hd*—b*-~-c^]-[bd^Uc)y/Q, 
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pt  =  —  2(1-+- >*)aAcrf4->(û*-f- **)(c*-h<f*) 
->(c«-rf«)»4-(c«-.^)V^, 

(42)  {  pt'  =2[ad--Uc){ac'^'kbd), 

pt  =zl{bc^'kad){c*-^a^^b*^d^)^[bc-'kad)^, 
p/' =  )i(iic  —  >ô//)  (c* 4- ^«  —  a«— rf«)  +  (<rc  —  >  W)  ^, 

(43)  {pt''=z-^:il[ac-Ud){cb-^'kad)y 

4.(û«— ^«)n«4- X(A«— a»)V^, 

pt  =-k(bd-'kae){d^-h  a^—  b*-^  c*)  -^  (bd  -  lac)^, 
pt'  =X(€tt/~-X^c)(6«4-d»  —  a«  —  c»)  — (/!//  — >*c)^, 

(44)  {  pf^=(2X  +  2X»)a6crf— (a«-h6«)(c«-4-rf«)X« 
-f  X«(a*-  *«)»— X(^»  — a*)v/Q, 

pr  =  — 2X(arf  — Xéc)(W  — Xflc), 

formules  où  p  désigne  le  facteur  de  proportionnalité  qui  indique 
que  les  rapports  seuls  de  /,  t\  t!'^  t"' sont  déterminés. 

Pour  que  les  formules  s'appliquent  à  des  angles  réels,  il  suffira 
de  remarquer  que,  le  module  de  X  étant  l'unité,  on  doit  poser 

X  =  If*'?. 
On  aura  alors 

V^  =r  <?»'?  v^Asin*^  — Bco8*y, 

A  et  B  étant  les  quantités  définies  par  les  formules  (16). 

On  voit  que,  si  la  théorie  du  quadrilatère  se  ramène  à  celle  d'une 
courbe  du  troisième  degré,  le  mouvement  réel  que  peut  prendre  le 
quadrilatère  articulé  correspond  au  déplacement  d'un  point  sur 
une  branche  imaginaire  de  la  courbe. 

J'ajouterai,  en  terminant,  que,  toute  courbe  du  troisième  degré 
pouvant  être  représentée  et  d'une  infinité  de  manières  par  deux 
équations  de  la  forme  (4^))  ^^us  nos  systèmes  de  formules  sont 
applicables  par  cela  même  à  la  courbe  générale  du  troisième  degré. 
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Paris 18  fr. 

Départoments  et  Union  postale 20 

États-Unis  do  l'Amérique  du  Nord 22 

Autres  pays 14 

La  1''*  Série,  Tomes  I  à  XI,  1870  à  1876,  suivie  de  la  Table  générale  des  onie 
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LEMONNIBR  (H.).  —Mémoire  sur  l'élimination.  In-4'',  92  p.  —  Paris,  1879* 

Le  travail  de  M.  Lemonnier  est  divisé  en  trois  Parties,  consa- 
crées, la  première  à  l'étude  des  procédés  d'élimination  dus  à  Euler, 
Sylvester,  Bézout,  Cauchy,  Cayley,  et  de  la  liaison  de  ces  procé- 
dés, la  seconde  à  l'étude  des  polynômes  qu'il  convient  de  former 
de  proche  en  proche  pour  obtenir  les  conditions  nécessaires  à 
Texistence  de  p  racines  communes  aux  deux  équations  données 
et  l'équation  aux  racines  communes,  la  troisième  enfin  à  la  réso- 
lution de  deux  équations  entières  à  deux  inconnues  ;  l'auteur  se 
home  d'ailleurs  aux  racines  communes  ayant  des  modules  finis 
et  aux  solutions  communes  pour  lesquelles  les  inconnues  ont  des 
valeurs  finies,  déterminées. 

Relativement  à  la  méthode  d'Euler-Sylvester,  il  en  énonce  le 
résultat  sous  la  forme  suivante  : 

Étant  données  deux  équations  entières  enx,  F{x)  =  o,f[x)  =  o, 
de  degrés  m  et  /i  (m^n),  soient  considérées  les  mt-n  —  2/>  +  â 

équations 

f{x)  =  o,  F(ar)  =  o, 

x/(.r)  =  o,  j:F(x)  =  o, 


si  Ton  égale  à  zéro  les  déterminants  formés  des  coefficients  de 
X'', . . . ,  af"^"''  dans  ces  équations,  en  y  associant  tour  à  tour  ceux 
de  x''"*,  x''"',  . . .,  x  elx^y  \esp  relations  posées  par  là,  entre  les 
coefficients  de  F(x)  et  de  /(x),  sont  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  les  équations  proposées  aient  p  racines  com- 
munes, finies,  déterminées,  sans  en  avoir  davantage,  pourvu  que 
le  déterminant  formé  des  coefficients  de  x'',  j:'^%...,j:"''*'""''~\  dans 
les  équations 


:0, 
:0, 

■  •  9 
:0, 

X^P 

¥[x) 
xF{x) 

=  0, 
=  0, 

-/(.r)- 

''F{x) 

—  0, 

soit  différent  de  zéro. 

Bull,  des  Sciences  mathém,,  2*  Série,  t.  III.  (Avril  18-9.  lO 
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De  plus,  rêquation  aux  racines  communes  s'obtiendra  par  réli- 
mination  de  x''+*,  x'^*,. . .,  x^+^'P-^  entre  ces  m  +  n  —  2/7  der- 
nières équations.  Pour  faire  Tëlimination,  on  pourra  prendre  le  déter- 
minant des  coefficients  de  x'',x'^*,...,  a:^"*""""''"*  dans  les  771 +  n  —  a/? 
équations  et  le  développer  par  rapport  aux  coefficients  de  af.  Si  Ton 
multiplie  les  équations  respectivement  par  les  multiplicateurs  de 
ces  coefficients,  et  que  Ton  ajoute  les  résultats,  l'équation  qui  s'en- 
suivra sera  l'équation  aux  racines  communes.  Les  coefficients  de 
X^^  o:'^*,. . .,  X,  a:*  y  seront  le  déterminant  considéré  et  ceux  qui 
en  résultent  quand  on  y  remplace  tour  à  tour  la  colonne  des  coef- 
ficients de  x>^  par  celles  des  coefficients  de  x^^'^f  .x''""',. . .,  x  et  x^. 

M.  Lemonnier  applique  cette  règle  à  la  formation  des  plus 
grands  communs  diviseurs  Ri,  Ri,  R,,  . . .  deF(j:)  et  y  (x),  qui  ré- 
pondent successivement  aux  hypothèses  dep=:n  —  i,p=/i  —  2, 
p  =zn  —  3,  . .  .,  et  remarque  tout  d'abord  que  les  conditions  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  avoir  p  racines  communes  sont  que  les 
coefficients  de  Rb_p^.i  soient  nuls  sans  que  le  premier  coefficient  de 
R„_^  le  soit;  dans  ces  conditions,  le  polynôme  R„_p  fournît  les  p 
racines  communes  aux  deux  équations  et  divise  tous  les  poly- 
nômes R  d'indices  inférieurs,  tandis  que  les  polynômes  d'indices 
supérieurs  sont  identiquement  nuls. 

L'auteur  compare  ensuite  les  polynômes  R  à  ceux  que  l'on  ob- 
tient, comme  restes  successifs,  en  procédant  par  la  méthode  des 
divisions  à  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
F{x)  ety(j:),  et  établit  entre  trois  polynômes  R  consécutifs  la 
relation  générale 

où  Uf,  désigne  le  premier  coefficient  de  R^;  quant  aux  premiers 
polynômes  R,  ils  sont  liés  aux  polynômes  F{x)  elf[x)  par  les 
relations 


ii'"-«+»F(x)=/(x)Q-t-R,(— i)     » 


m-ff-4-i         m— « 


a  désignant  le  premier  coefficient  de /"(ar)  et  l'exposant  de  —  i 
dans  les  deux  équations  étant  entier. 

On  peut  remarquer  en  outre  que  si  l'on  applique  aux  polynômes 
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Rp,  Rp+i  le  même  calcul  qu'aux  polynômes  F{x)  elj{x)r  on  ob- 
tient des  polynômes  R^,  RJ,+3î  •••7  qui  ne  diflerent  des  poly- 
nômes Rp^.,,  Rp+j»,  .  •  •  que  par  les  facteurs  a^,  a*,  . . . . 

Le  procédé  de  Bézout-Cauchy  conduit  à  un  autre  mode  de  cal- 
cul, souvent  plus  pratique,  des  polynômes  R,  ou  plutôt  de  poly- 
nômes qui  n'en  différent,  tout  au  plus,  que  par  le  signe. 

Les  relations  établies  entre  les  polynômes  F(x),  f{x)^  R,, 
R„  . . .  dans  le  cas  où  m  —  n  =  i  montrent  que  ces  polynômes 
forment  une  suite  de  Sturm^  en  prenanty(j:)  =  F'(a:),  on  pourra 
les  utiliser  pour  la  détermination  des  racines  comprises  entre  deux 
limites,  en  sorte  que,  si 

V   =Aar*     4-A,x»-«4-...-4-A«, 
V,  =<m:-^'  -h  fl,.r^»  -f- .  .  .  -4-  fl«_„ 
Vf  étant  la  dérivée  de  V  à  un  facteur  positif  près,  si  en  outre 
fc-r"^'  -h  6,.r^-*4-'. .  .-h  ^«  =  0, 
cjr*-'  -+-  ca:"-»  4- .  .  .  -f-  c„  =  o, 


sont  les  équations  déduites  de  V  et  de  Vi  par  le  procédé  de  Bézout, 
les  fonctions  V„  V,, ...  de  la  suite  ordinaire  de  Sturm  reviendront 
aux  polynômes 


R.= 

a     a, 
b     b, 

jc--»-»- 

a     ai 

b     b. 

X*" 

a  a,  a^ 

a  /il  a^ 

R,= 

b  b,  b. 

a*-»-4- 

b  b,  b. 

c  c,   c 

r 

e  c, 

c,\ 

af^^-h.. 


b     b^^, 
a  a,   ei^_, 
b  b,  b^., 


ou,  sous  une  autre  forme,  aux  polynômes 


R. 


Ra  = 


o  a  ai 
ai  a  a, 
A  A.  A, 
o  o  a  Oi  (Xi 
o  a  a^  Ci  a^ 
a  ai  ai  a^  a^ 
A  A|  A]  As  A4 
o    A     Ai    A)   A3 


o 
a 
A 


X*-»  -h 


ar-^-^. 


a      ai 

ai      a, 

A,  A3 
00  a  a^  a^ 
o  a  ai  ai  a^ 
a  ai  ai  ai  a^ 
A  A,  A)  A3  A» 
o  A    Ai  At  A( 


«-- 


10. 
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M.  Lemonnier  constate  ensuite  que  les  premiers  coefficients  de 
ces  polynômes  Ri,  Rj, . . . ,  lorsque  f{x)  est  la  dérivée  de  F(x), 
sont  précisément,  au  cas  de  A  =  i ,  les  nombres  p^  de  M.  Borchardt, 
savoir 


s. 

•ît 

S7 

.v« 

Sx 

, 

s. 

'h 

S^ 

Sx 

S7 

S2 

Si 

S, 

où  Si  désigne  la  somme  des  puisances  de  degré  1  des  racines  de 
F(x). 

Enfin,  dans  la  dernière  Partie  du  Mémoire,  on  montre  quel  parti 
on  peut  tirer,  pour  la  résolution  de  deux  équations  à  deux  in- 
connues x,  y  de  la  formation  des  polynômes  R  obtenus  en  éli- 
minant x,  polynômes  dont  les  coefficients  sont  maintenant  des 
fonctions  en  j^;  M.  Lemonnier,  en  suivant  une  méthode  dont  le 
principe  est  du  à  M.  Bouquet,  évalue  le  degré  maximum  de  y 
dans  chacun  des  coefficients  de  ces  polynômes. 

La  comparaison  du  procédé  de  résolution .  de  deux  équations 
donné  dans  ce  travail  avec  celui  qui  est  du  à  M.  Labatie,  ainsi  que 
plusieurs  applications  numériques  par  lesquelles  Fauteur  termine, 
en  met  nettement  les  avantages  en  évidence. 


SCHERING  (E.).  —  Analytisghb  Théorie  dbr  Detbrminanten.  Gottingen, 
1877.  In-4%  41  pages  ('). 

L'auteur  reprend  la  théorie  des  déterminants  à  son  début.  Il 
représente  un  quelconque  des  n*  éléments  d'un  déterminant  du 
/*»*"•  ordre  par  la  notation  suivante  : 

E/*,/'/, 

où  les  i  et  les  j  désignent  les  rangs  respectifs  de  la  ligne  horizontale 
et  de  la  colonne  verticale  auxquelles  appartient  l'élément  considéré  ; 
si  maintenant  on  considère  deux  éléments  dillérents,  les  deux  lignes 


(*)  Abhandlungrn  der  Ko'itff/.  Geselhchaft  der  JVissensckaften^  t,  XXII. 
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et  les  deux  colonnes  correspondantes,  la  disposition  des  deux  lignes 
sera  semblable  à  celle  des  colonnes,  si  la  première  colonne  suit  ou 
précède  la  deuxième  colonne  en  même  temps  que  la  première  ligne 
suit  ou  précède  la  deuxième  ligne,  et  dissemblable  dans  le  cas  con- 
traire. Un  terme  du  déterminant  est  le  produit  de  n  éléments  quel- 
conques ,  multiplié  par  autant  de  facteurs  égaux  à  —  i  qu'on 
trouve  de  dispositions  dissemblables  dans  les  lignes  et  les  colonnes, 
en  prenant  deux  éléments  quelconques  de  ce  terme,  et  multiplié 
par  zéro  si  deux  éléments  appartiennent  à  la  même  ligne  ou  à  la 
même  colonne;  le  déterminant 

E(^|,  Asy   «  .  .,  Aj,  I   k'xj  A'29   . . .,   X«) 

est  la  somme  de  tous  les  termes  ainsi  obtenus. 

Considérons  maintenant  un  terme  quelconque  du  déterminant 
et  désignons  respectivement  par 

ii>  >îi»  •  •  •  >  ïJit 
et  par 

les  premiers  et  les  seconds  indices  correspondants  des  éléments  qui 
entrent  comme  facteurs  dans  le  terme  considéré,  indices  relatifs, 
les  premiers  aux  lignes  horizontales,  les  seconds  aux  lignes  ver« 
licales,  et  pris  les  uns  parmi  les  nombres 

htf  A„  . . . ,  h^, 
et  les  autres  parmi  les  nombres 

ne  différant  même  de  ces  nombres  que  par  Tordre,  si  le  terme  con- 
sidéré est  un  terme  propre  (non  affecté  du  coefficient  zéro);  puis 
introduisons  une  fonction  3  définie  par  les  propriétés  suivantes  : 

3{x)  =  r,         pour  ar>o, 
3(a:)=—  I,     pour  2r<^o. 
3(o)  =0, 
3[xx)  =  3{a:)3(x). 

On  reconnaîtra  sans  difficulté  que  le  terme  considéré  pourra  s'é- 
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€rire 


n  ^^*.  X  ^  n  n  ("- -  "")  («-  -  *") 


b=zn  ?  =  *-! 


><n  n (**-*")  (**-*')• 


En  faisant  la  somme  de  tous  les  termes  analogues,  on  obtient  le 
déterminant.  Cette  sommation  peut  d'ailleurs  s'efTectuer  de  diverses 
manières  :  on  peut,  par  exemple,  regarder  le  déterminant  comme 
une  somme  /î"P*"  dont  les  termes  s'obtiendront  en  attribuant  sépa- 
rément, dans  la  formule  précédente,  aux  indices  m  toutes  les  va- 
leurs /ti,  hf^  .  k  • ,  /i^,  ou  aux  indices  y,  toutes  valeurs  /ti,  /r,,  • . . ,  Xr«', 
ou  encore  comme  le  résultat  de  deux  sommations  n"P^**  dont  les 
termes  s'obtiendront  en  attribuant  séparément,  dans  la  même  for- 
mule, les  valeurs  /ti,  A,,  .  •  • ,  /t.  et  les  valeurs  Ar,,  /ts,  « .  • ,  Atj,  aux 
indices  n  et  x.  Dans  ce  dernier  cas,  le  résultat  doit  être  divisé  par 
I  •  !i  •  3 .  ^ .  /z ,  car  chaque  terme  propre  du  déterminant  se  trouve 
évidemment  répété  ce  nombre  de  fois.  Il  est  à  peine  utile  d'ajouter 
que  les  propriétés  élémentaires  des  déterminants  résultent  immé- 
diatement de  ces  formules-,  de  même,  l'introduction  de  la  fonc- 
tion 3  et  des  produits  de  différences  d'indices  permet  à  M.  Schering 
de  donner  les  formules  au  moyen  desquelles  on  passe  d'un  déter- 
minant 

E(A,,   /la,    .  .  .,    /in  \   X|,    Â'i,   .  .  .,    /„) 

à  un  autre  déterminant 

E(lîi,  ïlî,    '  •  •  »  >1r  j  Xii    y-ii    •  •  .  %    x«]> 

où  les  indices 

ne  diilerent  respectivement  que  par  la  façon  dont  ils  sont  rangés 
des  indices 

la  convention 

3(o)  =  o 

permettra  même  d'étendre  ces  formules  au  cas  où  les  premiers  in- 
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dices,  étant  seulement  assujettis  à  être  pris  parmi  les  seconds,  ne 
sont  pas  tous  nécessairement  différents. 

A  la  somme  7i"p**,  qui  constitue  le  déterminant,  peut  être  substi^ 
tuée  une  somme  de  produits  de  sommes  y^P^«*  par  des  sommes 
n — v"P*«»  :  Tauteur  est  ainsi  conduit  à  des  formules  générales  qui 
donnent,  sous  diverses  formes,  la  décomposition  d'un  déterminant 
d'ordre  n  en  produits  de  mineurs  d'ordre  n  —  v  par  des  mineurs 
d'ordre  v;  ces  formules  se  généralisent  et  conduisent  à  la  décom- 
position d'un  déterminant  en  sommes  de  produits  de  trois  déter- 
minants mineurs,  etc. 

Le  cas  où  les  premiers  indices  ^i,  //f,  . .  • ,  A„  ont  les  mêmes  va- 
leurs que  les  seconds  /ti,  /ft,  .  • . ,  Ar»,  en  sorte  que  l'on  ait 

h\  =  hf     pour    1=1,2,  . . . ,  /i, 

conduit  à  des  conclusions  intéressantes. 

L'auteur  nomme  cycle  de  couples  d'indices  une  suite  de  couples 
d'indices  hetk  tels  que  le  premier  indice  de  chaque  couple  soit  égal 
au  second  indice  du  couple  précédent,  le  dernier  indice  du  dernier 
couple  étant  égal  au  premier  indice  du  premier  couple  ;  le  nombre 
de  couples  qui  entrent  dans  un  cycle  simple  est  Tordre  de  ce  cycle. 
Il  est  aisé  de  voir  qu'un  système  de  couples  de  valeurs 

OÙ  les  Y)  sont  différents  entre  eux,  ainsi  que  les  %,  mais  où  les  pre- 
miers nombres,  à  l'ordre  près,  ont  les  mêmes  valeurs  que  les  se- 
conds, peut,  en  rangeant  les  couples  convenablement,  être  décom- 
posé en  cycles  simples  dont  les  ordres  ont  une  somme  égale  à  n^ 
chaque  couple  entre  dans  un  seul  de  ces  cycles  ;  enfin  la  décompo- 
sition ne  peut  s'effectuer  que  d'une  seule  manière.  Le  signe  d'un 
terme  du  déterminant  est  -H  ou  — ,  selon  que  le  nombre  de  cycles 
simples  qui  composent  la  série  de  couples  d'indices  qui  le  caracté- 
risent est,  ou  non,  de  même  parité  que  l'ordre  du  déterminant,  ou 
encore  selon  que  le  nombre  de  cycles  d'ordre  pair  est  pair  ou 
impair. 

Ces  considérations  sont,  dans  le  Mémoire  de  M.  Schering,  appli* 
quées  avec  succès  aux  déterminants  symétriques  gauches. 

Si,  en  général,  on  considère  un  cycle  du  second  ordre,  chacun 
des  couples  qui  le  constitue  est  dit  itwerse  de  l'autre.  Il  est  clair  que, 
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si  dans  un  terme  quelconque  d'un  déterminant  on  remplace  chaque 
couple  d'indices  par  son  inverse,  on  obtiendra  un  terme  différent 
ou  non,  selon  que,  parmi  tous  les  cycles  dans  lesquels  on  peut  dé- 
composer la  série  de  couples  d'indices  qui  caractérise  ce  terme,  il 
y  aura,  ou  non,  un  cycle  au  moins  d'ordre  supérieur  au  second. 

Si  maintenant  on  suppose  que  le  déterminant  considéré  soit  sy- 
métrique gauche,  d'ordre  pair,  on  voit  aisément,  au  moyen  de  ce 
•[ui  précède,  que  les  seuls  termes  qui  ne  se  détruisent  pas  dans  le 
développement  du  déterminant  sont  ceux  où  les  cycles  dans  les- 
quels se  décompose  la  série  de  couples  d'indices  sont  tous  d'ordre 
pair. 

Une  dernière  considération,  celle  du  partage  d'un  cycle  d'ordre 
pair  en  deux  moitiés,  formées,  l'une  au  moyen  des  couples  qui, 
dans  le  cycle,  occupent  un  rang  impair,  l'autre  au  moyen  des 
couples  de  rang  pair,  moitiés  qui  sont  ainsi  composées  chacune 
d'éléments  tous  différents  entre  eux,  identiques,  à  l'ordre  près,  aux 
éléments  de  l'autre  moitié,  conduit  l'auteur  à  une  formule  dans 
laquelle  n'entrent  explicitement  que  les  termes  où  la  série  de 
couples  d'indices  se  décompose  en  cycles  d'ordre  pair,  et  lui  per- 
met enfin  de  mettre  le  déterminant  symétrique  gauche  sous  la 
forme  d'un  carré  parfait.  J.  T. 


MÉLANGES. 

QUELQUES  THÉORÈMES  NOUVEAUX  SUR  L'HTPOGTGLOÏDE 
A  TROIS  REBROUSSEMENTS; 

Par  m.  s.  KANTOR, 
à  Vienne. 

Dans  un  Mémoire  publié  dans  les  Sitzungsberichte  de  l'Aca- 
démie impériale  des  Sciences  de  Vienne  (numéro  de  juin  1878, 
IP  Section),  j'ai  essayé  de  déduire,  par  une  méthode  qui  n'avait  pas 
encore  été  employée,  les  propriétés  les  plus  essentielles  et  déjà  con- 
nues de  cette  courbe,  étudiée  avec  détail  d'abord  par  Steiner  et  en- 
suite par  Cremona.  A  l'aide  de  cette  méthode,  qui  repose  sur  des 
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théorèmes  susceptibles  d'une  grande  extension,  concernant  les 
groupes  de  points  de  la  circonférence  du  cercle,  j'ai  établi,  dans 
la  présente  Note,  un  certain  nombre  de  nouveaux  théorèmes  qui 
pourront,  je  crois,  offrir  assez  d'intérêt  pour  obtenir  une  place  dans 
le  Bulletin. 

Soient  HJ  l'hypocycloïde  en  question,  r  le  rayon  et  m  le  centre 
du  cercle  qui  lui  est  triplement  tangent. 

Le  segment  intercepté  par  la  courbe  elle-même  sur  une  tan- 
gente est  2  /'. 

1.  Si  d'un  point  I  du  plan  on  mène  les  trois  tangentes,  et 
que  t|,  <3)  t^  soient  les  segments  compris  entre  I  et  les  points  de 
contacty  on  aura 

,   /^  .  /\  .  /\ 

/f  sm  /)  ^3  =  fj  sm  /,  f  1  =r  /,  sin  f ^  t^ . 

2.  Un  triangle  quelconque  étant  circonscrit  à  H^,  /e  centre  de 
son  cercle  circonscrit  sera  à  la  même  distance  de  m  que  le 
point  de  concours  de  ses  trois  hauteurs. 

3.  Deux  triangles  circonscrits  à^\^  et  tels  que  les  côtés  de  l'un 
soient  respectivement  perpendiculaires  aux  côtés  de  l'autre,  au- 
ront le  même  point  de  concours  des  trois  hauteurs. 

4.  Si  Von  désigne  par  r^ ,  r^  les  rayons  des  cercles  circonscrits 
à  ces  deux  triangles,  on  aura  toujours 

rj  +  r;  =  4r'. 

6.  Les  troisièmes  tangentes  r',  t'',  t^',  menées  à  HJ  des  sommets 
d'un  triangle  circonscrit  t't"f^  sont  également  inclinées  sur  les 

côtés  opposés  du  triangle  t^  et  font  avec  eux  l'angle  arc  sin  —  • 
Elles  forment  un  triangle  semblable  à  t't^t'^'^  dont  le  cercle  cir- 
conscrit a  pour  rayon  — — ^  et  pour  centre  le  point  de  concours  des 
hauteurs  du  triangle  t. 

d6.   On  obtient  le  même  triangle  r,  en  partant  d'un  triangle  f, 
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dont  les  côtés  sont  des  tcuigentes  perpendiculaires  aux  côtés  du 
précédent. 

7.  Par  les  points  d'intersection  t't\  x"t'^^  x^^'t"\  si  nous  menons 
encore  des  tangentes  t\  ,  z\  ^  z'^  à  la  courbe,  ces  tangentes  forme^ 
ront  un  triangle  dont  les  angles  sont  les  doubles  ou  les  supplé* 
ments  des  doubles  de  ceux  du  triangle  £,  et  dont  le  rajron  du 
cercle  circonscrit  est  le  même  que  celui  du  triangle  t» 

8.  Soit  un  quadrilatère  t^  t^  t^  t^  circonscrit  à  la  courbe* 
La  droite  R  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  de  ce  quadri^ 
latère  est  parallèle  à  sa  tangente  opposée  (*),  et  située  à 
égale  distance  de  cette  tangente  et  de  l'axe  de  la  parabole  in^ 
scrite  au  quadrilatère* 

Dans  un  quadrilatère  quelconque,  les  centres  des  cercles  cir- 
conscrits aux  quatre  triangles  se  trouvent  eux-mêmes  sur  un  cercle. 
Soit  Sp,  le  centre  de  Thyperbole  équilatère  passant  par  ces  quatre 
points.  De  plus,  les  quatre  cercles  en  question  se  coupent  en  un 
point,  dit  le  point  de  Miquelàa  quadrilatère. 

Dans  un  pentagramme,  on  sait  que  les  cinq  points  de  Miquel  de 
ses  quadrilatères  sont  situés  sur  un  même  cercle,  le  cercle  de 
Miquel  du  pentagramme. 

9.  Le  cercle  de  Miquel  de  tout  pentagramme  circonscrit  à  H  J  dé- 
génère en  une  droite  {gf). 

10.  Soient  f|,  ^2,  ^3,  «4,  «s  d^^  tangentes  de  notre  courbe;  les 
points  S^  des  cinq  quadrilatères  t  sont  situés  sur  un  cercle  et  y 
déterminent  un  pentagone  dont  les  angles  sont  égaux  à  ceux  du 
pentagramme  t.  Sur  ce  cercle  est  situé  aussi  le  centre  de  la  sec- 
tion  conique  tangente  aux  cinq  t, 

il.  Le  produit  des  axes  de  cette  dernière  conique  est  égal  à 

V ''us ''i  « '"us ''i  3* ''ns ''l  4S ''îS* 'jSS ''î*B '*U J 

4^^ ' 


(*)  Foir  Crbhoka,  IntroâuzionCf  67,  Y,  où  est  défini  \q point  opposé  du  quadrilatère 
s€  réduisant  à  une  droite!  * 
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^i2Sî  ^424^  •  •  •  désignant  les  rayons  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  tit^t^^  t^t^t^^  .... 

Si  Ton  désigne  par  M  le  centre  du  cercle  mentionné  ci-dessus, 
qui  appartient  à  un  quadrilatère,  les  cinq  points  M  d*un  penta- 
gramme  seront  situés  sur  un  cercle,  que  nous  nommerons  M^. 

12.  La  droite  g^^  mentionnée  plus  haut  y  appartenant  à  £| . . .  ^s, 
passe  par  le  centre  de  M^.  Ce  centre  et  celui  du  cercle  des  S^  sont 
situés  sur  une  droite  passant  par  /n,  de  telle  sorte  que  la  distance 
de  m  au  premier  est  double  de  la  distance  de  m  au  second, 

13.  Les  tangentes  f  i , . . . ,  t^Jorment  par  leur  combinaison  dix 
triangles.  Les  intersections  dès  hauteurs  de  ceux-ci  sont  les  som* 
mets  d'un  pentagramme  complet ,  qui  jouit  de  propriétés  remar- 
quables. Ses  divers  quadrilatères  ont  des  droites  R  [voir  le 
n**8),  qui  sont  perpendiculaires  aux  cinquièmes  côtés  respectifs 
du  pentagramme.  Les  centres  des  cercles  circonscrits  à  tous  ses 
dix  triangles  sont  situés  sur  le  cercle  triplement  tangent  à  la 
courbe  H  J  donnée  et  qui  a  pour  centre  m.  Le  produit  des  axes  de 
la  conique  tangente  aux  cinq  côtés  de  ce  pentagramme  est  égal  à 

8  r*  ^cos  ti  f ,  ces  r  1  f  3  ces  /j  t^ . . ,  cos  f ,  t^  ces  t^  f  8  cos  ^4  f  J. 

La  conique  qui  touche  les  tangentes  £< ,  • .  • ,  ^5  de  H'  a  encore  une 
autre  tangente  commune  avec  H',  puisque  H]  est  de  la  troisième 
classe.  J'appellerai  cette  sixième  tangente  tangente  adjointe  des 
cinq  premières. 

14.  La  droite  g^  du  pentagramme  t  touche  également  la  co- 
nique inscrite,  et  est  parallèle  à  la  tangente  adjointe  du  penta- 
gramme. 

15.  Si,  avec  six  tangentes  de  HJ  onjorme  un  hexagramme  de 
Brianchon,  deux  triangles  complémeutaires  quelconques  de  cet 
hexagramme,  c'est-à-dire  deux  triangles  contenant  à  eux  deux 
les  six  côtés  de  la  figure,  auront  deux  cercles  circonscrits  d'égal 
rayon. 

16.  Soit  ti  . .  .ts  un  hexagramme  quelconque  circonscrit  à  H|  ; 
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les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  centres  des  divers  couples 
de  triangles  complémentaires  de  cet  hexagramme  concourent  en 
un  même  point,  qui  est  leur  milieu  commun. 

i  7.  Soient  ^1 , . . . ,  te  six  tangentes  quelconques  de  H  J  ^  les  centres 
des  six  coniques  tangentes  aux  droites  t,  prises  cinq  à  cinq,  sont 
situes  sur  un  cercle  et  forment  sur  ce  cercle  un  hexagone,  dont 
les  angles  sont  égaux  à  ceux  que  forment  entre  elles  les  droites  t. 
Le  centre  de  ce  cercle  est  le  point  d'intersection  des  six  cercles  S^ 
[voir  plus  haut),  et  son  rayon  est 

r  8in(fXi  -h  fx,  -f-  fxj  -t-  fX4-f-  fX5-h  fxe  ), 

fAi ,  (la, ... ,  fit  désignant  les  angles  que  font  les  t  avec  une  même 
tangente  de  rebroussement  de}\\. 

18.  A  cinq  quelconques  des  six  tangentes  t  correspond  une 
tangente  adjointe,  et  chacune  de  ces  tangentes  adjointes  fait  le 
même  angle  avec  la  sixième  tangente  t  correspondante. 

19.  Si  l'on  considère  dix  tangentes  de  notre  courbe,  les  tan^ 
gentes  adjointes  de  deux  pentagrammes  complémentaires  quel- 
conques se  coupent  sur  une  nouvelle  tangente  deH]^  qui  est  la 
TAUGEiiTE  ADJOINTE  du  décagrammc  (^  ). 

Etc.,  etc. 

20.  Tous  les  triangles  circonscrits  à  HJ  et  semblables  à  un 
triangle  donné  ont  les  centres  de  leurs  cercles  circonscrits  situés 
sur  un  cercle  de  centre  m  et  de  rayon  r\J  i  —  Scosai  cosaj  cosas, 
ai,  «2)  «s  étant  les  angles  du  triangle.  Sur  le  même  cercle  sont 
situées  aussi  les  intersections  de  hauteurs  de  tous  ces  triangles,  et 
leurs  droites  d'Euler  ent/eloppent  une  seconde  courbe  HJ,  située 
symétriquement,  par  rapport  à  m,  avec  la  courbe  donnée. 

Quelques  autres  théorèmes  sont  relatifs  aux  coniques  triplement 
tangentes  à  la  courbe. 


(*)  Le  théorème  eénéral  correspondant  se  trouve  dans  le  Mémoire  cité. 


Digitized  by 


Google 


MÉLANGES.  i4f 

21 .  Toutes  les  coniques  triplement  tangentes  (  *  )  sont  des  et-- 
lipses  V,  et  leurs  triangles  de  tangentes  communs  avec  HJ  ont 
tous  le  rayon  ar  [et  par  suite  le  plus  grand  rayon  que  puisse 
avoir  un  triangle  circonscrit  à  HJ  ). 

22.  I/un  point  du  plan  on  mène  trois  normales  à  la  courbe. 
Leurs  pieds  sont  les  points  de  contact  avec  HJ  d'une  ellipse  V, 
dont  le  centre  est  le  milieu  de  la  droite  P^- 

23.  Autour  d'un  point  quelconque  I  du  plan  comme  centre 
on  peut  décrire  une  ellipse  V  et  une  seule.  Les  demi-axes  de  cette 
ellipse  sont  r+h  et  r  —  A,  h  désignant  la  distance  du  point  I  au 
point  m. 

24.  Par  deux  points  du  plan  on  peut  faire  passer  neuf  ellipses 
[réelles  ou  imaginaires)  triplement  tangentes  à  HJ. 

25.  Toutes  les  ellipses  triplement  tangentes  V,  dont  les  centres 
remplissent  une  droite  g^  ont  un  point  commun.  Chacune  d'elles 
coupe  la  courbe  HJ  e/i  deux  points,  et  les  deux  tangentes  à  HJ 
menées  en  ces  points  ont  un  point  d'intersection;  tous  ces  points 
d'intersection  sont  eux-mêmes  situés  sur  une  ellipse  V.  Le  centre 
de  celle-ci  est  le  pôle  de  g  par  rapport  au  cercle  m^. 

De  plus  : 

26.  Parmi  les  coniques  qui  touchent  trois  tangentes  de  H]^  il 
Y  en  a  trois  qui  sont  osculatrices  à  la  courbe  en  un  autre  point. 
Les  trois  tangentes  aux  points  d'osculation  forment  un  triangle 
équilatéral  ayant  le  même  rayon  du  cercle  circonscrit  que  le 
triangle  formé  par  les  tangentes  données. 

Pour  termîner  cette  Note,  j'îndîqueraî  encore  quelques  lieux 
dont  la  recherche  me  paraît  être  le  premier  exemple  de  Tapplica- 
tion  des  méthodes  géométriques  à  des  problèmes  généraux,  relatifs 
à  des  courbes  d'ordres  supérieurs  (^). 


(')  Fo/r  Weth,  Géométrie  der  ràumlichen  Erzeugnisse,  p.  lo,  Note  C,  art,  III. 
(')  L'application  de  l'Analyse  à  ces  problèmes,  il  est  vrai,  a  été  déjà  indiquée, 
entre  autres  par  Lacroix,  et,  dans  le  Journal  de  ScMômUt'h,  t.  XIX,  par  M.  Enneper. 
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27.  En  chaque  point  de  HJ  il  existe  une  seiile  conique  {*) 
ayant  avec  la  courbe  un  contact  du  quatrième  ordre.  Je  trouve, 
pour  le  produit  des  axes  de  cette  conique,,  la  formule 

p  désignant  le  rayon  de  courbure  en  ce  point. 

28.  Les  centres  de  toutes  ces  coniques  ayant  un  contact  du  qua- 
trième ordre  avec  HJ  ont  pour  lieu  une  hypocycloïde  à  six  points 
de  rebroussement,  dont  trois  coïncident  avec  les  points  de  rebrous- 
sèment  de^^\. 

29.  Les  centres  de  toutes  les  coniques  qui  touchent  une  tangente 

donnée  t  de  la  courbe,  et  qui  ont  en  outre  avec  celle-ci,  en  un 

point  variable,  un  contact  du  troisième  ordre,  sont  situés  sur  une 

hypocycloïde  à  cinq  points  de  rebroussement,  qui  sont  situés  sur 

5 
un  cercle  de  rayon  -  r.  Le  centre  de  ce  cercle  ou  le  point  de 

concours  des  cinq  tangentes  de  rebroussement  est  le  point  milieu 
de  la  droite  ms^  s  étant  le  milieu  [^)  de  la  tangente  donnée. 

30.  En  un  point  V  de  la  courbe,  celle-ci  est  touchée  par  une 
infinité  de  coniques  ayant  un  contact  du  premier  ordre;  l^s 
centres  de  toutes  celles  qui  ont  avec  1A\  un  contact  du  second 
ordre  ont  pour  Heu  une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements, 
dont  le  cercle  a  pour  rayon  iir  et  pour  centre  le  milieu  de  la 
tangente  fixe  (en  P). 

31 .  Il  y  a,  de  plus,  une  infinité  de  coniques  ayant,  en  un  point 
P  rfe  HJ,  M»  contact  du  second  ordre  avec  cette  courbe;  le  lieu  des 
centres  de  celles  qui  touchent  encore  la  courbe  en  un  autre  point 
est  encore  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  (HJ),  dont 
le  point  de  symétrie  divise  extérieurement  la  droite  ms  {s  étant 


(*)  Pour  notre  courbe,  cette  conique  est  toujours  une  ellipse. 
(')  C'est  ainsi  que  Steiner  appelle  celui  des  points  d'intersection  de  r,  arec  le 
cercle  m*  par  lequel  ne  passe  pas  la  tangente  perpendiculaire  à  t^, 
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-/e  MILIEU  de  la  tangente  fixe  e/i  P)  dans  le  rapport  de  Zliy  et 
dont  les  sommets  sont  situés  sur  un  cercle  de  rayon  r. 

32.  Les  centres  de  toutes  les  coniques  qui  touchent  deux  tan- 
gentes données  de  H\  et  qui,  de  plus,  ont  avec  cette  cowbe  un 
contact  du  second  ordre  ont  pour  lieu  une  hypocjcloïde  à  quatre 
rebroussements,  dont  le  centre  est  le  point  milieu  de  la  distance 
des  MILIEUX  des  deux  tangentes  fixes,  et  dont  les  sommets  sont 

situés  sur  un  cercle  de  rayon  —  • 

33.  Les  centres  de  toutes  les  coniques  qui  touchent  trois  tan- 
gentes données  d'une  courbe  HJ  et  qui  touchent  encore  celle-ci  en 
un  autre  point  ont  pour  lieu  une  nouK^elle  courbe  HJ,  dont  les 

3r 
sommets  sont  situés  sur  un  cercle  de  rayon  —  et  dont  le  centre  est 

au  milieu  de  la  droite  qui  joint  m  au  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  des  trois  tangentes  données. 

Si  par  un  point  de  la  courbe  on  mène  une  parallèle  à  l'axe  de  la 
parabole  qui  a  en  ce  point  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la 
courbe,  on  peut,  avec  Cayley,  appeler  cette  droite  Vaxe  de  déifia- 
tion  (  '  )  pour  ce  point  de  la  courbe.  On  a  alors  ce  tbëorème  : 

34.  Les  axes  de  déi^iation  pour  tous  les  points  de  notre  courbeH^ 

eny^eloppent  une  épicjcloïde  à  six  rebroussements ,  ayant  pour 

centre  m,  et  dont  les  sommets  se   tr ouvrent  sur  un    cercle  de 

3r 
rayon  — • 

On  trouve  aussi  a  priori  que  cette  courbe  coïncide  avec  celle  du 
théorème  28. 

35-  Le  paramètre  de  la  parabole  y^  =  'ipx  ayant  en  P  un 
contact  du  troisième  ordre  est 

2/j  =  4''(sin3fA)*, 


(*)  Voir  aussi  Trakson,  Journal  de  Liouyille,  t.  VI,  18 jl. 
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fi  étant  l'angle  de  la  tangente  en  P  auec  une  des  tangentes  de  re- 
broussement, 

36.  Les  /oyers  des  paraboles  ayant  un  contact  du  troisième 
ordre  ont  pour  lieu  une  épicjcloïde  à  trois  points  de  rebrousse- 
ment,  lesquels  coïncident  as^ec  ceux  de  HJ. 


SUR  UN  NOUVEL  APPAREIL  A  LIGNE  DROITE  DE  M.  HART; 
Paa  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  les  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society 
(vol.  Vin,  p.  288),  M.  Hart,  qui  avait  déjà  trouvé  un  premier 
système  articulé  réalisant  avec  cinq  tiges  seulement  la  description 
mécanique  de  la  ligne  droite,  a  fait  connaître  une  nouvelle  solution 
du  même  problème  dans  laquelle  il  emploie  le  même  nombre  de 
tiges.  Le  nouvel   appareil   de  M.  Hart,  tout  à  fait   différent  du 

Fig.  I. 


premier,  nous  paraît  offrir  le  plus  grand  intérêt.  Récemment 
M.  Kempe  Ta  retrouvé,  en  étudiant  une  question  plus  générale 
sur  laquelle  nous  aurons  l'occasion  de  revenir  (  *  ).  Pour  le  moment, 
nous  nous  proposons  d'exposer  la  méthode  de  M.  Hart,  en  la  gêné- 

(*  )  A.-B.  Kempe,  On  conjugale  Four^piece  Linkages  {Proceedings  of  the  london  Ma* 
thematical  SocieCjr,  vol.  IX,  p.  t33,  n»  132). 
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ralisant  quelque  peu  et  en  mettant  en  évidence  quelques  consé- 
quences très-simples  des  résultais  obtenus  par  Tauteur 

Soit  ABCDP  un  pentagone  articulé  fixé  par  les  deux  sommets 
A  et  B.  Le  mouvement  de  cette  figure  dépend  de  deux  paramètres*, 
par  exemple,  on  peut  prendre  arbitrairement  les  angles  en  A  et 
on  B  ;  nous  achèverons  de  déterminer  ce  mouvement  par  la  condi- 
tion que  les  angles  en  C  et  en  D  soient  égaux.  Nous  allons  voir  que 
cette  condition,  qu'il  serait  difficile  de  réaliser  mécaniquement, 
peut  être  remplacée  par  celle-ci,  que  deux  points  H,  E  convena- 
blement choisis  sur  AD  et  sur  BC  soient  maintenus  à  une  distance 
constante  et  par  conséquent  reliés  par  une  tige  de  longueur  conve- 
nable. 

En  effet,  déterminons  un  point  H  sur  AD,  par  la  condition 

DH_PC 

pd""cb' 

Les  deux  triangles  PHD,  PCB,  ayant  les  angles  C  et  D  égaux  par 
hypothèse,  seront  semblables  ;  on  aura  donc 

DHPp       PH 

''^  pc~cb""pb' 

(  2  )  angle  HPD  =  angle  PBC. 

De  même,  déterminons  un  point  E  sur  BC  par  la  condition 

CE      PD 
PC~~AD* 

Les  deux  triangles  PDA,  PCE  seront  semblables,  et  Ton  aura 

CE_PC        PE 
^    ^  "PD~~AD  ~"  AP' 

(  4  )  angle  APD  =  angle  PEC. 

Je  vais  démontrer  que  les  points  H  et  E  sont  à  une  distance  inva- 
riable. Mais  auparavant  je  désignerai,  pour  plus  de  netteté,  par  des 
lettres  les  diûérents  segments  de  la  figure.  Posons 

AB  =  a,     AU  — h,     llBrzzb',     DP=:«/3, 
BE  =  f,      EC=rr',      CP  =  7. 
Bull,  des  Sciences  mathém,,  a'  Série,  t.  III.  (Avril  1879.)  Il 
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Les  égalités  (1)9  (3)  nous  donnent,  entre  ces  lignes,  les  relations 

d'où  Von  déduit 

Posons 

(5)  b'z=zbk,     c'=ck, 
on  aura 

(6)  py=:bck(l-{-k], 

et  des  égalités  (1)  et  (3)  on  déduira  aussi 

^'^  PB  ~"r(i4-A')'      PA"~A(i-hA)' 

Cela  posé,  en  vertu  des  équations  (a),  (4),  les  angles  APH,  BPE 
sont  égaux  comme  différences  d'angles  égaux,  et,  par  conséquent, 
les  angles  en  P  des  deux  triangles  HPE,  APB  sont  aussi  égaux.  On 
aura  donc,  en  désignant  par  P  leur  valeur  commune, 

HÊ*  =  PH*  H- PÊ*  —  2  PH . pi  cosP , 

ÂB*  =  PA  V  PB*— aPÂ .PB  cosP. 

En  éliminant  le  cosinus  inconnu  et  remplaçant  PH,  PE  par  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (7),  on  trouve 

— î       cy  —  bQ    I     r— *     ,/,;;;:*\       «'* 
HE  =  ITTi L\  (^yPA  —  ^|3PB  ) 


On  a  d'ailleurs,  dans  les  deux  triangles  APD,  BCP, 

AP*=(3'-4-A»(n-^)'— î^(i-h*)Pcos0, 

BP  =:7*-hc*(i  4- A:)*— 2c(i -h  A-jycos©, 

9  désignant  la  valeur  commune  des  angles  C  et  D.  Éliminant  0,  on 
trouve 

(8)  cyVK—  b^Ph*'=  [by  —  c^)bc(l  -^  k) 

el,  par  conséquent,  on  a 

^-t        [ey^bp][by-.cp)         an    ^ 
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HE  est  donc  constant,  comme  il  fallait  le  démontrer,  et,  en  dési- 
gnant par  d  sa  valeur,  on  a 

Ainsi,  l'on  pourra  produire  ce  mouvement  particulier  du  penta- 
gone articulé,  dans  lequel  les  angles  C  et  D  variables  sont  con- 
stamment égaux,  en  réunissant  les  deux  points  H  et  £  par  une  tige 
de  la  longueur  d  définie  par  Téquation  précédente. 

Mais  alors  Téquation  (8),  donnant  une  relation  entre  les  dis- 
tances du  point  P  aux  deux  points  fixes  A  et  B,  est  Téquation  du 
lieu  du  point  P;  ce  lieu  est,  en  général,  un  cercle  ayant  son  centre 
sur  la  droite  A6. 

Si  dans  l'équation  (8)  on  remplace  PA,  PB  en  fonction  de  PH, 
PE,  on  est  conduit  à  l'équation 

6|3PE^— cyPH*^:  bck(by'-cp), 

et  l'on  voit  que,  si  au  lieu  de  fixer  A  et  B  on  fixait  H  et  E,  le  lieu 
de  P  serait  encore  un  cercle  ayant  son  centre  sur  HE.  En  étudiant 
plus  complètement  cette  figure,  on  retrouverait  les  systèmes  de 
deux  quadrilatères  semblables  considérés  par  M.  Kempe  dans  le 
Mémoire  que  nous  avons  déjà  cité. 
Si  l'on  a 

(10)  cy  —  bp^ 

l'équation  (8)  deviendra 

PÂ'-Pb'=  -(H-A)(^^7~cl3), 

et  le  lieu  du  point  P  deviendra  une  droite  perpendiculaire  à  AB. 
C'est  le  résultat  signalé  d'abord  par  M.  Hart.  On  a  alors 


a}—d^ 


,  ^  acd  .,  bd}  ,         ,,  A«* 

(")  ^P^^^m^'      ^'--=-^— ^^      b^b'  = 


a*  —  d^  a^  —  d^ 


abd  ,  cd^ 


i^      c'  = 


ca^ 


-^      c  -h  c  = 


1 1. 
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Cette  remarquable  solution  laisse  donc  entièrement  arbitraires  les 
quatre  côtés  du  quadrilatère  articulé  ABEH.  Le  lieu  du  point  P  est 
alors  déiini  par  Téquation 


r-2      —2      ^î[è«_c« 


PA 


-2  O 

PB  = 


a*— ^/« 


On  voit  que,  si  la  théorie  est  un  peu  longue,  le  résultat  est  extrê- 
mement simple. 

Dans  cet  appareil,  le  mouvement  de  PD  est  celui  d'une  droite 
dont  un  point  D  décrit  un  cercle  pendant  qu'un  autre  point  P  décrit 
une  droite.  Cherchons  si  Ton  peut  disposer  des  dimensions  des 
différentes  tiges  de  telle  manière  que  tous  les  points  de  cette 
droite  décrivent  des  ellipses.  Il  faudra  pour  cela  :  i^  que  la  droite 
décrite  par  le  point  P  passe  en  A  -,  a®  que  PD  =  AD. 

En  exprimant  ces  deux  conditions,  on  trouve 


b^=ià^^d*,     ba  =  cd. 


et,  par  conséquent, 


bz=zd,     c^=a. 
Alors  l'appareil  offre  la  disposition  indiquée  sur  la  figure.  On  a 
AH=:HE,     AB  =  BE,     AD  =  DP,     PC  =  CE. 

Si  l'on  prolonge  DP  d'une  longueur  DQ  =  DP,  le  point  Q  décrit  la 

Fig.  a. 


droite  AB.  Le  mouvement  de   la  barre  PQ  est  donc  celui  d'une 
droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  glissent  sur  deux 
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droites  rectangulaires.  Tous  les  points  invariablement  liés  à  PQ  et 
d'où  Ton  voit  PQ  sous  un  angle  droit  décriront  des  droites  passant 
par  A.  Les  points  de  PQ  décrivent  des  ellipses. 

Les  collections  de  la  Faculté  des  Sciences  contiennent  un  très- 
beau  modèle  de  cet  appareil,  exécuté  par  M.  Bréguet.  Ce  modèle 
est  disposé  de  telle  manière,  qu'au  lieu  de  fixer  les  points  A,  B  on 
peut  fixer  les  points  P  et  D.  Alors  tous  les  points  de  la  droite  AB, 
devenue  mobile,  décrivent  des  limaçons  de  Pascal. 

L'ellipse  et  le  limaçon  de  Pascal  sont  donc  des  courbes  que  l'on 
peut  décrire,  comme  la  ligne  droite,  par  l'emploi  de  cinq  tiges  seule- 
ment. 

Voilà  donc  une  première  conséquence  des  recherches  de  M.  Ilart. 

Fip.  3. 


En  voici  une  seconde  que  nous  nous  contenterons  d'indiquer  en 
quelques  mots. 

Considérons  l'hexagone  articulé  ABDB'A'CA,  dont  les  points  A, 
B  sont  fixes.  Le  mouvement  de  cette  figure  dépend  de  trois  para- 
mètres. Achevons  de  le  déterminer  par  la  condition  que  les  angles 
C,  D  soient  égaux  et  que  A'B'  soit  parallèle  à  AB.  Je  dis  que 
ces  deux  conditions  peuvent  être  remplacées  par  celle-ci,  que 
deux  points  N  et  P  convenablement  choisis  sur  AC,  BD  soient  h 
une  distance  invariable  ainsi  que  deux  points  N'P'  pris  sur  A'C, 
B'D. 

En  effet,  menons,  par  A',  A'E  égale  et  parallèle  à  B'D,  puis  EK 
égale  et  parallèle  à  DB.  La  figure  A'EKAC  sera  un  pentagone 
identique  a  celui  dont  nous  avons  étudié  le  mouvement,  les  angles 
en  C  et  en  E  étant  égaux.  Il  y  aura  donc  deux  points  M  et  L  sur 
EK  et  ACqui  seront  à  une  distance  invariable.  Si  l'on  prolonge  AL 
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jusqu'en  P,  et  qu'on  mène  NP  parallèle  à  AL,  le  quadrilatère  JNPBA 
sera  homothétique  au  quadrilatère  AKLM.  On  aura  donc 

NP_AK_  AB~  A^B\ 
LM  "~  AB  ~"         AB        * 

NP  sera  donc  constant  comme  LM. 

Par  raison  de  symétrie,  ou  en  répétant  le  même  raisonnement, 
on  reconnaît  qu'il  y  a  de  même  deux  points  N',  P'  sur  A'C,  B'D  qui 
demeurent  à  une  distance  invariable,  en  sorte  que  le  mouvement 
de  l'hexagone  sera  déterminé  si  l'on  réunit  par  des  tiges  de 
longueurs  convenables  ces  couples  de  points  (N,  P),  (1\',P'). 

Du  reste,  si  les  proportions  des  côtés  de  l'hexagone  et  par  con- 
séquent celles  des  côtés  du  pentagone  A'CAKE  sont  convenable- 
ment choisies,  c'est-à*dire  si  l'on  a 

Â/C.CÂ=:B^.DB, 

le  point  A'  décrira  une  droite  perpendiculaire  à  AB  ^  il  en  sera 
de  même  de  tous  les  points  de  A^B'.  On  aura  donc  réalisé  le 
mouvement  d'une  droite  demeurant  toujours  horizontale  pendant 
que  tous  ses  points  décrivent  des  verticales  (*  ). 

Il  est  clair  que,  si  l'on  réunit  dans  l'espace  deux  appareils  égaux 
de  ce  genre,  situés  dans  deux  plans  verticaux  faisant  un  angle  quel- 
conque et  reliés  par  leurs  points  A'  de  telle  manière  que  les  deux 

(  *  )  Voici  quelles  sont  les  dimensions  des  différentes  tiges.  Posons. 

CA  =  ^,      DE  =  y,       AB  =  a, 
CA'=^',    DB'='/,    A'B'^tf'. 


On  devra  avoir 
et  l'on  trouvera 


/3/3'  =  7/. 


a  —  a'  •/  a  —  a  p  y 

a  —  a'  '/  a  —  a'  /3'  / 

Au  reste,  les  deux  quadrilatères  ABPN,  A'B'P'N'  sont  semblables,  les  côtés  homo- 
logues étant  AB  et  IS'P',  A'B'  et  NP,  A'N'  et  BP,  AN  et  B'P'.  Les  lignes  NP,  N'P 
sont  parallèles,  comme  AB  et  A'B'.  La  théorie  de  cette  figure  peut  également  se  rat- 
tacher aux  belles  recherches  de  M.  Kempe. 


Digitized  by 


Google 


A1ËLÂNGB8.  i5i 

points  A'  décriveot  la  même  droite,  les  deux  droites  A'B'  déter- 
mineront un  plan  horizontal  dont  tous  les  points  décriront  des 
verticales.  On  pourra  poser  une  table  sur  ces  droites,  et  Ton  aura 
ainsi  la  disposition,  la  plus  simple  connue,  permettant  de  réaliser 
un  mouvement  parallèle  dont  les  applications  sont  évidemment  très- 
variées. 


RECHERCHES  SUR  UN  STSTËHE  ARTICULE; 
Par  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  le  n**  133  des  Proceedings  of  the  London  Mathematical 
Society  (t.  IX,  p.  i33),  M.  Kempe  a  publié  des  recherches  très- 
intéressantes  sur  un  système  articulé  dont  voici  la  définition.  Con- 
sidérons deux  quadrilatères  articulés  MNPQ,  Mi  N,  V^  Qi  reliés  aux 
points  A,  B,  Cy  D  par  des.  tiges  de  longueur  invariable,  comme 
l'indique  \^fig.  i.  On  voit  que  la  figure  présentera  huit  triangles 

Fîg.   I. 


invariables,  savoir  les  quatre  triangles  MAN,  INBP,  PCQ,  QDM 
construits  sur  les  côtés  du  quadrilatère  MNPQ  et  les  quatre 
trianglesMi  ANi,NiBPi,  P|CQi,  Q|DM|  reliés  de  m<^me  aux  côtés 
du  quadrilatère  M|  N|  P|  Qi .  U  est  clair  qu'une  telle  figure  formera 
en  général  un  solide  invariable  et  qu'il  sera  impossible  de  la  dé- 
former. En  effet,  supposons  qu'on  parte  d'une  position  quelconque 
du  quadrilatère  articulé  MNPQ.  On  pourra  construire  les  points 
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A,  B,  C,  D,  qui  sont  à  des  distances  connues  de  deux  des  points 
M,  N,  P,  Q,  puis  les  points  M,,  N,,  P|,  Qi,  qui  sont  aussi  à  des 
distances  données  de  deux  des  points  A,  B,  C,  D  précédemment 
déterminés.  Les  points  M|,N|,  P|,  Q,  une  fois  connus,  il  restera 
a  exprimer  que  les  longueurs  M|N|,  N,P<,  Pi  Qn  Q«M,  ont  des 
valeurs  données,  ce  qui  conduit  à  quatre  équations.  Or,  quand  le 
quadrilatère  MNPQ  se  déforme,  on  ne  dispose  que  d'une  arbitraire, 
l'un  de  ses  angles.  Si  les  quatre  équations  auxquelles  on  est  ainsi 
conduit  sont  satisfaites  par  des  valeurs  convenables  de  cette  in- 
connue, on  pourra  construire  une  ou  plusieurs  positions  de  la 
figure;  mais,  si  Ton  veut  que  cette  figure  puisse  se  déformer,  il 
faudra  que  ces  équations  se  réduisent  toutes  à  des  identités. 

M.  Kempe  s'est  occupé  du  seul  cas  intéressant,  de  celui  où  les 
équations  sont  des  identités  et  où  par  conséquent  la  déformation  de 
la  figure  est  possible.  En  employant  une  méthode  très-ingénieuse, 
il  a  deviné  un  grand  nombre  de  solutions  d'un  problème  qui,  à 
priori,  pourrait  paraître  n'en  avoir  aucune.  Néanmoins,  il  m'a 
semblé  qu'il  serait  intéressant  de  résoudre  d'une  manière  complète 
la  question  proposée  par  M.  Kempe.  D'abord  la  solution  en  offre 
un  grand  intérêt,  et  elle  permet  de  rattacher  à  une  théorie  générale 
les  deux  seuls  appareils  connus,  dus  tous  les  deux  à  M.  Hart,  au 
moyen  desquels  on  peut  décrire  une  ligne  droite  en  employant 
cinq  tiges  seulement.  En  second  lieu,  le  problème  est  si  compliqué 
et  les  équations  qui  expriment  les  liaisons  des  différents  points  sont 
si  nombreuses,  qu'on  peut  espérer  de  trouver,  en  le  résolvant,  une 
méthode  propre  à  donner  la  solution  des  autres  problèmes 
généraux  qui  se  présentent  en  si  grand  nombre  dans  la  théorie  des 
systèmes  articulés. 

La  marche  que  j'ai  adoptée  repose  d'une  part  sur  l'emploi  des 
grandeurs  géométriques  dans  le  plan  et  sur  leur  expression  bien 
connue  au  moyen  d'une  variable  complexe,  et  d'autre  part  sur  les 
recherches  que  j'ai  publiées  récemment  et  d'après  lesquelles  la 
théorie  du  quadrilatère  articulé  est  identique  a  celle  d'une  cubique 
plane,  que  j'appellerai  cubique  associée  au  quadrilatère. 

Mais,  avant  de  commencer  ces  recherches  et  pour  les  rendre  plus 
faciles,  je  remarquerai  avec  M.  Kempe  une  espèce  de  symétrie  très- 
importante  que  présente  le  système  articulé.  On  peut  le  décom- 
poser de  trois  manières  différentes  en  deux  parties  ayant  la  même 
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relation.  Il  y  a  d'abord  la  décomposition  primitive  qui  dérive  de  la 
considération  des  deux  quadrilatères  articulés  M>iPQ,  INIi  N,  ?<  Q, . 
Les  deux  séries  de  quatre  triangles  sont  alors  rattachées  aux  points 
A,  B,  C,  D.  Mais  on  peut  substituer  aux  deux  quadrilatères  pri- 
mitifs les  deux  suivants,^QCQi  D  et  jV  B>  4  A,  et  Ton  aura  la  mèuie 
définition  de  la  figure  qu*avec  les  deux  premiers  quadrilatères.  Les 
triangles  QPC,  CP<Q4,Q<M<D,  D.MQ,  conslruits  sur  les  côtés 
dupremier,  devront  se  rattacher  par  leurs  sommets  1  ibrcs  P,  P^ ,  M| ,  M 
aux  triangles  NPB,  BP,  N, ,  X,  M,  A,  AMN,  construits  sur  les  côtés 
homologues  du  second  quadrilatère.  On  obtient  de  même  une 
troisième  définition  delà  figure  au  moyen  des  quadrilatères  PCP|  B 
etMDM,  A.Les  triangles  PQC,  CQ,  P,,  PiAiB,  BXP,  construits 
sur  les  côtés  du  premier,  devront  être  rattachés  par  les  sommets 
Q,  Q, ,  >', , N  aux  triangles MQD,  I)Q,  M, ,  M,  jN  ,  A ,  Ai\M,  construits 
sur  les  côtés  du  second.  Il  y  a  donc  six  quadrilatères  articulés,  con- 
jugués deux  à  deux,  qui  sont  indiqués  dans  le  Tableau  suivant,  leurs 
sommets  homologues  étant  rangés  dans  le  même  ordre  : 

M     N      P      Q.         Mi     N,     P,     Q„         A      P      C      D, 
M     D     M,     A,  P       C      Pi      B,  Q     Q,     N^     N, 

Q     C     Qj     D,  N       B      N,     A,  P     P,     M,     M. 

La  dernière  ligne  verticale  contient  les  quadrilatères  des  points 
d'attache  des  triangles. 

>ious  emploierons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  la  notion  des 
grandeurs  géométriques,  c'est-à-dire  que,  étant  donnés  deux  points 
A  et  B,  nous  désignerons  par  AB  la  grandeur  complexe  pe*",  où  p  est 
la  distance  des  deux  points  que  nous  désignerons  aussi  par  AB  ou 
gr.  AB,  et  Cl)  Tangle  que  fait  AB,  prise  dans  le  sens  AB,  avec  un  axe 
fixe  du  plan.  D'après  cela,  si  un  triangle  invariable  ABC  se  meut 
dans  son  plan,  les  trois  côtés  seront  représentés  par  les  expressions 

AB  z=z  ae"",     BC  —  a'  c"*,     CA  =  a'^c"*, 

où  o)  seul  est  variable  et  où  a,  r/,  a"  sont  des  constantes  complexes 
liées  par  Téquation 

a-\-  a'  -hû"  :=-o; 

si  Ton  prend  pour  a  la  longueur  de  AB,  w  sera  Taugle  de  AB  et  de 
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Taxe  fixe,  et  l'on  pourra  adopter  les  expressions 

(2)  AB  =  ae^\     AC  =  We%     CB  =  i?(i  —  <i')^-. 

On  aura  alors 


« 


(3)  ^  =  a'=ù^e^^. 
AB  AB 

L'aire  du  triangle  ABC  sera  donnée  par  la  formule 

(4)  aireABC=-a«(a'--a'), 

a'  désignant  la  quantité  conjuguée  de  a'.  Quand  af  sera  réel,  les 
trois  points  seront  en  ligne  droite.  Pour  abréger  Técriture,  nous 
désignerons  les  exponentielles  telles  quee'**  par  des  lettres  f,  u,  0  et 
nous  dirons  que  e'*  est  l'exponentielle  de  o).  Je  n'insiste  pas  sur 
toutes  ces  remarques  très-connues;  on  sait  que  la  considération  de 
ces  grandeurs  géométriques  constitue  la  méthode  des  équipollences 
de  M.  Bellavitis. 

Ces  remarques  préliminaires  étant  faites,  désignons  par  a,  &,  c,  d 
les  côtés  du  quadrilatère  articulé  MNPQ,  par  t^  tf^  f^  ^  les  expo- 
nentielles des  angles  qu'ils  forment  avec  l'axe  choisi.  Nous  aurons 
les  équations 

Iat  -h  h^  -h  cf  4-  df  ■=  o, 
a        b         <d 

Désignons  de  même  par  a^ ,  &| ,  c^ ,  d^  les  côtés  homologues  du  qua- 
drilatèreMi  N|  P,  Q,  et  par  w,  «',  m'',  u'^'les  exponentielles  des  angles 
qu'ils  forment  avec  Taxe.  Nous  aurons 

Ifl,  «  4-  ^(^t'  -h  f ,  u"  -h  d^  u^  =  o, 
— i — /-+-  —  +-«==0. 
u        u        u         ir 

Le  côté  MN  étant  représenté  par  af,  on  aura  de  môme,  en  désignant 
par  ci  une  constante  complexe, 
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Eu  étendant  ces  notations,  nous  poserons 

/  MA  =an't,  NB   z=  bb' t\ 

AN    =«(!  —  «')/,  BP     r=*(l  — 6')/', 

M,  A=  a^a\  «,  NjB  =  b^  b\  u\ 

ANj=a,(i-a'Jii,  BP,  =^(i  -  6'J«', 

PC    z=cc't%  DQ  =dd!ir, 

CQ   =rc(i  — c')/^  DM  =d[\^d!]tr, 

Pj  C  =  cj  t',  «f^,  Q,D  =  d^  d^  uT^ 

CQ,=^,(I-c'Ja^  DM,  r=^,  (i  -  <)«-. 

II  nous  reste  à  exprimer  toutes  les  liaisons  de  la  figure.  Pour  cela, 
il  suffira  évidemment  d'écrire  que  le  quadrilatère  ABCD  formé  par 
les  sommets  libres  des  triangles  liés  à  MNPQ  est  identique  au 
quadrilatère  analogue  formé  avec  les  sommets  libres  des  triangles 
liés  à  M,  N,  P|  Qi ,  ce  qui  donne  les  quatre  équations 


(8) 


a[x—(i]i-^bb't  =fl,{i  — fl'Ja  -4-*j^>'i=AB, 
t[x  —  b'Y  -4-  cet"  =  ^(i  —  b\)ii  -+-  cjc'j  «"  =  BC, 

j  C  (l  -  cY  -4-  dd^f:=  Cj  (l  -  é^)ur'^d,d^  U^zzz  CD, 

f  d{\-^d)f-\-aa!t  =d,[x-^d^)ur-^a^â^u  =DA, 


auxquelles  il  faudra  joindre  celles  qu'on  obtient  en  remplaçant  les 

imaginaires  parleurs  conjuguées.  -9  -  sont  les  conjuguées  de  £,  u\ 

si  nous  désignons  par  a',  |3',  ...  les  conjuguées  de  a',  U^  ...,  nous 
devrons  avoir 


/  "{^  -  «') 


M' 


/?,   I  —  a 


ii^^, 


!9"i 


t(.-.y)        ry'_&.(.-p'.)       c.y'. 
r(.-y')    .   rfr      .c.(i-7'.)    -    d,f. 


f 


+  -^  = 


l£ 


^-+- 


U 


En  tenant  compte  des  relations  (5)  et  (6),  les  équations  (8)  et  (9) 
(dont  la  somme  est  nulle)  se  réduisent  à  six  relations  distinctes. 
On  a  donc  en  tout  à  satisfaire  à  dix  équations  et  Ton  dispose  seule- 
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/'  u 

ment  de  sept  inconnues  -....,  v«î  dont  Tune  même  devra  rester 

arbitraire.  Il  faudra  donc  que  quatre  des  équations  soient  la  con- 
séquence des  six  autres.  Telle  est  la  question  dÂnalyse  à  laquelle 
le  problème  se  trouve  ramené. 

Les  équations  (5)  et  (6)  expriment  que  les  sommes  des  pro- 
jections sur  une  droite  quelconque  des  côtés  des  quadrilatères 
MNPQ,  M|N|  P|Qi  sont  nulles;  en  d'autres  termes,  elles  sont  la 
traduction  analytique  des  équations 

MN  -f-  NP  -h  PQ  H-  QM  =  o, 
Ml N,  -h  i\i  Pi  -I-  Pi  Qi  H-  Qi  M,  =  o. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  autres  équations  (8),  (9)  se  rat* 
tachent  de  la  même  manière  aux  quatre  autres  quadrilatères  du 
système  articulé.  Ainsi,  la  première  des  équations  (8)  jointe  à  sa 
conjuguée  exprime  ridenlité 

AN  4-  NB  4-  BNi  -hNi  A  =  o, 

qui  est  évidente  sur  \^fig>  i . 

Pour  abréger,  nous  désignerons  par  les  lettres  T  et  U  respective- 
ment les  quadrilatères  MNPQ,  M|N,P|Q|,  et  nous  appellerons 
aussi  cubique  T  et  cubique  U  les  deux  cubiques  associées  à  ces 
quadrilatères,  et  qui  sont  représentées  par  les  équations  (5)  et  (6), 
où  Ton  regarde  les  variables  t^  l!^  d'^  il"  et  w,  u',  u!'^  u!"  comme  les 
coordonnées  d'un  point  de  Tespace.  Je  vais  d'abord  énoncer 
quelques  lemmes  simples  sur  la  cubique  liée  à  un  quadrilatère. 


Dans  le  travail  auquel  j'ai  déjà  fait  allusion  (*  ),  j'ai  montré  que 
la  théorie  du  quadrilatère  articulé,  étant  tout  entière  contenue 
dans  les  deux  équations 

(10)  \  a       h       c        d 

I  -  -+-  -7  -+-  -/  H-  -i^  =  o. 


(*)  Voir  Bulletin^  p.  109  de  ce  tome. 


Digitized  by 


Google 


MÉLANGES.  167 

est  équivalente  à  celle  de  la  cubique  plane  représentée  par  ces 
équations.  Cette  cubique  est  indécomposable,  sauf  dans  le  cas  par- 
ticulier où  deux  des  côtés  a^b^  c^  d  sont  égaux  aux  deux  autres.  Si 
l'on  élimine  t"'  entre  les  équations  précédentes,  on  aura 

(i  1)  ûi.  f  p  H-  M  4-  ac  rp  Vj\  -f-  tr^i  4-  M  4.  a»4-  ^«  -t-  c«  —  ^*=:  o, 

et  il  résulte  de  là  cette  première  conséquence  : 

Tant  que  deux  côtés  du  quadrilatère  ne  seront  pas  égaux  aux 
deux  autres j  il  ne  pourra  exister  aucune  relation  d'un  degré  in- 
férieur au  troisième  entre  trois  des  quantités  t^  ^,  f^  t"\  ef ,  si  ton 
a  trouvée  une  telle  relation,  par  exemple  entre  t^  tf,  f^  elle  devra 
être  identique  à  l'équation  (11). 

Cette  proposition  ne  subsiste  plus  quand  la  cubique  est  décom- 
posable.  Supposons,  par  exemple,  que  ronaita==&,  c  =  d. 
L'équation  (11)  peut  s'écrire 

a[t  -^  t')^  t^  -^  e{t  -h  t')i/  -h  ci^-'it^  f)  =  o, 

et  elle  se  décompose,  le  facteur  ^  H-  ^  étant  mis  en  évidence.  Ce 
facteur  ne  sera  nul  que  si  le  quadrilatère  prend  ce  mouvement  par- 
ticulier dans  lequel  les  deux  côtés  égaux  ael  b  sont  parallèles  et  de 
sens  contraires.  Si  donc  ces  côtés  sont  opposés,  le  quadrilatère  sera 
un  parallélogramme.  S'ils  sont  adjacents  ils  coïncideront,  ainsi  que 
les  côtés  c  et  rf,  et  Ton  n'aura  plus  un  véritable  quadrilatère.  En 
laissant  de  côté  le  facteur  t  H-  «',  on  obtient  l'équation 

(  I^  )  û  (/  -h  ^)  /"-H  cW'  -h  c/'*  =  o, 

équivalente  à  la  suivante 

(i3)  tt'^-.i't", 

qui  correspond  au  mouvement  dans  lequel  le  quadrilatère  affecte  la 
forme,  soit  d'un  contre-parallélogramme  si  a  et  £  sont  deux  côtés 
opposés,  soit  d'un  quadrilatère  bî-isoscèle  si  a  et  &  sont  adjacents. 
II  y  a  alors  une  infinité  de  relations  du  troisième  degré  entre 
f,  f',  i".  Pour  les  (^tcnir,  il  suffira  évidemment  de  multiplier  le 
premier  membre  de  l'équation  (12)  par  un  polynôme  quelconque  du 
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premier  degré.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que,  parmi  toutes  ces  re- 
lations du  troisième  degré,  il  y  en  a  ujie  seule  de  la  forme 

c'est  la  relation  (12).  Il  y  en  a  aussi  une  seule  de  la  forme 

c'est  celle  qu'on  obtient  en  multipliant  par  t  —  t'  le  premier 
membre  de  l'équation  (la)  et  qui  est 

Il  suffit  évidemment  d'énoncer  ces  propositions,  dont  la  vérification 
est  immédiate. 

On  peut  ajouter  les  remarques  suivantes  :  si,  entre  des  imaginaires 
exponentielles  variables  de  module  i  ou,  si  l'on  veut,  des  exponen- 
tielles e***  d'angles,  que  nous  désignons  par  £,  u,  i/,  uPy  on  a  une  re- 
lation linéaire  de  la  forme 

cette  relation  doit  se  réduire  à  l'une  des  formes 

«  =  /r,    u  =  l't!y     .... 

En  effet,  en  remplaçant  les  imaginaires  par  leurs  conjuguées,  on 
déduit  de  la  relation  précédente 

I     ;     v     y 

ut  ^  e^  e'^        ' 
et,  en  multipliant  membre  à  membre, 

i =a -h /' V  4-, . .+ /v  ^  + /'>  - -4- . . . , 

r  t 

équation  qui  ne  peut  être  identique,  £,  ^,  t^'^  étant  quelconques,  que 
si  l'on  a 

ce  qui  exige  que  toutes  les  quantités  /  moins  une  soient  nulles. 
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Plus  généralement^  h  t^  l!^  t"^  i"  désignent  les  exponentielles 
des  angles  d*un  quadrilatère  articulé,  c  est-à-dire  sont  liées  par 
les  relations  (5),  toute  relation  de  la  forme 

u  =  it+ve  -{-rt^-^re', 

où  u  est  une  imaginaire  de  module  i ,  se  ramène  à  l'une  desjormes 

tt  =  ity   u=vt\   'u=i"tr,   u=irt^. 

Commençons  par  démontrer  cette  proposition  pour  le  quadri- 
latère à  cubique  indécomposable.  Il  suffira  de  considérer  la 
relation 

(i4)  u  =  it-^rt'-¥-rt'\ 

puisqu^on  peut  toujours  éliminer  tf"  au   moyen  de  la  première 
équation  (5). 

En  prenant  Téquation  conjuguée  de  l'équation  (14)9  on  aura 


et,  en  multipliant  membre  à  membre  pour  éliminer  u,  on  obtient  la 
relation 

(i5)  { 

à  tf  ^  f 

Si  cette  relation  est  identique,  il  faut  que  deux  des  quantités  /,  /^  V 
soient  nulles,  et  Ton  a  une  des  trois  formes 

«  =  //,     u  =  Vi\     u=lW; 

si  elle  n'a  pas  lieu  identiquement,  elle  doit  être  identique  k  l'équa- 
tion (i  i),  ce  qui  donne  les  relations 

IV  _v\  ^n"  __in  _i'Y  _  m' 

ab       ub        ac        ac         bc         bc 


et,  par  conséquent, 


a       c        b 
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et 

u  =  h[ai  4-  bt'  -f.  cr^)  =  —  /,r/r. 

La  proposition  est  donc  démontrée  pour  le  quadrilatère  général. 

Si  le  quadrilatère  est  un  parallélogramme,  elle  est  encore  vraie, 
car  alors  on  a,  par  exemple, 

f'=-t, 

et  par  suite 

a=(/  — r)r4-/V; 

t  et  t'  étant  indépendantes,  il  faut  que  cette  relation  se  ramène  â 
Tune  des  formes 

Enfin,  si  le  quadrilatère  est  tel  que  Ton  ait  a  =  i,  c  =  rf,  et  que 
t,  ^,  t'' vérifient  Téquation  de  la  conique  (12),  il  faudra  que  l'équa- 
tion (i5)  soit  identique  à  celle  de  la  conique  (12)  multipliée  par 
un  facteur  quelconque  du  premier  degré  ent^d^  tf^  : 

On  verra  facilement  que  p  est  nul,  et  il  restera  les  équations 

IV  =  an,      IV  =  en,      VY  =  cm, 
Vlzziam,     l''\=:cm,     ry=:cnj 
qui  donnent 

a        c        a  ' 

et  par  suite 

u  z=  h[at  -hat'  -^  ct^'}=  —  /ict^. 

Donc  la  proposition  est  établie  dans  tous  les  cas. 

Je  terminerai  ces  remarques  par  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  quadrilatère  articulé  dont  les  côtés  ont  pour 
exponentielles  t,  ^,  t"^  1!"^  si  l'on  a  trou\fé  par  un  moyen  quelconque 
une  relation  linéaire  non  identique  de  lajorme 

at -{-  bt'  -\- ct^  =  o, 

le  quadrilatère  est  un  parallélogramme. 

En  effet,  c'est  seulement  dans  le  cas  du  parallélogramme  qu'il 
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existe,  en  dehors  de  la  première  des  équations  (5),  une  relation 
linéaire  entre  les  variables  f ,  t\  t",  il" , 


IL 

Nous  commencerons  l'étude  du  problème  proposé  en  traitant 
complètement  le  cas  oùTun  des  six  quadrilatères  conjugués  est  un 
parallélogramme.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait 

fl  rrr  r,       b  z=  d. 

On  aura  alors  à  satisfaire  aux  équations 

1,(1  — b')t'-^  ac't  =h,[\  ^  b\]u'  ^  c,c\u\ 

—  fl(i  —  c')t  —  bd't!z=:c^(x  —  c\)u''-^dy^^or, 

—  6(1  — é^)r'-f-  «û'r  =rf,(i--^,)a*'-H/i,a,ii. 

Je  vais  d'abord  démontrer  que  le  quadrilatère  U  est  toujours,  comme 
le  quadrilatère  T,  un  parallélogramme. 

En  effet,  si  des  deux  premières  équations  on  peut  tirer  t,  t'^  ces 
quantités  seront  de  la  forme 

r  ou  /'  =  lu  -h  /'  II'  H-  Vu", 

et,  par  conséquent,  leurs  expressions  devront  contenir  un  seul 
terme. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  t  =  /m,  ^=  liJ".  Ces  va- 
leurs devant  satisfaire  à  la  première  équation,  on  aura,  en  les  sub- 
stituant, une  relation  entre  a,  u\  u!"  qui  ne  sera  pas  identique, 
puisque  le  coefficient  de  v!"  ne  sera  pas  nul.  Donc,  d'après  un  des 
lemmes  établis  précédemment,  le  quadrilatère  sera  un  parallélo- 
gramme. Le  raisonnement  peut  se  faire  de  même  pour  tous  le^ 
systèmes  possibles  de  valeurs  de  t  et  de  t'.  Donc,  dans  ce  cas,  la  pro- 
position est  établie. 

Si  des  deux  premières  équations  on  ne  peut  pas  tirer  t  et  t',  leur 
déterminant  étant   nul,   ou  pourra  les  éliminer  et  il  restera  une 
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relation  entre  u,  u\   uf'.   Donc  encore  le  quadrilatère  U  est  un 
parallélogramme . 
Faisant 

nous  aurons  à  satisfaire  aux  équations 


(i6) 


a{i  —  a')i  -^ùb't'z=      a^{i  —  a\)u  ^b^b\u\ 
—  «(i  —c')t  —bd!t'z=L-^a^[i  —  c\)u  —  bid\u\ 


{,  ^,  U,  u'  étant  d'ailleurs  des  exponentielles  absolument  indépen- 
dantes. 

Les  équations  précédentes  peuvent  être  satisfaites  de  deux 
manières  diflérentes.  Supposons  d'abord  que  de  deux  quelconques 
d'entre  elles,  on  ne  puisse  pas  tirer  f ,  t'.  Alors  elles  devront  se 
réduire  à  une  seule,  et,  en  exprimant  que  les  coefficients  des  variables 
sont  proportionnels,  on  obtiendra  sans  peine  les  relations 

Ia\  =  a\     b\z=zb\     c\=:c\     d!^=id'^ 
0     = ;)         a   =Z -r, 
I  —  a'  —  c'                  I  —  a!  —  c 

qui  donnent  une  première  solution;  i/,  jj  seront  définis  en  fonction 
de  t,  t^par  la  première  des  relations  (i6)  jointe  à  sa  conjuguée.  En 
posant 


V     ^=: 


I  —  a'  —  c'        '  I  —  a  —  Y 

ces  relations  prennent  la  forme 

Iat  -h  mbt'  z=  a^u  H-  A, mu\ 

On  voit  qu'à  un  système  de  valeurs  f,    t'  correspondent  deux 
systèmes  de  valeurs  pour  ^^,  u' . 

L'un  des  parallélogrammes  et  ses  quatre  triangles  sont  dessinés 
dans  la  ftg,  'à. 
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La  construclion  géométrique  n'offre  aucune  difficulté.  En  effet,  on 
a  ici 

BP  =  b{ï-'b')t\     ?C  =  ac'e, 

et  par  conséquent 

NB_BP 

AN  ~~  PC 

Cette  équation  exprime'  que  les  triangles  BPC,  BjN  A  sont  directe- 
ment semblables.  On  voit  donc  que  Ton  peut  construire  très-aisé- 


ment la  figure  en  commençant  par  le  quadrilatère  ABCD.  Les 
divers  triangles  CPB,  ANB,  AMD,  DQC  sont  directement  sem- 
blables, les  sommets  homologues  étant  rangés  dans  le  même  ordre 
dans  notre  manière  de  les  désigner.  Cette  première  solution  est 
celle  du  cas  V  de  M.  Kempe(page  i46  des  Proceedings). 

Revenons  aux  équations  (i6)  et  supposons  maintenant  que,  de 
deux  d'entre  elles,  on  puisse  tirer  les  valeurs  de  «,  t!  \  ces  valeurs 
seront  nécessairement  de  la  forme  suivante, 

ku-\-Bu, 

et  elles  devront,  comme  nous  l'avons  vu  (Lemme  I),  ne  contenir 
qu'un  terme.  11  faudra  donc  que  Ton  ait 

ou 

La  première  hypothèse  conduirait  à  la  solution  identique 
ai:=a,     b^r^  b,     nzzzt,     u'z=it'. 
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Examinons  la  seconde.  Nous  aurons,  en  exprimant  que  les  quatre 
équations  (i6)  sont  vérifiées, 

a[i-a')  =  b,b\h\  h[i^b')  =  -a,c\h, 

a[\-c')  =  b,d[,h\  h[i-d!)=z-a,a\h, 

,,     bd!  =za,[i--c\]h,  aa'=-~b^(i-^ir^)/i\ 

d'où  Ton  déduit  ' 


(^) 


*i  =  7" — :7 — 77' 


I  —  a' — c' 
I  -c' 


-7> 


I  —  a  —  c 


6.  =  J(.-a'-c'),      a,=  t^b'-^d-,). 


Ainsi,  dans  cette  deuxième  solution,  on  pourra  prendre  a\  h\  c',  d 

Fîg.  3. 


arbitrairement,  c'est-à-dire  construire  des  triangles  de  forme  quel- 
conque sur  les  côtés  du  parallélogramme  RINPQ  \  h  et  N  seront  alors 
définis  par  la  condition  que  les  valeurs  de  i«,  as  soient  réelles  et 
positives.  Si  Ton  a,  par  exemple, 

I  — a'— c'  =  p^", 

A',  qui  est  de  module  égala  i,  sera  e'*,  et  Ton  aura  ô|  =  ap- 
Remarquons  que  les  six  quadrilatères  sont  ici  des  parallélogrammes. 
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Les  équations  précédentes  donnent,  par  exemple,  AN|  -4-  BN  =  o, 
ce  qui  exprime  que  le  quadrilatère  AN|BN  est  un  parallélo- 
gramme . 

Le  système  entier  est  dessiné  dans  Isijig-  3.  Cette  solution  coïncide 
avec  le  cas  VI  de  M.  Kempe. 

Dans  la  suite,  nous  pourrons  donc  nous  dispenser  d'étudier  tous 
les  cas  où  un  seul  des  quadrilatères  conjugués  serait  un  parallélo- 
gramme . 

Ul. 

Nous  avons  maintenant  à  examiner  le  cas  général,  et  nous  allons 
chercher  les  conditions  qui  sont  nécessaires  pour  que  les  équations 
(5),  (6),  (8),  (9)  soient  satisfaites  par  une  infinité  de  systèmes 
des  valeurs  des  t  et  des  a. 

Remarquons  d'abord  que  ces  équations  peuvent  être  considérées, 
toutes  les  fois  que  le  mouvement  de  la  figure  est  possible,  comme 
établissant  une  correspondance  entre  le  point  («,  t^  t'',  /"^)  de  la 
cubique  T  liée  au  quadrilatère  T  et  le  point  (m,  u',  u",  u"')  de  la 
cubique  U  liée  au  quadrilatère  U.  Je  vais  d'abord  examiner  tous  les 
cas  où  cette  correspondance  est  uniforme,  c'csl-à-dire  où  à  un 
point  de  chacune  des  courbes  correspond  un  seul  point  de  l'autre. 
Je  montrerai  ensuite  que  tous  les  autres  cas  peuvent  être  ramenés 
a  celui-là. 

Considérons  la  cubique  T  représentée  par  les  équations  (5)  et 
coupons-la  par  les  coniques  variables  C  définies  par  les  équations 

ti!  =  \t^t^,     ai  +  bt'  -*-  ct^  -+-  dt"=  o  ; 

ces  coniques  rencontrent  la  cubique  en  quatre  points  fixes 

[t=o,     /^  =  o),     {^=0,     ^"=0). 
(^^=0,     f"=o),     {t'=o,     r=o), 

et  en  deux  points  variables. 

De  même,  si  l'on  coupe  la  cubique  U  par  les  coniques  D  repré- 
sentées par  les  équations 

uu'  =  u  u"u'^^     /ij  a  -f-  ^1  w'  -h  c,  «''  4-  f/,  u^  =z  o. 
les  coniques  D  couperont  la  cubique  U  seulement  en  deux  points 
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variables.  D'après  cela,  si  à  la  conique  C  coupant  la  cubique  T  en 
un  point  m  on  fait  correspondre  la  conique  D  coupant  U  au 
point  n  correspondant  à  m,  on  voit  qu^à  chaque  conique  C  corres- 
pondront au  plus  deux  coniques  D,  et  réciproquement.  On  aura  donc 
entre  \  qI  [i  une  relation  de  la  forme 

(17)      ( A>*  -+-  B)i  -*-  C)  f*«  -+-  (B'>»  4- D>  -h  E)  p  +  O»  -f-  £'>  4-  F  =  0. 

Cela  posé,  je  remarque  que,  en  vertu  des  relations  (9),  au  point 
(  ^  =  o,  i'=  o)  de  la  cubique  T  correspond  le  point  de  U  pour  lequel 
on  a 


si  Ton  prend  u  =  o  ou  u'=  o,  la  première  des  équations  (  8)  donne 
//=  o  ou  u  =  o.  On  ne  peut  donc  avoir  que  les  deux  points 

«  =  o,     a'  =  o,     ou     «"  =  0,     a*'=o. 

On  verra  de  même  que  les  deux  points  précédents  sont  les  seuls 
qui  puissent  correspondre  au  point  (/''=  o,  «"'=  o)  de  la  cubique  T. 
Comme  les  quatre  points  considérés  (t  =  o,  t'=  o) ,  (m = o,  u'=  o), . . . 
ne  sont  jamais  des  points  doubles  des  cubiques  sur  lesquelles  ils 
sont  situés^  à  chacun  d'eux  correspond  un  seul  point.  On  ne  peut 
donc  avoir  que  les  deux  modes  de  coi  re«pondance 

j    (/   =0,     /'=o),  [u     rrzo,    u'  =0), 

l'^J  (  (r"=o,  r  =  o),         («"  =  0,  «'«'  =  0), 

ou 

,      ^  I  ('  =0,  /'  =0),         (a'  =  o,  uT^o), 

'    ^^  \    (/''zzro,    r  =  o),  («  =  0,    a'    =0). 

Dans  le  premier  cas,  on  voit  que  toutes  les  fois  que  X  deviendra 
nul,  ce  qui  aura  lieu  seulement  pour  (^  =  o,  i'==  o),  il  en  sera  de 
même  de  jix,  et  réciproquement.  De  même,  X  et  /x  deviendront  inBnis 
en  même  temps. 

La  relation  (17)  doit  donc  donner  :  1°  deux  valeurs  nulles  de 
^  pour  X  =  o,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 

E  =:  o,     F  =  o; 
tP  deux  valeurs  nulles  de  X  pour  ,a  =  o,  ce  ([ui  donne 
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S*'  deux  valeurs  infiuics  de  [i  pour  la  valeur  00  de  X,  ce  qui  donne 

A  =  o,     B'  =  o  ; 

4**  deux  valeurs  infinies  de  X  pour  la  valeur  oo  de  |x,  ce  qui  donne 

enfin 

B  =  o. 

Elle  prend  donc  la  forme 

Cft«-4-DVH-C'X»  =  o 
OU  plus  simplement 

Le  même  raisonnement,  appliqué  au  cas  où  la  correspondance  est 
établie  par  les  formules  (19),  nous  donnera 

On  aura  donc  la  formule  unique 
€  désignant  db  1 ,  ou 

On  établirait   aisément  que  h^   doit   être   égal   à -h  1  ;  mais  cela 
résultera  aussi  de  la  suite  du  raisonnement. 

Par  une  méthode  identique  à  la  précédente  on  établira  de  même 
les  équations 

Nous  allons  d'abord  montrer  que  ces  équations,  établies  en  sup- 
posant les  cubiques  T  et  U  indécomposables,  subsistent  dans  tous 
\e%  cas. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ait  a=  b^c  =  d.ljH  cubique  T 
se  décomposera  en  une  droite  et  en  la  conique  T',  dont  les  équations 
sont 

tf  =  t^'i^,     at  H-  a^-f-  cr"4-  cf=^  o. 

Nous  pouvons  rejeter  la  droite,  puisqu'à  ses  diilérents  points  cor- 
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respond  le  mouvement  dans  lequel  le  quadrilatère  demeure  un 
parallélogramme,  et  ce  cas  a  été  déjà  examiné  ^  f,  £',  t!'^  f  vérifieront 
donc  les  équations  précédentes.  Je  dis  que  la  cubique  U  se  décom- 
pose aussi.  En  eflet,  si  elle  ne  se  décomposait  pas,  m,  i/,  u^,  i/^' 
pourraient  prendre  toutes  les  valeurs  qui  correspondent  aux  points 
de  cette  cubique,  et,  en  particulier,  au  point  (  u  =  o,  w'=  o)  devrait 
correspondre  un  point  de  la  conique  précédente  'F.  Or  cela  n'a  pas 
lieu,  car  nous  avons  vu  qu'au  point  (iz  =  o,  u'  =  o)  ne  peut  cor- 
respondre que  l'un  des  deux  points  (f  =:  o,«'=o),  [t"  =z  o,t"'=o), 
et  aucun  de  ces  points  ne  se  trouve  sur  la  conique  T'.  Ce  raisonne- 
ment, qui  s' applique  du  reste  au  cas  oà  la  correspondance  ces- 
serait d'être  uniforme,  montre  donc  que  la  cubique  U  se  décompose 
aussi  en  une  droite  et  en  une  conique.  La  droite  peut  être  rejetée, 
puisque  le  quadrilatère  U  ne  peut  être  un  parallélogramme.  U  reste 
donc  à  prendre  la  conique,  qui  doit  être  représentée  par  une  des 
trois  équations 

tftt'=  u^tj^^     uu"=i  uu'"j     uu'"=i  u'u".  . 

Les  deux  dernières  doivent  être  rejetées,  car  les  coniques  corres- 
pondantes passeraient  par  le  point  (u  =  o,  u'  =  o),  ce  que  nous  ve- 
nons de  démontrer  être  impossible.  Il  reste  donc  la  conique 


On  voit  que  Ton  aura  encore  l'équation  (20) 

et  il  est  aisé  de  reconnaître,  en  appliquant  à  ce  cas  particulier  la 
méthode  générale,  que  les  équations  (21)  subsistent  encore  ici. 

En  résumé,  les  équations  (20),  (21)  ont  lieu  dans  tous  les  cas 
de  correspondance  uniforme. 

Résolvons-les,  en  faisant  successivement  toutes  les  hypothèses 
sur  Cl ,  62,  £8-  Nous  aurons  les  solutions  suivantes  : 

t=ipBu\  l    tmOpu'^^, 

fil        { 
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(111)     <  ^  IV      {  ^     ' 

\      I     \   t'^=^Ofu\  ]  ^"=¥'''''^ 

où  0  est  une  variable  auxiliaire,  p,  p',  p'^,  p'^  des  constantes  incon- 
nues \  t  désigne  toujours  =h  i .  Le  système  IV  se  déduit  du  système  II 
par  une  permutation  circulaire.  Il  reste  donc  seulement  trois  sys- 
tèmes de  solutions  à  examiner,  chacun  se  décomposant  en  deux. 
J'indique  d'abord  des  propriétés  communes  de  toutes  les  solutions. 
Considérons,  par  exemple,  le  premier  système  de  solutions.  De 
l'équation 

at  -f-  ht'  +  et"  -f-  cW  =  o 
on  déduit 

apu^-h  bp' u''-+-  cp" u^'-h  dp"' u'^*=^  o. 

Or,  entre  les  quantités  a*  il  ne  peut  exister  d'autre  relation  li- 
néaire que 

ai  «•  -f-  bi  u"  -f-  q  a"'  -+■  di  «'*"=  o. 

On  a  donc 

«i  __  ^  __  ^  __  ^,  ^ 

ap       bp'       cp"        dp" 

En  employant  de  même  l'équation 

a        b        c         d 

on  aura 

et,  par  conséquent,  on  doit  avoir 

t         a         m        ^\         ^*\        ^t         ^1  _  / 

P  =  f>=P=P»     7  =  7  =  7=;^-^ 

A'  étant  un  nombre  positif. 

La  présence  de  l'arbitraire  0  dans  les  formules  permet  de  rem- 
placer toutes  les  quantités  p  par  i ,  et  l'on  a  les  formules  définitives 

(i;  uzz,Bt\     H'=zBt'\     ii'*z=z^t"\     a*'— ôr*'*, 
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0  étant  évidemment  de  module  égal  à  i ,  comme  quolient  de  deux 
quantités  de  module  i .  On  a,  de  plus, 

(I)  ûj  = /a,     bi=:Ab^     Cx  =  Ac,     di  =  Ad, 

En  d'autres  termes,  les  deux  quadrilatères  correspondants  sont 
directement  ou  inversement  semblables^  suiv^ant  que  c  =  4- 1  ou 
e  =  —  I. 

Les  mêmes  conclusions  s'appliquent  aux  deux  autres  systèmes, 
pour  lesquels  on  aura 

(  u  =  Bt^\     u'  =  $i''',     u''  =  Bl!\     w*'  =  Ô/*, 

(H) 

f  flj  rz:  fsd^         bx  =  /c,  Cj  =:  kb^        d^  =  /-fl, 

f  ûi  =  Arc,        by  =  hd^        c^  =  ka^        d^  =  kb. 
Nous  allons  examiner  successivement  les  diverses  solutions. 


IV. 

Je  commence  par  le  système  I  et  je  suppose  d'abord  e  =  1 .  On  a 
alors 

tt=ôr,      u'  =  Be,     ur=^f,     u*=Bt^^ 
Oy  =.  ka^      by  =  kby       c,  =  /-c,       dy  z=  Ad. 

Les  équations  à  vériGer  sont 

b(i^b')f^cc't''  =  ke[bii--b\)i'-^cc\t^l 

(12]  l 

^    '        ^  c[i  —  c')t''-\'dd:i^=k$[c[i'^c\)t^-{-dJyt^], 

d{ï  — rf')r-'-h  aa't  =  kQ[d{i  —  ^jr -+-««;/]. 

Si  entre  les  deux  premières  on  élimine  /r 9,  on  est  conduit  à  la  rela- 
tion 

labtf[(^-a'){j-b\)~[,-a\){,-b')] 
(23)  +actf[{i-a')c\-{i-a\)c'] 

{       +b*{b'-  b\ ) f"  +  bcft" [b'c\  —  c'b\ )  =  o. 

Si  la  cubique  T  est  indécomposable,  ccttc-rclalion,  étant  du  second 
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degré,  devra  être  une  identité.  On  aura  donc 

et  par  suite 

La  première  des  équations  (2a)  donne  alors 

*     X-0=1      ou      Arzil,       ©=:l. 

C'est  une  solution  identique-,  les  deux  quadrilatères  coïncident. 

La  même  conclusion  subsisterait  si  la  cubique  T  se  décomposait 
et  était  remplacée  par  la  conique 

car  alors  la  relation  entre  £,  t',  l!'  serait 

at  -^r  a^  '\-  cf  -^r  c  -jf  —O, 

et,  comme  cette  équation  ne  contient  pas  de  terme  en  f'^,  la  rela- 
tion (23)  doit  encore  avoir  lieu  identiquement. 
La  conclusion  est  la  même  si  Ton  a  la  conique 

ce  cas  se  ramenant  au  précédent  par  une  permutation  circulaire. 
Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  Ton  a 

r/=/'r,     a  =  c,     b=zd, 

c'est-à-dire  où  le  quadrilatère  T  et  par  conséquent  le  quadrilatère  U 
sont  des  contre -parallélogrammes. 
La  relation  entre  t,  f',  t",  1!"  est  alors 

an'  -f-  ô/'«  -4-  afd  -4-  htf  =  o, 

et,  en  écrivant  qu'elle  est  identique  à  la  relation  (23),  on  aura 

I  /,î(|-a')[i  — i^'J  — />»«(i-a;)(i-^') 

(         -  b^{b'  -  b\'  -:  b''[b'<.\  ~  b\c'\ 
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d'où  résultent  d'abord  les  deux  relations,  ne  contenant  ni  a  ni  b^ 


*'. 


I  —  b'        1  —  b\         1  —  c'        1  —  c\ 
auxquelles  on  peut  joindre,  par  une  permutation  circulaire, 


c\  d!     _     J, 


Si  Ton  désigne  par  m,  /z,  p^  r  les  valeurs  commune^  des  rapports 
égaux,  on  aura 

a'  -h  mb*  =:  A/i,     û',  -h  mb\  =  /w, 

dP  -^  ra'  z=z  r,        rf'^  -h  ra'j  =  r; 

si  Ton  considérait  m,  ti,  p^  r  comme  donnés,  ces  équations  déter- 
mineraient a',  b\  (/,  d^  et,  par  suite,  on  aura 

tant  que  leur  déterminant  ne  sera  pas  nul.  La  solution  précédente 
devant  être  écartée,  il  faut  que  les  quatre  équations  (  aS)  se  rédui- 
sent à  trois,  ce  qui  donne  les  deux  conditions 

mnpr  =  i ,      i  —  m  -h  mn  —  mnp  =  o. 
On  aura 

, ,        m  —  a!         .       nm  —  m-^  a!         ^  , 

U  z=i 9      c  •=. 9      d -zur — ta  y 

m  mn 

et  de  même  pour  J',,  c\^  d^^  et  ces  valeurs,  portées  dans  celle 
des  équations  (  ^4  )  qui  n'a  pas  été  employée,  donneront 

et  par  suite 

En  résumé;  les  équations  (a5),  jointes  au  groupe 
6*  =  a}  mpy 


(26) 

'  rt'  =  ô*/ïr,      I  —  m  -{-  mn  —  mnp  =  o, 
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suffisent  à  exprimer  que  les  quatre  équations  (2a)  qu'il  s'agit  de 
vérifier  se  réduisent  à  une  seule,  la  première,  par  exemple,  qui 
donnera  kO.  H  reste  à  écrire  que  le  module  de  la  valeur  de  A^S 
fournie  par  cette  équation  est  constant  et  égal  kk.  A  cet  effet, 
nous  associerons  à  la  première  équation  (22)  sa  conjuguée 


7 — "*■  — --4 ^ —     ~I 


et  nous  multiplierons  membre  à  membre.  Nous  aurons  ainsi 

«f  (,  _  «»  )  (i  —  a')  +  6»*' jS'  =  *»a»(  I  —  «',)(!  -  «',)  +  An*b\^^ 

Cette  équation  devant  être  satisfaite  identiquement,  nous  aurons 

,.  ■■y('-«')_p'('-«') 

«»(i  — «')(!-«') +  6»*' i3'=A»[fl«(i -a',)  (i -«',)  +  *»  J'^p-J. 

En  remplaçant  k*  par  sa  valeur,  on  ramène  cette  dernière  équa- 
tion à  la  forme 

[a»(,-a')(,_«',)-i'J'P'.][6'(,-a'.)-i',(,-«')]=o. 

Le  second  facteur,  égalé  à  zéro,  conduit  «ncore  à  la  solution 
identique 

a'  =  a\y     b'z=b\,     c'=zc\,     d'zzziT,, 

k  moins  que  l'on  n'ait 

«'-f-6'— 1=0. 

Mais  alors  le  premier  est  nul,  on  le  reconnaîtra  aisément.  Il  suf- 
fit donc  de  poser 

a«{i-^)(,-.«;)-ô«ô'l3',  =  o, 

1  ^' 

ou,  en  remplaçant  -^  par  m;?, 


I  — c' 
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En  réunissant  tous  les  éléments  de  la  solution,  on  a 


(O 


b*  =  a*  mp^ 
a^  =  b*nr^ 
a'  -f-  mb'  =  ;?/, 
b'  4-  ne  =  /î, 
c'  -4-  pd!  =p, 
d!  -h  ra'  =  r, 
,  _  m{pm  —  î)  -f-  /7/a'(i  —  Tf) 

^1  — ; — Tt ^ — » 

*  pm  —  /w  -4-  a  (  w  —  TT  ) 

fl*  /îw  —  |x-f-«'(|!x  —  p\  TTti  —  m-ha'(/7i  —  tt) 

Al     Yî  ^-— — —    j 

o'  ^  —  I  m  —  1 

fx,  n  désignant  les  quantités  conjuguées  de  m,  p. 


I  —  /w  -h  /««  —  /w/î/>  m  o, 
b\  -h  /jc\  =  /?, 


En  résumé,  quand  a  et  b  sont  donnés,  m  et  af  ou,  si  l'on  veut, 
a\  i'  peuvent  être  pris  arbitrairement.  Toutes  les  autres  quantités 
sont  déterminées. 

Les  six  quadrilatères  du  système  sont  tous  des  contre-parallélo- 
grammes ^  ^Sijig.  4  représente  le  système  articulé  dans  le  cas  où  les 
triangles  construits  sur  les  côtés  se  réduisent  à  des  droites.  Ce  cas 
est  nouveau. 
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Examinons  maintenant  la  deuxième  solution  du  premier  système  : 

On  devra  avoir  les  équations 

6(,  _*'),'  + ce',*  =>K»  [^liizJil  +  ^^], 

Éliminons  Ad  entre  les  deux  premières  équations.  Nous  aurons 

Supposons  d'abord  la  cubique  T  indécomposable. 

L'équation  précédente  devra  être  identique  à  la  relation  (11). 
Les  relations  d'identification,  jointes  à  celles  qu'on  en  déduit  par 
les  permutations  circulaires,  nous  donnent 

y  =  d'  =  x-a\  b\  =  J^  =  x-^d,, 

a'  -h  «,  —  Srt'flj  =:  o, 

fl«H_c«—  b'^  —  d'^o,      /«=(?.«'— i)(2«'—i). 

Le  quadrilatère  T  a  donc  ses  diagonales  rectangulaires.  Les 
triangles  MDQ,  PCQ,  PBN,  MAN  sont  directement  semblables,  et 
le  quadrilatère  ABCD  est  un  parallélogramme  dont  les  côtés  ont 
pour  expressions 

CD  =  (  I  —  «'  )  ( Lt"  4-  dt!%     DA  =  «'  ( di'"^  at). 
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On  voit  que  AB,  BC  sont  proportionnels  aux  diagonales  du  qua— 
drilatère  T  et  font  avec  elles  un  angle  constant.  L'angle  du  parallé- 
logramme est  donc  constant.  Les  autres  quadrilatères  conjugues 
sont  tous  bi-isoscèlcs.  Le  cas  où  les  huit  triangles  se  réduisent  à  des 
droites  est  représenté  dans  \^fig'  5. 

Cette  figure  montre  clairement  qu'à  chaque  position  de  l'un  des 
quadrilatères  autres  que  T  et  U  correspondent  deux  positions  de 
l'autre.  Par  exemple,  au  quadrilatère  MDM<  A  correspondent  les 

Fifj.  5. 


deux  positions  de  PCPiD,  symétriques  par  rapport  à  la  dia- 
gonale QN. 

Cette  solution  correspond  au  cas  IV  de  M.  Kempe. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  la  cubique  T  indécom- 
posable. Admettons  maintenant  qu'elle  se  décompose  et  soit  rem- 
placée par  une  conique. 

Si  l'on  aa  =  5,c=r/et  par  conséquent 

la  première  et  la  troisième  des  équations  (^7),  divisées  l'une  par 
l'autre,  nous  donnent 

t     f 
c'est-à-dire  une  relation  entre  ^»  -5?*  Or,  la  seule  relation  exisUnt 
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entre  ces  variables  est 

tt'         "~         l'^t!" 
Cette  équation  oe  peut  pas  être  satisfaite  par  une  expression 
de  -;  telle  qu'on  la  déduirait  de  la  formule  précédente.  On  doit 
donc  avoir 


«(•-'^)_''('-«i)_'^('-<^) 

(>-'', 

'", 

bb\                bb'                dcf^ 

~     dd 

1 

et 

alors  la 

première  des  équations  (  27  )  nous 
~         bb\ 

donne 

on 

a  donc 

OU,  d'après  les  formules  (7), 

AN  -t-  BN,  =  o. 

LfC  quadrilatère  ANB]\|  est  donc  un  parallélogramme,  et  nous 
rentrons  dans  un  cas  examiné. 

Les  mêmes  conclusions  s'appliqueraient  au  cas  où  a  =  c/,  &  =  c*, 
qui  se  déduit  du  précédent  par  une  permutation  circulaire. 

Examinons  enfin  l'hypothèse  a  =  c,  &  ==  cf,  pour  laquelle  on  a 

ou 

(a8)  [at'  -H  bt"]t'\-  [af-\-  bey  =  o. 

En  divisant  la  première  des  équations  (27)  par  la  seconde  et 
remplaçant  t  par  sa  valeur  tiréede  l'équation  précédente,  on  obtient 
Téquation 

\bb'[at!-^bt")'-a[\—a!][af-^bi)\t' 

\ae^bt!']\b{\-^yy^cc'f\ 
_flby,[at"^be)'^a[\-^(iy[ae^bf\\ 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  i*  Série,  t.  III.  (Avril  1879.)  l3 
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t' 
Cette  équation  devant  être  vérifiée  quel  que  soit  le  rapport  -^>  on 

obtient  faciieuicnt  les  conditions 

c  =  a\  c\  =  a\  =  a\ 

b'z=zir=  I  —  a\     b\  =  rf;  —  /f. 

La  première  des  équations  (27)  donne  alors 

_       [at^be)tt' 
at'  -4-  bt 
d'où  résulte 

et  par  suite 

tt  =  — r^,     u"=i  —  t,     «'  =  —£'*',     uT^zi—e. 

Je  n'insiste  pas  sur  cette  solution,  qui  sera  retrouvée  plus  loin  sous 
une  forme  plus  générale. 


Examinons  maintenant  les  solutions  du  système  II  et  d'abord 

rt,  :=.  kd^      bi  =  Xc,        c,  =  kb^       d^  ■==.  ka\ 


on  devra  avoir  les  équations 


a[x^a']t  ^  bb't'  =:  kB[d[\  -^  d^]tr-{-cb\f], 
b[i  -  b')e-^cc't"  =  k${c  (i  —  b\)t''-^-  bc\tf], 
c(,  —  c')e'^  dd'f=i  k^\b[x  —  c^Y  4-  ad[^t\ 
d[i  —  d!)f^aa!t  =  k^\a[\  —  d\)t  -^dd/'\ 


Divisons  la  seconde  de  ces  équations  par  la  quatrième;  nous  au* 
rons 

d[x-^d')i"^aa!t^  a[\  —  dl)t^dd^f^ 
C'est  une  relation  entre  -^  et  —  qui  doit  être  satisfaite  identique- 


Digitized  by 


Google 


MÉLANGES.  179 

ment  toutes  les  fois  que  la  cubique  est  indécomposable.  On  a  donc 

l^h'  _       r\  i  —  rr  _       a\ 

c  I  —  b\  a'  I  —  r/'j 

et  alors  la  seconde  des  équations  (29)  donne 

'•'1 
On  a,  en  vertu  des  formules  (7), 

BP4-CPi  =  o. 

L'un  des  quadrilatères  conjugués  est  encore  un  parallélogramme 
et  nous  pouvons  nous  dispenser  de  continuer. 

Supposons  la  cubique  décomposable. 

Si  Ton  a  w'"  =  tV,  la  méthode  précédente  s'applique  sans  modifi- 
cation et  conduit  aux  mêmes  conclusions. 

Si  l'on  a 

a=.c,  b  =  d    et     u"=it't!^, 

la  première  et  la  deuxième  équation  (29),  divisées  membre  à 
membre,  donnent,  après  la  substitution  des  valeurs  de  l"y  t'"y  l'é- 
quation 

{at'  ^  ht]\n{^  —  n']t  -If  hhU'] 
A(i  —  b')[alf'Jf  bt)  —  ac' Un -r-  bt' ) 
_       [at^  ht']\b[i-a\]t-^ab\l!] 

""  «{i  —  b\\[at-^be)  —  bc\[at'-f  bt)' 

Cette  équation  ne  devient  identique  que  si  l'on  a 

I  —  a'=  b'y     o\=  a',     ^',=  ^'»     ^'t^^  ^' 

^ors  la  première  des  équations  (29)  donne  ko  =  — i,  et  par 
suite  fc  =  1 ,  6  ==  —  I .  Les  quadrilatères  correspondants  à  la  seconde 
et  à  la  quatrième  de  ces  équations  sont  des  parallélogrammes.  Nous 
pouvons  encore  nous  dispenser  de  continuer. 
Il  reste  à  examiner  enfin  l'hypothèse 

(3o)  ti'=it^r,      a  —  b,Cz=:eL 

Je  dis  que  dans  ce  cas  le  premier  de  nos  quadrilatères,  celui  qui 

i3. 
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correspond  à  Téquation 

a{i  —a')t-^-bb't'  — rt,(i  —  aji/  —  b,b\u  —O, 

a  sa  cubique  indécomposable. 

En  effet,  les  exponentielles  des  côtés  de  ce  quadrilatère  sont 
proportionnelles  à  ^,  t\  u^  i/.  Si  donc  la  cubique  de  ce  quadrila- 
tère était  décomposable,  ou  aurait  une  des  trois  relations 

«'  =  /ma',     tu'  =  hut'y     tu  =  hut\ 

h  étant  une  constante,  ou,  en  remplaçant  li,  u'  par  leurs  valeurs, 

//'  ^hO' r"/^,     tiT  =  ht'tr,     tiT  =  htltr. 

Les  deux  dernières  relations  sont  incompatibles  avec  l'équa- 
tion (3o).  La  première  donne  9  constant,  et  alors  deux  de  nos  six 
quadrilatères  conjugués  deviennent  encore  des  parallélogrammes. 
On  voit  donc  que  Ton  peut  supposer  la  cubique  de  notre  premier 
quadrilatère  indécomposable.  Mais  alors,  en  lui  faisant  jouer  le  rôle 
du  quadrilatère  T,  on  retrouvera  ailleurs  les  solutions  que  nous 
pourrions  obtenir  {*). 

Il  nous  reste,  pour  terminer  Texamcn  du  second  système,  à  étu- 
dier le  cas  où  Ton  a 

0  .0  ^0  ^0 

/7,  =  kd^     by  z=z  kc^      c,  ■=.  kb^      c/,  =  ka, 
]]  faudra  alors  satisfaire  aux  équations 

/ 


(3i) 


rf(,_,/')f-+a«'/=:/o[^-L-p-îi-H-p^J. 


(*)  On  pourrait  craindre,  il  est  vrai,  que  la  correspondance  entre  ce  quadrilatère 
et  son  conjugue  soit  multiple;  mais  nous  démontrerons  plus  loin  (art.  VI)  que  cola 
n'a  jamais  lieu  toutes  les  fois  que  la  cubique  du  quadrilatère  est  indi^composable. 
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Éliminons  0  entre  les  deux  premières  équations  et  servons-^nous 
de  la  relation 


a       h        c         d 

-  +  ,-  +  ;,  +;.=  o 


pour  éliminer  t"',  Nous  aurons 
ac[l-a•)[x-b^,)L^ab[^-a•)c\'-+bcb^[^-b\)J,  +  bH^c\ 

-Hf*l.-*')^  +  «''"j[(.-«'.)(7H-p)  +  ^"^^^^'']=". 

Dans  le  cas  où  la  cubique  F  est  indécomposable,  l'équation 
doit  être  identique  à  Téquation  (ii).  En  écrivant  les  équations 
d'identification  et  en  y  joignant  celles  qu'on  obtient  par  la  permu* 
tation  circulaire  qui  change  t  en  t"^  on  obtient  le  système  suivant: 

r/'=i-.«'.      b\=ib\     d\=zd\ 

(rt«  —  ^)  (,  -.  ^')  -f.  (ei  —  b^)h'  ==  o, 
ht'  -h  et" 


(e) 


X  =:  I  ,       0  : 


t         1 
t'  '^? 


11  est  très-facile  de  définir  géométriquement  cette  nouvelle  solu- 
tion. Les  triangles  MAN.  MDQ  sont  directement  semblables,  et  de 


même  les  triangles  NBP,  CPQ.  La  relation  entre  les  côtés  a,  i,  c,  c/, 
retrancbée  de  sa  conjuguée,  prend  la  forme 

û»(fl'_a')^-^i(^'_P')^c'(c'-7')4-r/'(r/'~^')=o, 
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et  elle  exprime  que  la  somme  algébrique  des  aires  des  triangles 
construits  sur  les  quatre  côtés  est  nulle.  On  a 

BC=(i  -//)(^/'-+-c/"), 

DA=:(i— rr)  [dT-i-at). 

On  voit  donc  que  AD  et  BC  sont  dans  un  rapport  constant  avec 
la  diagonale  NQ  du  quadrilatère  MNPQ.  Enfin  on  a,  comme  il  est 
aisé  de  le  vérifier, 

gr.  AB  =  gr.  CD- 

Cette  solution  correspond  au  cas  III  de  M.  Kenipe.  Isajig.  6  montre 
la  disposition  de  l'appareil  dans  le  cas  où  les  triangles  se  réduisent 
à  des  lignes  droites.  ÂBCD  est  alors  un  trapèze  isoscèle,  et  les  deux 
quadrilatères  sont  symétriques  par  rapport  à  la  médiane  de  ce 
trapèze. 

Le  cas  très-remarquable  oùa  =z  d  est  dessiné  dans  \^Jig-  7- 

Fig.  7. 
P,    F 


Alors,  si  Ton  fixe  MiNf,  et  que  Ton  supprime  les  tiges  inutiles 
JVUV,  MQ,  le  point  N  décrit  une  droite  perpendiculaire  à  Mj  N,,  et 
Ton  obtient  le  premier  appareil  k  ligne  droite,  composé  de  cinq 
tiges,  de  M.  Hart.  Mais,  si  Ton  conserve  les  deux  tiges  MN,  MQ,  on 
réalise,  au  moyen  de  sept  tiges  seulement,  le  mouvement  de  la 
droite  MN  parallèlement  à  elle-même.  On  a  vu,  dans  notre  article 
antérieur,  que  la  seconde  disposition  de  M.  Hart  permet  d'oblenir 
le  même  résultat. 
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Nous   avons   supposé  jusqu'ici  la  cubique  T  indécomposable. 
Considérons  le  cas  où  l'on  a 

te'  =  fi**. 

Alors,  eu  désignant  par  V  la  valeur  commune  des  deux  membres 
de  l'équation  précédente,  on  aura 

Ce  cas  a  donc  été  déjà  examiné. 
De  même,  si  Ton  a 

on  pourra  poser 


tt 


=  1^'^      «'=n^'.      '^'=7,^^      «"=r,''' 


Ce  cas  se  raijiène  aussi  à  un  autre  qui  a  déjà  été  discuté,  si  l'on 
eûectue  la  permutation  circulaire  qui  change  t  en  tf,  u  en  i/. 

Il  ne  reste  plus  que  le  cas  où  Ton  aLtt!=s  t"l'".  En  répétant  le 
raisonnement  de  la  page  180,  nous  voyons  que  nous  pouvons  nous 
contenter  d'examiner  l'hypothèse  où  la  cubique  du  quadrilatère 
correspondant  à  la  première  équation  ( 3 1)  est  décomposable.  Or 
cela  n'aura  lieu  que  si  Ton  a 

h  étant  une  constante,  et,  en  substituant  cette  expression  de  9, 
les  équations  (3 1)  deviendront  linéaires  en  t^^ll^t^^t"'.  Elles  de- 
vront donc  être  identiques  toutes  à  l'équation 

at  -h  at'  -f-  c/"-H  ct'"=z  o, 

et  l'on  est  ainsi  conduit  à  un  cas  particulier  d'une  solution  qui  sera 
donnée  à  l'article  suivant. 

VI. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  examiner  le  troisième  système  de  so- 
lutions. Nous  prendrons  d'abord 

u^^t"^     a=zOt^,     u"=^t^      u"*=:Bt\ 


Digitized  by 


Google 


(84  PREMIÈRE  PARTIE. 

Les  équations  à  vérifier  prennent  ici  la  forme 

1a[i-a')t  ^bb't'  =AQ[c{i-^a\)t''-hdb\r], 
b(i-^b'y  -h  cdt"  =  AO[rf(i  —  b\  )r-f-  ac\  t], 
c(i-c')r^4-i/rf'r=:X-9[«(i-c'.)/   H-6^/'/], 
d{i—d!)r-^aa't:=zkh[b[i'-d,)f^dd^f\ 

Éliminons  /rfl  entre  les  deux  premières.  Nous  aurons  une  équation 
du  second  degré 

{a[i  ^a')t  -^  bb'  t']{ac\t--[\  -^  b\){at  -^  bi'^  et"]] 

::^  [6(1  -  b']t'  -f-  ce'/"]  [c(i  -û,  )/"-  b\  (at  +  bt'^ct'']\ 

Cette  relation  devra  être  identique  si  la  cubique  T  est  îndéconi- 

Fig.  8. 


posable.  Les  relations  qu'on  obtient  ainsi  et  celles  qu'on  en  déduit 
par  des  permutations  sont  contenues  dans  le  tableau  suivant  : 

/«,  =  «',     b\=zb\     c\  =  c\     €t^=ff, 
(f)  <c'=:a\     b'  =et  =  \^a\ 

{    k    z=:l,         0     =-I. 

On  a  alors 

KB  =  [i^a')[at^bt'),      BC  =ia' [bf  -h  et"), 
CD  =•  (i  —  a')  (c/''-h  Ht"),     DA  =i  a'  (rf^-h  at). 

Les  triangles  MDQ,  MAN,  PBN,  PCQ  sont  directement  sem- 
blables, et  le  quadrilatère  ABCD  est  un  parallélogramme.  L'uudes 
deux  systèmes  de  quatre  triangles  est  dessiné  dans  la  Jig,  8.  La 
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partie  non  représentée  du  système  articulé  est  symétrique  de  la 
première  par  rapport  au  centre  du  parallélogramme  ABCD.  Cette 
solution  correspond  au  cas  I  de  M.  Kempe. 

On  reconnaît  aisément  que  les  cas  où  la  cubique  est  décompo- 
sable  se  ramènent  à  d'autres  déjà  examinés. 

Si  l'on  a 

on  pourra  poser 

rt  ce  système  a  été  étudié. 
De  même,  si  Ton  a 

on  pourra  poser 

ce  qui  nous  ramène  à  une  hypothèse  déjà  étudiée;  de  même  enfin, 
si  l'on  a 

r/^  =  /'/". 

Etudions  maintenant  la  dernière  solution  possible,  celle  pour  la- 
quelle on  a 

0  0  (^  0 

t —  -51       t   —  --»       l     —  -»        1=—. 
li  U  II  u 

Les  équations  à  vérifier  sont  les  suivantes  : 


(33) 
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Eliminons  kO  entre  les  deux  premières,  nous  aurons 

Si  la  cubique  est  indécomposable,  cette  équation  devra  être  iden- 
tique à  Téquation  (il),  et  les  équations  d'identification,  jointes 
à  celles  qu'on  en  déduit  par  des  permutations,  nous  don- 
neront 

is) 


^'  — I 


^.  = 


:»     <- 


6'4-£/'—  l'      '''~6'4-rf'— i' 


f^^^   \  a^(^^a'){i^ù')^b^b'{i-b')'hc'c'b''--J^^d'  =  o. 

Quand  ces  relations  seront  satisfaites,  les  équations  (  33  )  se  rédui- 
ront à  une  seule.  Mais  il  reste  encore  à  exprimer  que  la  valeur  de  AO 
fournie  par  Tune  quelconque  de  ces  équations  a  son  module  con- 
stant. 

Multipliant  membre  à  membre  la  première  équation  et  sa  con- 
juguée, on  trouve 

«»(,  __  «')  (i  _  a')  -f-  ^»6'P'  -  c»X-»(i  —  a\)(i  -  a  J  -  A'd'b\  p-, 

^ab{i  —  a')f^^—ab{i-oi')b'j. 

Cette  relation  doit  être  identique  à  la  suivante  : 

a^^b*  +  ab(^,-^Çj=::c'-hd''^cd(-^^-^y 
Nous  sommes  ainsi  conduit  aux  équations 

^^^  ,—,/—,  --a'         1—7'         I— c' 
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f'      _      c'  <^'      _      ^' 


En  tenant  compte  des  équations  (35  ),  on  reconnaît  aisément  que 
la  dernière  équation  (34)  est  identique  à  Téquation  conjuguée  et 
qu'on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

(36)     fl'(,/'  — a')  +  ^>'(^'— P')-Hr^(c'— 7')+rf^(rf'-.^)  =  0, 

qui  exprime  que  la  somme  algébrique  des  aires  des  triangles  con- 
struits sur  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  est  nulle. 

Cette  dernière  solution  a  été  aussi  rencontrée  par  M.  Kempe  et 
étudiée  complètement  à  divers  points  de  vue-,  les  appareils  les  plus 
intéressants  auxquels  elle  conduit  sont  précisément  ceux  dont  nous 
avons  fait,  après  M.  Hart,  la  théorie  géométrique  (p.  iSa  de  ce 
Volume) . 

Nous  ne  reviendrons  pas  sur  ce  sujet,  mais  nous  dirons  quelques 
mots  d'une  forme  élégante  que  l'on  peut  donner  aux  équations  qui 
se  présentent  dans  la  solution  actuelle  et  dans  plusieurs  des  solu- 
tions précédentes  du  problème  posé. 

Nous  avons  rencontré  le  système  d'équations 

//  p'  (t  ^' 


.1  —  a  1  —  a  I  —  c         I  —  7' 

I  —  6'  ~  I  —  p'  '       I  —,/'  —  ,—  ^'' 

La  signification  géométrique  de  ces  relations  est  presque  évi- 
dente. La  première,  par  exemple,  exprime  que  le  rapport  complexe 

NB  ,  AN 
NF  •  MN 

est  égal  à  son  conjugué.  Il  a  donc  un  argument  égal  à  hiz.  C'est 
dire  que  l'angle  BINA  est  égal  à  PNM,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
que  les  angles  RÎNP,  ANM  sont  égaux  et  de  même  sens  de  rotation 
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{fis-  ^)-  ^^  d'autres  termes,  les  deux  triangles  qui  se  réunissent 
en  un  sommet  du  quadrilatère  y  ont  le  même  angle.  11  suit  de  là 
que  les  angles  à  la  base  de  ces  triangles,  égaux  par  couples  de 
deux,  n'ont  que  quatre  valeurs  distinctes*  En  appelant  m,  n,  p,  q 
les  tangentes  de  ceux  de  ces  angles  qui  ont  leurs  sommets  en 
M,  N,  P,  Q,  on  est  conduit  à  la  solution  suivante  dos  équations  (37  ] 
et  à  l'expression  des  quantités  a!.  On  trouvera 

I  H-  //«  I,  6  =  — [\  J(-  tn  , 

p  —  n  ^ 


(38) 


n 

— 

m 

7 

'f 

P 

// 

n 

— 

m 

P 

(i~h//>),  d  —  [l-^iÇJf 

M   JJ 

■il  -hiq),       l-'d'ziz — !L_(,4_/|„>. 
/y— 7  7  — m' 


Si  les  triangles  se  réduisent  à  des  droites,  il  suffira  de  supposer 
que  m,  n^  /;,  q  tendent  vers  zéro,  leurs  rapports  demeurant  iims, 
ce  qui  revient  à  garder  les  formules  précédentes,  en  y  supprimant 
les  termes  imaginaires. 

Si  l'on  adopte  les  expressions  (38)  pour  l'étude  de  la  dernière 
solution,  on  trouvera,  pour  les  valeurs  m,,  /ii,  y^^,  q^  des  quanti- 
tés m,  n^  P^  q  relatives  au  second  quadrilatère,  les  expressions 
très-simples 

(  39)  arc  tang  w,  ==  arc  tang  m  —  arc  tang  -—  » 


où  l'on  a 

(4o) 

On  a  aussi 


(  /i   =:  mp  —  nqy 

\  h'  =mp(n  -^q)  —  n(j[m  +/?)• 


(p—n)(p  —  q)  {m  ~  //)  (  w  —  7  ) 

.  _  X-*=:  ^'[('^  -^  "i)  {^—  ^P)  —  {'"  -^  P)[^  —  "r\]  ^ 

(40        {'  {/^— 'Ol/'  — 7)(w  — /ï)i/ii--7) 

r   _q[p  —  n)[\  4-////) 

a     ■=. — y 
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Ces  formules  permettront  de  se  rendre  compte  très-aisément  de 
tous  les  cas  particuliers  de  la  solution  générale. 

En  résumé,  nous  avons  trouvé  toutes  les  solutions  de  M.  Kempe^ 
plus  celle  de  la  fig,  4)  qui  nous  parait  nouvelle. 


vn. 

Toutes  les  recherches  précédentes  reposent  sur  Thypothèse  que 
les  formules  établissent  une  correspondance  uniforme  entre  les 
points  de  la  cubique  T,  liée  au  quadrilatère  T,  et  ceux  de  la  cu- 
bique U.  Nous  allons  montrer,  en  terminant,  que  tous  les  cas  de 
correspondance  multiple  se  ramènent  à  celui  que  nous  avons 
traité  et  sont  compris  dans  les  solutions  données. 

Supposons,  en  efiet,  qu'à  un  système  de  valeurs  des  u  puissent 
rorrespondre,  par  les  formules  (8),  deux  systèmes  diiférents 

de  valeurs  des  t.  On  aura  alors,  en  vertu  de  ces  formules, 

I  /z(i~û')r  -^bb't'  =:a(i'-a'){,-hbb't\, 
\  b{i-b')i'-hcc't"  =  b(i^b')i\  -4-rc'/^, 
^^^^  j  c(i-c')r"-hi/r/'r=:c(i-f')/;  ^-rfrf'C 

La  première  équation  peut  s'écrire 

et,  en  y  remplaçant  les  imaginaires  par  leurs  conjuguées, 


Les  différences  t  —  «1,  t' — 1\  ne  sont  pas  nulles,  puisque  les  deux 
systèmes  de  valeurs  sont  distincts.  On  a  donc,  en  divisant  les  équa- 
tions membre  à  membre, 

I  -  «'       b'  ,, 
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De  ceUc  équation  cl  des  équations  analogues  on  déduit 

/.  =  *'-,       /.zzr/i'J,       «:=A''p»      C=/'"'^. 

0  étant  une  inconnue  auxiliaire,  A,  //,  h"^  W  des  constantes.  Si  Ton 
porte  ces  valeurs  de  l| ,  . . . ,  f^  dans  l'équation 

nt,  -4-  hi^  -4-  f /'  -K  <f/7  =  ^» 
on  obtient 

ûA      hh!      ch''      dh' 

Cette  équation  n'est  vérifiée  (en  excluant  le  cas  du  parallélo- 
gramme) que  si  les  quantités  /t  sont  égales.  On  peut  les  supposer 
égales  à  I,  et  Ton  a 

(43)  r.=i.   /.  =  ^,,  /:  =  ^.   r,  =  t, 

et  par  conséquent 

Eliminant  9  entre  les  deux  premières,  on  trouve 

(44)  )  (^     fx 

Cette  équation  ne  peut  jamais  être  satisfaite  tant  que  la  cubique  T 
est  indécomposable.  D'ailleurs,  nous  avons  vu  (art.  III)  que,  si  la 
cubique  T  est  indécomposable,  il  en  est  de  même  de  la  cubique  U 
du  quadrilatère  conjugué.  Donc  : 

Tant  que  la  cubique  de  l'un  des  six  quadrilatères  conjugués 
sera  indécomposable,  il  y  aura  une  correspondance  uniforme 
entre  les  positions  correspondantes  de  ces  quadrilatères  conjugués 
ou  entre  les  points  correspondants  de  leurs  cubiques. 
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Il  suit  de  là  que,  en  traitant  spécialement  de  la  correspondance 
uniforme,  nous  avons  certainement  obtenu  tous  les  systèmes  dans 
lesquels  un  seul  des  quadrilatères  a  sa  cubique  indécomposable.  Il 
suffira  donc  d'examiner  si,  quand  tous  les  six  quadrilatères  ont  leurs 
cubiques  décomposables,  il  peut  y  avoir  une  correspondance  mul- 
tiple entre  deux  quadrilatères  conjugués.  Nous  allons  voir  que  cela 
est  impossible. 

En  effet,  considérons  le  quadrilatère  correspondant  à  la  pre- 
mière des  équations  (8).  Pour  que  sa  cubique  soit  décomposablc, 
il  faut  que  Ton  ait  une  des  équations 

uu'=zhtt\     tu'=liu'e,     ut=:hu'i^. 

D'abord  les  deux  dernières  sont  impossibles  dans  le  cas  d'une  cor- 
respondance multiple,  car  elles  déterminent  toutes  deux  une  seule 

valeur  de  p  quand  fi  et  u'  sont  connus.  Or  il  résulte  des  for- 
mules (43)  que,  dans  les  cas  de  correspondance  multiple,  les  deux 
valeurs  de p9  4  sont  distinctes  et  réciproques.  On  ne  peut  donc 
avoir  que  la  relation 

n 
Mais  on  aura  aussi,  pour  le  second  système  de  valeurs  des  t^ 

r/,  =  -««', 

ou,  en  vertu  des  formules  (43  ), 

G  =  /suu\ 

La  considération  de  la  seconde  des  équations  (8)  nous  donnerait 
de  même 

résultat  incompatible  avec  le  précédent  tant  que  U  n'est  pas  un 
parallélogramme,  ce  qu'on  peut  supposer.  Ainsi  : 

//  n'existe  pas  d'autres  solutions  que  celles  qui  ont  été  déduites 
de  l'étude  de  la  correspondance  unijorme. 
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11  était  d'autant  plus  nécessaire  d'établir  cette  proposition,  que 
sur  les  sept  solutions  trouvées  trois  présentent  des  cas  de  corres- 
pondance multiple  ; 

1^  La  solution  (a)  représentée  par  la  Jig.  2,  comme  nous 
l'avons  déjà  fait  remarquer  ; 

a^  La  solution  (d),  représentée  par  la  Jig.  5  \ 

3°  Enfin  la  solution  (e),  représentée  dans  la  Jig,  6. 

Deux  des  quadrilatères  conjugués,  GP^BP  et  DM^'^ÂM,  sont  des 
parallélogrammes,  et  à  une  position  de  Tun  de  ces  quadrilatères 
correspondent  deux  positions  de  Tautre,  symétriques  par  rapport 
à]adroiteQQ''NN^ 
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IBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

QOAI  DES  AU6CSTIK8,  55,   A  PARIS. 

BULLETIN  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

ET  ASTRONOMIQUES. 

[Journal  Mensuel.) 

Le  Btilletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  fondé  en  1870,  a  formé 
par  an,  jusqu'en  1^72,  un  volume  de  25  à  26  feuilles  grand  in-8  (tomes  I,  II,  III). 

—  A  partir  de  cette  époque,  un  accroissement  considérable  lui  a  été  donné,  »aas 
augmentation  de  prix,  et  ce  Journal  s'est  composé,  depuis  janvier  1873  jusqu'en 
décembre  1876,  de  3  volumes  par  an  (i  volume  par  semestre,  avec  Tables),  cona- 
prenant  en  tout  4^  feuilles  grand  in-8  environ.  Les  tomes  I  à  XI,  1870  à  1876, 
constituent  la  l"""  Série. 

La  2"  Série,  qui  a  commencé  en  janvier  1877,  forme  chaque  année  un  Ouvrage 
de  5u  feuilles  environ  (854  pages),  <!"!  comprend  deux  Parties  ayant  une  pagination 
spéciale  et  pouvant  se  relier  séparément.  La  V*  Partie  contient':  i^  Comptes  rendus 
de  Livres  et  Anal/ses  de  Mémoires;  2®  Mélanges  scientijiques.  Traductions  de  Mé-^ 
moires  importants  et  peu  répandus,  et  Réimpression  d'Ouvrages  rares,  La  II*  Parti k 
contient:  Revue  des  Publications  académiques  et  périodiques. 
Les  abonnements  sont  annuels  et  partent  de  janvier. 
Prix  pour  un  an  (la  numéros)  : 

Paris 18  fr. 

Départements  et  Union  postale 20 

États-Unis  de  TAmérique  du  Nord 21 

Autres  pays 2^ 

La  1<^*  Série,  Tomes  I  &  XI,  1870  à  1876,  suivie  de  la  Table  générale  des  onze 
volumes,  se  vend , 90  tr. 
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THOMAE  (J.)-  —  Abriss  biner  Théorie  der  complexen  Functionen  und  der 
TiiETAFUNGTiONEN  EiNER  Veranderlichen.  2  Auflage.  I  voL  in-S"*,  197  p. 
I  Halle,  1874. 

Le  Livre  de  M.  Thomae  contient  sous  une  forme  condensée, 

ainsi  que  l'indique  le  titre,  les  propriétés  les  plus  essentielles  des 

fonctions  0  d'une  seule  variable,  propriétés  qui  constituent  le  fon- 

.  dément  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques; elles  sont  résumées 

en  soixante-dix  pages.  La  première  Partie  de  TOuvrage  est  consacrée 

à  rétablissement  des  propositions  fondamentales  de  la  théorie  des 

'  fonctions  d'une  variable   imaginaire,  des  intégrales  prises  entre 

des  limites  imaginaires,  à  quelques  notions  sur  les   surfaces  de 

Riemann,  nécessaires  pour  la  représentation  d'une  fonction  ra- 

I  tionnelle  de  x  et  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  quatrième 

degré  en  or,  enfin  aux  intégrales  elliptiques. 

Les  premières  pages  du  livre  de  M.  Thomae,  employées  à  défi- 
nir nettement  les  fonctions  dont  l'auteur  va  s'occuper  à  discuter 
j  différents  genres  de   disconlinuité,  à  prévenir  le  lecteur  contre 

i"         certaines  erreurs  où  tombent  volontiers  les  commençants  et  dont 
1  tous  les  livres  élémentaires  ne  sont  pas   exempts,  sont  peut-être 

I  particulièrement  dignes  de  fixer  l'attention. 

I  Pour  ce  qui  concerne  les  fonctions  d'une  seule  variable  réelle, 

I  nous  citerons  la  construction  simple  d'une  fonction  bien  définie 

de  X,  entre  a  et  J,  pour  laquelle  le  rapport 

/(a:-4-/0-/(x) 
h ' 

quand  h  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  a  toujours  pour 
limite  zéro,  et  qui  toutefois  n'est  pas  constante*  Supposant  que 
l'on  ait  fl  <^  a  <[  p  <^  . . .  <^b^on  donnera  à  la  fonction  la  valeur 
zéro  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  or,  la  limite 
supérieure  a  étant  exceptée,  la  valeur  i  pour  toutes  les  valeurs  de 
X  qui  vont  de  a  à  (3,  en  excluant  la  dernière  limite  (et  non  la 
première),  etc.  L'existence  d'une  telle  fonction  met  en  évidence 
I  la  fausseté  d'une  démonstration  bien  connue  de  ce  qu'une  fonr- 

I  BuU,  des  Sciences  mathém.^  j»  Série,  t.  111.  (Mai  1879.)  l4 
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tion  dont  la  dérivée  est  constamment  nulle  entre  deux  limites  €i 
et  b  est  constante  entre  ces  limites,  démonstration  qui  suppose 
seulement  que  le  rapport 

II 

tend  vers  zéro  quand  h  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives; 
Terreur  tient  a  ce  que  la  supposition  précédente  n'entraîne  pas 
l'existence  d'un  nombre  h  tel  que  pour  toute  valeur  de  x 
comprise  entre  a  et  i  le  rapport  soit  plus  petit  qu'un  nombre 
donné.  M.  Thomae  montre  que,  lorsque,  pour  toute  valeur  de  x 
comprise  entre  les  limites,  le  rapport  de  l'accroissement  de  la 
fonction  à  l'accroissement  positif  ou  négatif  de  la  variable  tend 
vers  zéro,  la  fonction  est  eÛectivement  constante-,  au  surplus,  la 
démonstration,  maintenant  classique,  due  à  M.  Ossian  Bonnet,  de 
la  formule 

met  la  chose  nettement  en  évidence,  et  de  la  façon  la  plus  simple. 
Citons  encore  la  distinction  de  ce  genre  particulier  de  disconti- 
nuité relative  à  des  valeurs  particulières  de  la  variable,  et  qui  dispa- 
rait en  changeant  la  valeur  de  la  fonction  pour  ces  valeurs  particu- 
lières. M.  Seidel  en  a  donné  [Journal  de  Crelle,  t.  73,  p.  3o4) 
un  exemple  simple  dans  la  fonction 

f(x)z=\inï 1     pour     /i  =  oo  , 

qui  pour  x^  i  est  nulle,  et  pour  jr=  i  est  égale  à  A,  et  présente 
ainsi,  pour  cette  valeur  particulière,  la  discontinuité  signalée. 

Pour  ce  qui  est  des  fonctions  de  deux  variables,  M.  Thomae 
insiste  avec  raison  sur  la  nécessité  de  définir  la  continuité  de  la 
fonction  f[x^j)  pour  le  point  jr,  y  par  la  condition  que  l'ou 
puisse  toujours  trouver  un  nombre  h  assez  petit  pour  que  la  diffé- 
rence 

/(x-f-ç/i,r-*-»,/i)~/(x,^) 

puisse  être  rendue  plus  petite,  en  valeur  absolue,  qu'un  nombre 
donné  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  ^  et  y?  étant  des  nombres  quel- 
conques  satisfaisant   h   l'inégalité    î'-f-yj'^i.    Cette    condition, 
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pour  les  points  x^y  situés  sur  le  contour  qui  limite  le  domaine 
dans  Tintérieur  duquel  on  astreint  la  fonction  à  être  continue, 
doit  être  modiGée  de  manière  à  n'y  faire  entrer  que  les  valeurs  de 
\^  m  qui  satisfont  à  l'inégalité  précédente  et  qui  répondent  à  des 
points  situés  dans  le  domaine  considéré.  Ainsi,  il  ne  suffit  pas  que 
/(or-l-OA,  j^)— /(a:,7)  et/(x,  jr +  6*)  — /(x,  j)  tendent  vers 
zéro  avec  h  pour  que  la  fonction  soit  continue.  La  fonction 

/(jT,  y)  =  ftin4  arc  rang  - > 

X 

k  laq[iiel]e  on  attribue  la  valeur  zéro  quand  x  et  y  sont  nuls,  est  évi-  < 
demment  discontinue  pour  le  point  x  =  o,  j^  =  o,  bien  que  Ton  ait 

/(ÔA,  o)  -/(o,  o)  =  o,    /(o,  e//)  -/(o,  o)  =  o. 

Le  même  exemple  montre  aussi  que  l'existence  des  dérivées  par- 
tielles pour  un  système  particulier  de  valeurs  des  variables  (x  =  o, 
/=o)  n'entraine  pas  l'existence  de  la  différentielle  totale.  Un 
autre  exemple  intéressant  est  fourni  par  la  fonction 

oii 

.y 


r 


=  ^a,-^  4-  ^  %     9  ==  arc  tang 


.r 


et  où  F  (f)  est  la  fonction  définie  par  la  série  procédant  suivant 
les  sinus  des  multiples  de  l'arc  ç,  qui  entre  — tt  et  -+-  ?:  repré- 
sente, sauf  pour  cf  =  o,  la  fonction  impaire 


,_.,^i. 


Signalons  encore  ce  genre  de  discontinuité  qui  disparait  par  le 
changement  des  valeurs  d'une  fonction  en  des  points  particuliers 
ou  le  long  d'une  courbe;  la  fonction  de  M.  Scidel 


^'"^^-4,;.' -1-/4^      r=V^.t>  +  ^%      pour     /ir^QO, 
nulle  pour  tous  les  points  du  plan  non  situés  sur  le  cerc  le 

en  est  un  exemple  simple. 


.4. 
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Ces  préliminaires  établis  permettent  à  l'auteur  de  donner  la  no- 
tion précise  des  fonctions  d'une  variable  imaginaire  z  =x-f-j^i 
auxquelles  il  entend  se  borner,  fonctions  pour  lesquelles  ne  doit 
exister  aucune  discontinuité  du  dernier  genre  et  qui  pour  tous  les 
points  du  domaine  considéré,  sauf  en  des  points  isolés  ou  le  long 
de  lignes  isolées,  satisfont  à  Téquation  aux  dérivées  partielles 


0.C  Ojr 

M.  Thomae  montre  ensuite  comment  le  changement  d'une  va- 
riable imaginaire  en  une  autre  conduit  à  la  représentation  con- 
forme  d'une  portion  de  plan  sur  une  autre  portion  de  plan,  définît 
ce  qu'il  faut  entendre  par  une  intégrale  prise  entre  des  limites 
imaginaires,  établit  d'après  Riemann  le  théorème  fondamental  de 
Cauchy;  démontre  les  propositions  relatives  au  développement 
d'une  fonction  en  série  procédant  suivant  les  puissances  entières 
positives  ou  négatives  de  la  variable,  en  somme  de  fractions  ra- 
tionnelles, en  produits  d'un  nombre  infini  de  facteurs;  donne  la 
notion  d'une  fonction  doublement  périodique,  du  parallélogramme 
élémentaire  et  de  ses  propriétés;  montre  comment  les  périodes, 
les  zéros  et  les  infinis  définissent  une  fonction  doublement  pério- 
dique, et  comment  les  fonctions  doublement  périodiques  du  second 
ordre  suffisent  à  construire  les  fonctions  doublement  périodiques 
d'ordre  supérieur.  L'auteur  est  alors  amené  à  dire  quelques  mots 
des  fonctions  doublement  périodiques  à  infinis  doubles  et  des 
fonctions  a  (jc)deM.  Weierstrass,  dont  le  logarithme  a  pour  dérivée 
seconde  une  fonction  de  ce  caractère,  qui  peuvent  être  définies 
par  l'égalité 


a//iK+x/iJK'       tSmK  +  z/iik')' 


et  qui  d'ailleurs  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  exponentiel  des 
fonctions  O.  Après  avoir  établi  la  relation  algébrique  entre  une 
l'onction  doublement  périodique  du  second  ordre  et  sa  dérivée, 
l'auteur  est  amené  à  étudier  les  siu^faces  de  Riemann,  en  tant 
qu'elles  servent  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  il  donne 
ensuite  la  forme  canonique  des  intégrales  elliptiques  cl  leur»  pro- 
priétés les  plus  simples. 
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Le  point  de  départ  de  M.  Thomae,  dans  Tétude  des  fonctions  6, 
est  pris  dans  les  équations  fonctionnelles 

où  /i,  g^  X,  fx  désignent  des  nombres  entiers  quelconques,  et  3-  une 
fonction  uniforme,  finie  et  continue  dans  tout  le  plan.  En  faisant 
X  =  log^,  on  aperçoit  aisément  que  les  fonctions  cherchées  doivent 
être  développables  en  séries  procédant  suivant  les  puissances  en- 
tières positives  et  négatives  du  t  =  e';  les  équations  fonctionnelles 
posées,  jointes  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

déterminent  les  coefficients  de  ces  séries^  les  valeurs  o,  i  attri- 
buées aux  indices  A,  g  conduisent  aux  quatre  fonctions  d-.  Le  pro- 
cédé même  qui  a  servi  pour  intégrer  les  équations  fonctionnelles 
conduit  à  prouver  l'existence  d'une  relation  linéaire  à  coefficients 
constants  entre  ^  -f*  i  fonctions  qui  satisfont  aux  équations 

De  là  résultent  aisément  les  relations  entre  les  carrés  des  fonc- 
tionsS-et  les  expressions  développées  du  produit  de  deux  fonc- 
tions ^  dont  les  arguments  sont  x  -\-\^  x  —  \\  ces  dernières  for- 
mules conduisent  immédiatement  au  théorème  sur  Taddition  des 
arguments  dans  les  fonctions  elliptiques.  De  ce  théorème  on  peut 
déduire  les  équations  diflérentielles  auxquelles  satisfont  ces  fonc- 
tions^ on  peut  dès  lors  établir  la  notion  des  intégrales  ellip- 
tiques de  deuxième  et  de  troisième  espèce,  leur  expression 
au  moyen  des  fonctions  ^,  et  les  propositions  relatives  à  l'addition. 
L'auteur  passe  ensuite  aux  divers  développements  en  produits  infi- 
nis et  en  séries  trigonomé triques,  et  expose  quelques-unes  des  con- 
séquences arithmétiques  qui  s'en  déduisent  naturellement.  Enfin, 
après  avoir  consacré  quelques  pages  aux  fonctions  qu'on  obtient 
en  généralisant  la  série  du  binôme  par  le  procédé  appliqué  par 
M;  Heine  à  la  série  hypergéométrique,  il  s'occupe  de  la  transfor- 
mation linéaire  des  fonctions  ^  et  des  fonctions  elliptiques. 

J.  T. 
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ROHN  (K.).  —  Betrachtungen  vbbr  die  Kuumer'sghe  Flache  und  ihren 

ZUSÀMMENHANG  MIT  DEN  HYPBRBLLIFTISCHEN  FUNCTIONBN  /7  =  2.  —  MUDChen. 

1878.  ln-8'',  60  pages. 

On  connaît  l'étroite  connexion  qui  existe  entre  les  fonctions 
elliptiques  et  les  courbes  planes  du  troisième  ordre  ;  si  Ton  con- 
sidère les  fonctions  lijperelliptiques  pour  lesquelles  les  fonctions 
0  correspondantes  dépendent  de  deux  arguments,  c'est  à  une 
burface  que  Ton  peut  espérer  de  les  relier  par  un  mode  analogue  a 
celui  que  nous  venons  de  rappeler,  et  la  surface  qui  se  trouve  ainsi 
étroitement  unie  à  ces  fonctions  est  la  surface  de  Kummer. 

C'est  cette  connexion  qu'étudie  M.  Rohn  dans  son  importante 
dissertation  inaugurale. 

Dans  la  première  Partie,  l'auteur  s'occupe  de  la  surface  de 
Kummer  en  elle-même,  définit  les  deux  paramètres  qui  déterminent 
chaque  point,  reclierche  les  diverses  formes  que  peut  affecter  la 
surface  et  les  régions  dans  lesquelles  on  peut  la  décomposer;  le 
terrain  ainsi  préparé,  M.  Rohn  expose,  dans  la  seconde  Partie  de 
son  travail,  comment  on  peut  représenter  les  fonctions  hyperel- 
liptiques  (^  =  2  )  sur  la  surface  qu'il  a  étudiée,  et,  dans  la  troi- 
sième, compare  avec  sa  méthode  celle  qu'a  donnée  M.  Borchardt. 

INous  indiquerons  quelles  variables  choisit  l'auteur  pour  déter- 
miner les  différents  points  de  la  surface. 

Au  système  de  complexes  du  second  degré  homofocaux 


A*!  ■""  A  A'j  "~~  A  A'j  ~~~  A 


=  o. 


OÙ  les  six  complexes  linéaires  fondamentaux,  deux  à  deux  en  invo- 
lution,  Xi  =  o,  ^,  =  o,  .  • . ,  sont  tels  que  l'on  ait  identiquement 

x\-^x\-^  ...  H- j:;  =0, 

correspond  une  même  surface  de  Kummer,  touchée  par  chaque 
droite  singulière.  L'équation  du  système  de  complexes  est  du  qua- 
trième degré  en  X,  en  sorte  que  chaque  droite  appartient  à  quatre 
complexes  du  système;  réciproquement,  quatre  complexes  du  sys- 
tème se  coupent  suivant  trente-deux  droites,  dont  les  coordonnées 
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sont  données  par  les  formules 

px.  =.^ JiTjn (a=l,2,  ...,6), 

où  f'{ka)  est  la  valeur  de  la  dérivée,  pour  X  =  A,,  de 

Les  droites  singulières  s'obtiennent  en  égalant  deux  paramètres  X. 
D'ailleurs,  en  général,  une  seule  droite  du  faisceau  de  tangentes  en 
un  point  à  la  surface  de  Kummer  appartient,  en  tant  que  droite 
singulière,  à  chaque  complexe  du  système,  les  deux  autres  points  où 
elle  rencontre  la  surface  étant  les  points  singuliers  correspondants; 
par  suite,  si  la  tangente  considérée  est  une  tangente  d'inflexion, 
le  faisceau  entier  des  tangentes  appartient  au  complexe  dont  cette 
droite  est  une  droite  singulière.  Les  tangentes  en  un  point  appar- 
tiennent donc  à  deux  complexes  du  système  homofocal,  et  ce  sont 
les  paramètres  X|,  Xf  de  ces  complexes  qui  servent  à  M.  Rohn  pour 
définir  ce  point  ^  quant  aux  autres  paramètres  X,,  X4  des  tangentes, 
ils  sont  égaux.  Lorsque  leur  valeur  commune  X  varie  de  —  00 
à  +  00  ,  la  tangente  décrit  le  faisceau  et,  pour  X  =  X|  ou  X„  devient 
une  tangente  d'inflexion.  Pour  chaque  système  de  valeur  de  Xi,  X|, 
on  peut  donc  obtenir  les  six  coordonnées  de  chacune  des  tangentes 
d'inflexion  relatives  au  point  correspondant.  Les  différentes  com- 
binaisons de  signe  fournissent  trente-deux  couples  de  telles  tan- 
gentes, en  sorte  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de  Xi,  X|  correspon- 
dent trente-deux  points  de  la  surface  de  Kummer  ;  ces  trente-deux 
points  peuvent  être  regardés  comme  les  intersections  de  deux 
lignes  asymptotiques  dont  les  équations,  dans  le  système  de  coor- 
données précédemment  défini,  seraient  Xi  =  const., Xs=  const. 
L'emploi  des  fonctions  hyperelliptiques  permet  de  distinguer  les 
trente-deux  points  et  de  leur  attribuer  des  paramètres  diflerents. 
Enfin,  la  comparaison  du  procédé  de  représentation  de  M.  Bor- 
chardt  et  du  sien  conduit  M.  Rohn  à  reprendre  l'étude  des  trans- 
formations quadratiques  et  leur  signification  relative  à  la  surface 
de  Kummer;  il  parvient  ainsi,  pour  ces  transformations,  aux  for- 
mules les  plus  simples. 

Quant  à  l'étude  des  diverses  formes  de  la  surface  de  Kummer, 
des  relations  entre  ses  nœuds  et  ses  points  doubles,  elle  a  naturel- 
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lement  pour  point  de  dépari  la  distinction  des  cas  qui  peuvent  se 
présenter  quant  à  la  réalité  des  six  complexes  linéaires  fondamen- 
taux. Ces  six  complexes  étant  donnés,  il  existe  une  triple  infinité 
de  systèmes  homofocaux  correspondants,  en  sorte  qu'on  peut  prendre 
arbitrairement  un  point  de  l'espace  pour  nœud  de  la  surface  de 
Kummer;  les  seize  nœuds  et  la  surface  tout  entière  sont  alors  déter- 
minés. Si  Ton  prend  le  nœud  sur  la  surface  réglée  intersection  de 
trois  des  complexes  fondamentaux,  les  seize  nœuds  sont  aux  points 
d'intersection  de  quatre  génératrices  d'un  système  et  de  quatre  gé- 
nératrices de  l'autre,  et  la  surface  de  Kummer  n'est  autre  que  la 
surface  du  second  degré  comptée  deux  fois  5  cette  dernière,  avec  les 
seize  points  d'intersection  des  huit  génératrices  considérées,  peut 
être  regardée  comme  l'image  d'une  surface  de  Kummer,  avec  ses 
seize  nœuds,  qui,  par  une  déformation  continue,  viendrait  se  con- 
fondre avec  elle.  J.  T, 


BOUSSINESQ  (J.).  —  Essai  théorique  sur  l'équilibre  des  massifs  pllvé- 

RULENTS,  COMPARÉ  A  CELUI  DE  MASSIFS  SOLIDES  ET  SUR  LA  POUSSÉE  DES  TERRES 

SANS  COHÉSION.  —  Parîs,  Gaulhier-Villars,  1876.  In-4*  de  180  p.  Prix  :  10  fr. 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  essaye  de  poser  les  bases  de  la  Méca- 
nique des  corps  semi-fluides  qui  sont,  les  uns  pulvérulents,  les 
autres  plastiques.  Rankine,  dans  une  étude  Sur  la  stabilité  de  la 
terre  sans  cohésion  [PJiilosophical  Transactions,  1 856- 1837),  a 
traité  de  l'équilibre  limite  que  présentent  des  masses  pulvérulentes 
sur  le  point  de  s'ébouler  ^  il  a  admis,  comme  base  de  son  analyse, 
qu'en  chaque  point  d'une  telle  masse  la  pression  la  plus  inclinée 
sur  la  normale  à  l'élément  plan  qu'elle  sollicite  fait  avec  cette  nor- 
male un  angle  égal  à  celui  du  frottement  intérieur  ou  de  terre  cou- 
lante. D'autre  part,  M.  Tresca,  dans  un  Mémoire  Sur  le  poinçonnage 
des  métaux  et  la  déformation  des  corps  solides  [Savants  étrangers 
de  l'Académie  de  Paris,  t.  XX,  1872),  et  M.  de  Saint- Venant, 
dans  divers  articles  insérés  aux  Comptes  rendus  de  1870  et  187 1, 
ont  été  conduits  par  l'expérience  à  admettre,  comme  principe  fon- 
damental de  la  Mécanique  des  corps  plastiques,  la  constance  de  la 
plus  grande  composante  langenticllc  de  pression  aux  divers  points 
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de  ces  corps,  supposés  pétris  avec  une  certaine  lenteur.  Mais  on 
n*ayait  pas  encore  cherché  comment  ces  états  ébouleux  et  plastiques 
d'une  matière  que  Ton  déforme  indéfiniment  se  rattachent  aux 
états  élastiques  ordinaires,  correspondant  à  des  déformations 
moins  étendues,  c'est-à-dire  comprises  entre  les  limites  d'élasticité. 
En  outre,  pour  les  masses  pulvérulentes,  on  n'avait  aucune  con- 
naissance de  l'expression  de  leurs  forces  élastiques  en  fonction  des 
petites  déformations  éprouvées  à  partir  de  l'état  naturel.  C'est  h 
cette  double  lacune  que  répond  le  Mémoire  de  M.  Boussinesq. 

Admettant  que  les  expressions  des  forces  élastiques  sont  déve- 
loppables  en  séries  très-convergentes  suivant  les  puissances 
entières  des  déformations,  il  cherche  les  formes  auxquelles  se  ré- 
duisent nécessairement  ces  expressions,  supposées  de  grandeur 
modérée,  dans  les  deux  cas  d'un  solide  d'élasticité  constante  et 
d'une  masse  pulvérulente,  c'est-à-dire  suivant  que  le  corps  présente 
toujours  une  rigidité  finie  ou  suivant  qu'il  résiste  aux  déformations, 
alors  seulement  qu'il  supporte  dans  tous  les  sens  une  pression  plus 
ou  moins  grande.  Dans  le  premier  cas,  il  est  conduit  aux  formules 
très-connues  de  Lamé  (à  deux  coefficients  d'élasticité  X,  j^).  Dans 
le  second  cas,  il  arrive,  pour  les  six  composantes  N,  T  suivant  les 
jo^jr^z  des  pressions  exercées  sur  les  éléments  plans  qui  leur  sont 
normaux,  aux  relations 

^*='""[T.-^-^y  ^•='""U-^rf;)'   '^=f""[Tj-+irz)'' 

m  désigne  un  coefficient  constant  pour  chaque  matière  pulvéru- 
lente, p  la  pression  moyenne  exercée  autour  de  la  molécuhe  consi- 
dérée {x^y,  z)^  etu^v^w  les  composantes  du  petit  déplacement 
qu'elle  a  éprouvé.  De  plus,  la  même  analyse  montre  que  la  dila- 
tation cubique  est  négligeable  en  comparaison  des  trois  dilatations 
linéaires  dont  elle  égale  sensiblement  la  somme  algébrique.  On 
peut  donc  joindre  aux  trois  équations  ordinaires  d'équilibre  où 
entrent    les  dérivées  en  x,  j",  z  des  forces  N,  T  la  quatrième 
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équation  indéfinie 

du       ôp       ôtf 

-T-  -h  -T-  -I-  -.-  =  o, 

ax       or       Oz 

nécessaire  à  la  détermination  des  quatre  fonctions  inconnues  Uj  v^ 

^^P'  ..       *        . 

n  existe,  en  outre,  des  conditions  d'équilibre  spéciales  aux  sur- 
faces libres  du  massif  et  d'autres  conditions,  très-variées  suivant  les 
circonstances,  concernant  les  surfaces  de  séparation  de  ce  massif 
d'avec  le  sol  ou  les  murs  rigides  qui  le  soutiennent.  Ces  dernières 
relations  sont  remplacées  par  une  condition  de  maximum  de  stabi- 
lité intérieure  dans  le  cas  le  plus  important,  c'est-à-dire  lorsqu'il 
s'agit  des  modes  d'équilibre  qui  se  produisent  à  la  longue,  une  fois 
que  les  petits  ébranlements  auxquels  tout  massif  est  sans  cesse 
exposé  ont  réussi  à  grouper  les  grains  pulvérulents  de  la  manière 
la  moins  forcée,  la  plus  voisine  de  Tétat  naturel. 

L'intégration  du  système  d'équations  indiqué  fait  connaître,  dans 
chaque  problème  spécial,  les  valeurs  de  m,  f,  tv,/?,  et  par  suite 
celles  des  déformations.  Il  reste  ensuite  à  exprimer  que  les  trois 
dilatations  principales  d,,<)s,  d^  satisfont  partout  à  une  certaine  iné- 
galité, c'est-à-dire  ne  sortent  pas  des  limites  d'élasticité  imposées, 
comme  on  sait,  à  toute  matière  douée  de  la  tendance  à  reprendre  la 
forme  dont  on  Técarte.  Dans  le  cas  simple  de  déformations  planes, 
on  a  <)|=  o,  et  M.  Boussincsq  reconnaît  que  l'inégalité  dont  il  vient 
d'être  question  revient,  pour  les  masses  pulvérulentes  et  pour  les 
solides  suHisamment  plastiques,  à  supposer  la  plus  grande  dila- 
tation d\  inférieure  à  une  constance  spécifique  ;  le  fait  de  l'absence 
de  cohésion  des  massifs  pulvérulents  lui  permet  même  de  poser, 

pour  ces  massifs,  di<^- — -.^  ©  désignant  un  angle  aigu  positif  qu'il 

démontre  plus  loin  être  précisément  celui  du  frottement  intérieur. 
Les  intégrations  sont  faciles  quand  le  massif  homogène  et  pesant 
a  pour  surface  libre  un  talus  plan  faisant  un  angle  donné  a>  avec 
l'horizon,  et  que  les  déformations  éprouvées,  parallèles  à  son  plan 
vertical  de  symétrie,  se  trouvent  les  mêmes  en  tous  les  points  éga- 
lement distants  du  talus  supérieur.  M.  Boussinesq  effectue  ces  inté- 
grations pour  un  massif  pulvérulent  et  pour  un  massif  solide.  Les 
résultats  deviennent  fort  simples  dans  les  cas  où  la  profondeur  est 
suffisamment  grande.  Alors  les  dilatations  principales  d|,  d^  sont 


Digitized  by 


Google 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  2o3 

les  mêmes  en  tous  les  points  du  massif  pulvérulent,  sensiblement 
proportionnelles  à  la  distance  au  talus  supérieur,  dans  le  cas  d'un 
massif  solide.  De  plus,  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  élé- 
ments linéaires  qui  éprouvent  ces  dilatations  principales  ont  des 
directions  constantes  en  tous  les  points  du  massif  ptdvérulent,  des 
directions  qui  tendent  à  devenir  constantes  quand  on  s'enfonce  dans 
le  massif  solide.  L'angle  e  que  fait  avec  la  verticale  une  quelconque 
de  ces  directions  est  astreint,  dans  un  massif  pulvérulent  de  pro- 
fondeur quelconque  et  dans  un  massif  solide  de  profondeur  très- 
grande,  à  vérifier  l'inégalité 

f  désigne  pour  unmassif  ptdvérulent  l'angle  défini  ci-dessus  et  pour 
un  massif  solide  l'angle  aigu,  dont  le  sinus  vaut  fx  :  (/  -h  ft).  Cette 
inégalité  n'est  compatible  avec  aucune  valeur  réelle  de  e  quand  on 
a  0)  ]>  cp,  d'où  se  conclut  l'impossibilité,  pour  un  massif  pulvérulent, 
de  se  soutenir  sous  un  angle  supérieur  à  celui  de  terre  coulante,  et 
pour  un  massif  solide  profond  de  se  soutenir  sous  un  angle  supérieur 
à  celui  dont  le  sinus  vaut  le  rapport  |cx:(X-f-/x),  d'autant  plus 
voisin  de  zéro  qu'il  s'agit  d'un  corps  plus  mou.  Si  au  contraire  co  <]  cf , 
c  peut  recevoir  une  infinité  de  valeurs;  elles  correspondent  à  tout 
autant  de  modes  distincts  d'équilibre  d'élasticité,  tous  compris  entre 
deux  modes  d'équilibre  limite,  l'un  par  détente,  l'autre  par  com- 
pression, précisément  identiques,  dans  les  milieux  pulvérulents,  à 
ceux  qu'avait  découverts  Rankine.  M.  Boussinesq  démontre  qu'un 
des  modes  d'équilibre  d'élasticité  ainsi  obtenus,  et  un  seul,  convient 
au  cas  où  le  massif  est  soutenu  d'un  côté  par  un  mur  plan,  soit 
lorsque  ce  mur  présente  un  degré  de  résistance  connu  et  que  l'équi- 
libre s'est  réglé  à  la  longue,  soit  lorsque  le  mur  est  une  paroi  sans 
pesanteur  que  maintient  contre  le  massif  une  force  donnée,  com- 
prise entre  celle  qui  suflGrait  à  peiue  pour  le  soutenir  et  celle  qui  le 
ferait  refluer  par  écrasement  au-dessus  du  talus  supérieur,  soit 
encore  pour  d'autres  circonstances,  les  plus  simples  en  théorie, 
mais  peu  réalisables  pratiquement. 

Lies  deux  derniers  paragraphes  du  Mémoire  (§§IXetX),  qui 
sont  aussi  les  plus  longs,  sont  consacrés  à  la  Dynamique  des  massifs 
incohérents  et  des  solides  malléables.  L'auteur  reconnaît  d'abord 
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que  les  très-petites  vibrations  élastiques  d'une  masse  pulvérulcnlc 
non  comprimée  ne  sont  pas  réglées  par  des  équations  linéaires,  ce 
qui  explique  pourquoi  ces  masses  ne  peuvent  pas  vibrer  pendulai- 
rement  sous  Tinfluence  de  leur  élasticité  et  pourquoi  elles 
étouffent  le  son.  11  se  borne  ensuite  à  l'étude  des  mouvements  assez 
lents  dans  lesquels  l'inertie  n'a  qu'un  rôle  négligeable,  si  ce  n'est 
en  des  points  exceptionnels.  Les  six  pressions  N,  T  n'y  diffèrent 
pas  sensiblement,  en  chaque  endroit,  des  forces  élastiques  maxima 
que  comporte  la  matière  y  eu  sorte  que  l'équation  caractéristique 
de  l'état  ébouleux  ou  de  l'état  plastique  s'obtient  en  exprimant  que 
les  limites  d'élasticité  se  trouvent  atteintes  \  cette  équation  est  pré- 
cisément, soit  la  formule  fondamentale  posée  par  M.  Rankine,  soit 
celle  de  MM.  Tresca  et  de  Saint- Venant  pour  la  plasticodyna- 
mique.  M.  Boussinesq  joint  donc  cette  relation  finie  en  N,  T  aux 
trois  équations  bien  connues  qui  expriment  l'équilibre  d'un  élé- 
ment de  volume  parallélépipédiquc  et  où  entrent  les  dérivées  en 
.r,^,  zdes  six  pressions  N,  T.  Mais  il  observe  que  la  masse  en 
équilibre  ébouleux  ou  plastique  n'admet  généralement  plus  un  état 
naturel  où  les  pressions  peuvent  s'annuler  partout  ^  il  faudrait 
séparer  toutes  ses  particules  infiniment  petites  les  unes  des  autres 
pour  qu'elles  puissent  se  détendre  simultanément  sans  se  gêner. 

M.  Boussinesq  complète  le  système  de  neuf  équations  indéfinies 
nécessaires  à  la  détermination  des  six  pressions  N,  T  et  des  trois 
composantes  m,  v^  w  de  la  vitesse  de  chaque  particule  en  admettant 
que  les  diverses  fibres  qui  se  croisent  en  un  même  point  éprouvent 
des  dilatations  persistantes  proportionnelles  à  leurs  dilatations 
élastiques  actuelles.  Ce  principe  simple  lui  fournit  aisément  les 
cinq  équations  indéfinies  qui  manquaient.  Enfin  il  joint  des  con- 
ditions évidentes  spéciales,  soit  aux  surfaces  libres,  soit  aux  couches 
en  contact  avec  des  parois  solides,*  soit  aux  surfaces  de  séparation 
des  parties  passées  à  l'état  ébouleux  d'avec  celles  qui  sont  restées  à 
l'état  élastique  ordinaire. 

Comme  première  application,  M.  Boussinesq  démontre  que  la 
vitesse  d'écoulement  du  sable  par  un  orifice  tend  vers  une  limite 
ou  devient  indépendante  de  la  hauteur  de  charge  dès  que  celle-ci 
atteint  une  certaine  valeur,  fait  connu  des  anciens  et  qui  leur  per- 
mettait de  mesurer  le  temps  au  moyen  des  sabliers.  11  étudie  ensuite 
la  répartition  des  pressions  dans  un  massif  sans  cohésion  soutenu 
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par  un  mur,  aux  premiers  moments  d'un  éboulement  déterminé  par 
l'ébranlement  du  mur.  M.  Maurice  Lévy  a  heureusement  appliqué 
au  problème,  en  la  découvrant  de  nouveau,  une  des  deux  solutions 
données  par  Rankine  dont  il  a  été  parlé  plus  haut;  seulement  elle 
ne  convient  que  pour  un  cas  restreint,  car  elle  n'est  compatible 
avec  le  glissement  de  la  matière  du  massif  contre  le  mur  qu'autant 
que  celui-ci  a  sa  face  postérieure  dirigée  d'une  certaine  manière. 
M.  Boussînesq  en  trouve  d'autres  beaucoup  plus  générales  appli- 
cables pour  des  inclinaisons  quelconques  de  ces  faces  et  même  pour 
le  cas  où  les  surfaces  limites  du  massif  sont  courbes*  Ces  solutions 
comportent  des  représentations  géométriques  assez  simples,  et  elles 
prouvent  que,  suivant  les  cas,  une  portion  déterminée  du  massif,  con- 
tiguë  au  mur  de  soutènement,  reste  à  l'état  élastique  ou  devient  le 
siège  d'un  état  ébouléux  très-différent  de  celui  qui  affecte  le  reste. 
D'ailleurs,  elles  ne  sont  rigoureusement  exactes  que  lorsque  la  ma- 
tière pulvérulente  présente  une  hétérogénéité  trop  peu  sensible 
pour  qu'il  y  ait  lieu  d'en  tenir  compte. 

Un  dernier  paragraphe  est  consacré  à  l'étude,  en  coordonnées  po- 
lairesy  des  déformations  planes  d'une  masse  plastique  ou  pulvéru- 
lente soumise  en  divers  sens  à  des  pressions  beaucoup  plus  grandes 
que  son  poids,  principalement  quand  ces  pressions  sont  ou  pareille- 
ment distribuées  autour  d'un  axe,  ou  pareillement  orientées  en 
tous  les  points  de  chaque  rayon  vecteur  émané  de  l'origine. 
M.  Boussinesq  en  déduit,  comme  formules  approximatives,  les  ex- 
pressions simples  etremarquables  auxquelles  M. Tresca  a  été  conduit 
par  Texpérience  :  i**  la  force  capable  de  faire  pénétrer  un  poinçon 
cylindrique  suivant  l'axe  d'un  bloc  de  plomb  de  même  forme,  mais 
de  plus  grand  diamètre,  à  contour  tantôt  libre,  tantôt  entouré  d'un 
manchon  rigide  ;  a'Ma  hauteur  de  la  débouchure  que  détache  ce 
poinçon,  quand  un  orifice  de  même  dimension  transversale  que  lui 
est  percé  suivant  son  prolongement  à  travers  le  plan  poli  qui  sup- 
porte le  bloc  poinçonné  ;  3**  enfin  la  force  capable  de  faire  écouler 
par  un  tel  orifice  un  morceau  cylindrique  de  plomb  remplissant  un 
vase  en  fer  et  poussé  par  un  piston.  M.  Boussinesq  trouve  aussi  les 
modes  les  plus  simples  de  distribution  des  pressions  qui  se  pro- 
duisent dans  une  masse  plastique  ou  pulvérulente  remplissant 
l'angle  dièdre  formé  par  deux  plans  rigides,  soit  lorsque  cet  angle 
est  constant  et  que  la  masse  considérée  y  coule  de  manière  que  la 
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matière  contigiië  aux  plans  converge  des  deux  côtés  vers  Tarèle  ou 
s*en  éloigne  des  deux  côtés,  soit,  au  contraire,  que  Tanglc  des 
deux  plans  diminue  ou  grandisse  et  que  l'écoulement  soit  produit  par 
l'écrasement  de  la  masse  ou  par  sa  détente  latérale. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'exposition  d'une  méthode  d'inté- 
gration graphique  due  k  Rankine,  pour  traiter  le  problème  de  l'équi- 
libre limite  d'un  massif  pulvérulent  à  surface  supérieure  courbe. 
Rankine  l'avait  appliquée  en  faisant  une  hypothèse  simplificativt* 
qui  change  beaucoup  la  question.  M.  Boussinesq  montre  comment 
elle  peut,  avec  presque  autant  de  simplicité,  s'adapter  aux  équa- 
tions vraies  du  problème.  P.  M. 


MÉLANGES. 

LETTRES  DE  LAPLAGE  A  GONDORGET. 
I. 

A  rÉcolc  militairo,  ce  93  déceiiibre  1771. 
Monsieur, 

En  repassant  sur  les  diilërens  Mémoires  que  j'ay  présenté 
jusques  ici  à  l'Académie  j'en  ay  extrait  les  remarques  suivantes  qui 
sont  relatives  à  un  objet  dont  vous  vous  estes  occupé  dans  le  troi- 
sième Volume  des  Mémoires  de  Thurin  *,  et  je  prends  la  liberté  de 
les  soumettre  à  vostre  examen. 

Vous  et  M.  de  la  Grange  avez  démontré  dans  ces  Mémoires 
d'une  manière  fort  élégante  que,  si  Ton  sçait  intégrer  l'équation 

dx  étant  constant  et  H,  H',  ...  étant  des  fonctions  de  or,  on  pourra 
toujours  intégrer  celle-ci, 

(,)  x=^-hhJ:  +  h'^4-...-^H"-.^. 

X  étant  une  fonction  de  x. 
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Je  suis  parvenu  par  une  méthode  assez  singulière  non-seulement  à 
démontrer  ce  théorème,  mais  encor  à  la  règle  suivante.  Soit 

y  — Cil -h  C'/i'  -f-  C"u"  -h ...  -4-  C-»  //"-' 

l'intégrale  complète  de  l'équation  (i),  u,  ii',  u'',  ...  étant  des  inté- 
grales particulières  de  cette  équation,  et  C,  C\  C", ...  étant  des  con- 
stantes arbitraires  -,  on  fera 

-  _  u'du  --udn'        =      —'fût  ^  ufÛP        =       17 du  —  Zdû 
u — . ,       ^  ___ __ ^       ^  __ _ ^ 


du 


^«  du 


—       n^du  —  Il  du"       ==      w"//«  —  ndu'' 

«'=: 9       /«'=  • 


^'«  du 

u'"du  —  udu!" 


du  ' 

jusqu'à  ce  que  Ton  parvienne  à  former  u^.  Soit  alors 

«^  /  1  \ 


dx 


K 


f) 


[n  n'étant  pas  un  exposant,  mais  indiquant  seulement  le  rang  de  z 
dans  la  suite  des  z).  Si  dans  l'expression  de  z""*  on  change  m"*"* 
en  ii"~^  et  réciproquement,  on  formera  z"""*  \  si  dans  la  même  ex- 
pression de  z"~*  on  change  tt"~*  en  u"~'  et  réciproquement,  ou 
formera  z"*"',  et  ainsi  de  suite;  on  aura 

j=       u      (C      -f-/3Xc/j:) 

-f-//       (C       -^-/s'XWlr) 


.««-»(C'»-*-t-/z'»-*X^), 


pour  l'intégrale  complète  de  l'équation  (a). 

Il  résulte  encore  de  cette  méthode  que  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (2)  dépend  toujours  de  l'intégration  de  deux  autres  en  degré 
n  —  I  et  dont  il  n'est  même  nécessaire  que  de  trouver  un  nombre 
n  —  2  d'intégrales  particulières.  La  mesme  méthode  s'étend  encor 
aux  différences  finies. 
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Soit  l'équation  difrérentio-diirércntielle  aux  diflereuccs  6nies 

(  3  )  X'  ==  7*  "h  H^T*-^*  +  «H' j^-»  -|_ . , .  ^  «-1 H'^-"^" , 


X',  H^,  *H^,  ...  étant  des  fonctions  de  x,  et  X^,  j-»*,  H-**,  ...  ne  dé- 
signant pas  des  puissances  de  X,j^,  H, ...,  mais  le  x**"*  terme  de 
la  série  des  X,  des  y,  etc. 

Que  Ton  désigne  parla  caractéristique  Aies  diilérences  finies  et 
par  la  caractéristique  £  les  intégrales  finies  ^  cela  posé,  soit 

r^—  Att  -h  'A'tf  -h  "A"«  4- . . . 4-''~*A''-»« 

rintégrale  de 

(4)  0  =  j'-h  H'r*^»  -i-  .  .  .  H-  n-l^x^^n^ 

li,  'a,  "u,  .. .  étant  des  intégrales  particulières  de  l'équatiou  (4.) 
et  A,  'A,  •  • .  étant  des  constantes  arbitraires-,  que  Ton  fasse 

jusques  à  ce  qu'on  parvienne  à  former  u'^-^  que  Ton  fasse 


si  dans  cette  expression  on  change  ""'♦m  en  """^m  et  réciproquement, 
on  formera  ''""^z,  et  ainsi  de  suite.  L'intégrale  de  l'équation  (3) 
sera 

le  signe  -h  ayant  lieu  si  n  est  impair,  et  le  signe  —  s'il  est  pair. 
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Je  suis  parvenu  par  cette  méthode  non-seulement  à  sommer  très 
directement  les  suites  récurrentes,  mais  de  plus  une  espèce  de 
suite  fort  générale  dont  celles-ci  ne  sont  qu'un  cas  particulier. 

Toutes  ces  choses  sont  développées  dans  un  Mémoire  que  M.  de 
Fouchim'a  promis  de  faire  imprimer  au  plus  tost.  J'auroisbîen  désiré 
que  vos  occupations  vous  eussent  permis  d*y  jettcr  un  coup  d'œuil^ 
mais  je  sais  le  peu  de  temps  qu'elles  vous  laissent.  Je  crains  même 
d'avoir  abusé  par  cette  lettre  de  votre  complaisance^  mais  j'espère 
que  vous  me  pardonnerez  aisément  cette  importunité,  que  je  vous 
prie  d'imputer  au  désir  que  j'ai  de  mériter  votre  amitié.  Je  suis 
avec  estime  et  respect 

Votre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur. 

Làplàce. 


Remarque  sur  la  Lettre  précédente; 
Par  m.  g.  DARBOUX. 

En  essayant  de  démontrer  Jn  règle  indiquée  par  Lnplace,  je  me  suis 
aperçu  que  l'illustre  géomètre  la  rapporte  d'une  manière  inexacte,  et  que  sa 
Lettre  contient  plusieurs  erreurs  de  transcription.  II  est  d'ailleurs  aisé  de 
reconnaître  a  priori  que  l'une  au  moins  des  deux  règles  données  pour  les 
équations  différentielles  et  pour  les  équations  aux  différences  finies  est 
inexacte  ;  car  celle  qui  se  rapporte  aux  équations  aux  différences  finies  devrait 
comprendre  l'autre  comme  cas  particulier  lorsqu'on  suppose  les  différences 
infiniment  petites,  et  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu.  Dans  ce  qui  suit,  je  vais  dé- 
montrer et  énoncer  d'une  manière  exacte  la  première  règle  relative  aux 
équations  différentielles  linéaires. 

Considérons  l'équation 

et  soient  i/,  u^^  u^,  .  . .,  i^n—i^  ^  intégrales  particulières  de  l'équation  sans 
second  membre.  La  méthode  d'intégration  singulière  dont  parle  Laplace  est 
évidemment  la  suivante,  qui  est  maintenant  bien  connue,  et  qui  est  exposée 
sous  une  forme  un  peu  différente  dans  le  TrMté  île  Calcul  différentiel  et 
intégral  de  M.  Serret  (t.  II,  p.  524). 

Bull,  des  Sciences  math. y  a«  sério,  t.  III.  (Mai  1879.)  l5 
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Posons 

—  y  du 


-» 


/  \  Cy\  ,  ^  ly\     udy—x 

(,)  r=uj-d.,    ,.  =  „_y  =  __^ 

Xx  étant  la  nouvelle  fonction  inconnue,  et  substituons  cette  valeur  de  j 
dans  rëquation  (i).  Le  résultat  contiendra  Tintégrale  dcins  les  termes  sui- 
vants : 

et,  comme  u  est  une  solution  particulière  de  Téquation  (  i  )  où  Ton  a  sup- 
primé le  second  membre,  on  voit  que  le  coefficient  de  Pintégrale    j  ^  djc 

sera  nul,  et  il  restera  pour  jr^  une  équation  débarrassée  de  tout  signe  d'inté- 
gration et  qui  sera  évidemment  de  la  forme 

Les  solutions  de  Téquation  sans  second  membre  seront  maintenant 

dx\u  )  d,r\u/  dx\    u    ) 

Je  poserai 

Nous  sommes  donc  ramenés  à  une  équation  différentielle  (3j  de  même 
forme  que  Téquation  (i)  et  à  laquelle  nous  pourrons  appliquer  la  même 
méthode.  En  continuant  ainsi  indéfiniment,  nous  parviendrons  à  une 
équation  du  premier  ordre,  que  nous  saurons  intégrer.  Cette  méthode  est 
tout  à  fait  différente  de  celle  de  Lagrange,  et  il  est  aisé  de  trouver  la  for- 
mule définitive  à  laquelle  elle  conduit. 

Eu  l'appliquant,  nous  serons  conduits  successivement  à  faire  les  substitu- 
tions suivantes  : 
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la  fonction  ji  satisfaisant  à  une  ëquation  de  la  forme 

et  les  solutions  particulières  de  Féquation  sans  second  membre  étant 

k{,     f^,,     ...,     a^_,. 
Si  donc  on  fiiit  /  =  /i  —  i ,  on  sera  ramené  à  l'équation 

^ty  'fn'i  (-'^iit  rintégrale  de  l'équation  sans  second  membre,  on  aura 

^     -htl,      ««-1—0, 
et  par  conséquent 

La  constante  arbitraire  qui  doit  figurer  dans^^^i  sera  la  limite  inférieure 
de  l'int^rale.  En  se  reportant  aux  formules  (5),  on  voit  que  l'on  aura 

Comme  les  quantités  u^  sont  définies  par  les  formules  [5),  cette  formule 
ne  contient  rien  d'arbitraire,  et  les  n  constantes  que  doit  contenir  jr  seront 
amenées  par  les  intégrations  successives  que  Ton  aura  à  effectuer. 

Faisons  une  application  de  la  formule  (9)  au  cas  des  équations  linéaires 
à  coefficients  constants.  Alors  les  solutions  particulières  qu'il  y  aura  à  con- 
sidérer seront 

on  trouvera  aisément  pour  les  quantités  u{.  l'expression 

et  la  formule  (9]  deviendra 

(10)  j=tf«*/e(«t-«)'d:r/eC«i-«.)^d:r. .  ./e(«-  .-«— iî'eir/e-^— .'X^ir. 
Désignons  cette  valeur  de  y  par  y(«,  a,,  «„  . .   ,  «rt-i)-  L'intégration 
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par  parties,  portiint  sur  la  première  intégrale  et  sur  le  terme  ^'*.-^ï^  dr, 
nous  donnera  la  formule 

d'où  Ton  déduira  sans  peine 

en  posant 

/(x)  =  (x--a)(ar— «,)...  (a:  — «;»_,). 

La  formule  précédente  est  équivalente  h  la  suivante, 

qui  est  bien  connue  et  fréquemment  employée. 

Telles  sont  les  remarques  que  Ton  peut  présenter  sur  la  méthode  dont 
Laplacc  parle  dans  sa  Lettre,  considérée  en  elle-même;  mais  si  l'on  rapproche 
cette  méthode  de  celle  de  Lagrange,  on  sera  facilement  conduit  à  la  règle 
de  La  place. 

En  effet,  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  revient  à  considérer 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (  i  )  comme  représentée  par  Li  formule 

(i^)  7  =  Ca  +  C,  M,  4-  .  . .  4-  C;,.t«n-lt 

où  les  /2  —  I  fonctions  C  sont  assujetties  à  vérifier  les  équations  suivantes  : 

du   dC  f^f^n-l  ^^n-\  

(i3)  l  di  Tx'^        ^'~di      djT  ■~"°' 

• » 

d'^-^u  dC  d^-^u,^,  ^^^-'=^0 

dx"-^  dx       '"  f/x"-»         dx 

Si  l'on  pose 
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et  si  Ton  désigne  par  le  symbole  <^  des  différentiations  où  les  quantités 

//C    //Cl             (lCt„—\  ,  ,  1       f        •        /  .»  \ 

-— î   — ,  •••5 sont  traitées  comme  constantes,  les  équations  (i3] 

s^ëcriront,  d'une  manière  abrégée, 

(i4)  X=^o,     $X  —  o,      ...,     i"-^X=zo. 

Si  nous  nous  reportons  maintenant  aux  formules  (2],  nous  aurons,  en 
tenant  compte  de  l'équation  A  =  o, 

n  =  «  ^  ('^)  =  Cl  II  ;  -+-  c,  «;  -h . . .  -f-  c«_i  «^  _i, 

et,  si  Ton  pose 

(.5)  .t.  =  «;_+„;j  +  ... +  «;_.__, 

on  trouve,  en  substituantj'expression  des  quantités  nj., 

_  du 

J\}  1 0  o/lo   —    J\ti  ,      ? 

udr 
et  par  conséquent,  en  vertu  des  équations  (i4)>  on  aura 

(16)  e^,  =  o,      (?.A,,  =  0,       ...,      ^«-î^ljjziro. 

En  d'autres  termes,  les  quantités  C}  vérifient,  pur  rapport  à  lu  nouvelle 
équation  en  Xx  comme  par  rapport  à  l'ancienne,  les  équations  auxquelles  les 
assujettirait  l'application  directe  de  la  méthode  de  Lagrange  à  cette  équation 

en  ri. 

En  répétant  donc  les  mêmes  raisonnements,  nous  voyons  que  Ton  aura 

(17)  J*=  ^i^'i  -^-  <^/-+-i  «Ivi  -+- .  •  •  -+-  ^«-1  ««-«  » 
avec  les  conditions 

auxquelles  il  faut  joindre  les  suivantes  : 

9Xi  =0,     . . . ,    J'»-'-«  <A>/=  o. 
On  aura  donc  en  particulier 

(18)  .»,_,  =  c,_,i.;;::, 
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et  par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (8), 

(.9)  ^-=ji-:- 

C'est  là  précisément  la  règle  donnée  par  Laplace.  G>mme  on  peut  ranger 
les  intégrales  pai'ticulières  dans  un  ordre  quelconque,  il  est  clair,  comme 
Laplace  le  fait  remarquer,  que  cette  formule  donnera  toutes  les  quantités  Q 
par  des  permutations  convenables.  Mais  on  pourrait  aussi  observer  que  les 
équations 

Jvtn— 2  ^^^  G,       eV|,^j  m:  O,        •  •  •  1       fc^i  ^^^  O5    *  tAn  i:^  O 

détermineront,  la  première —-^^9  la  seconde       !*"*>  etainsi  de  suite,  quand 

— : —  sera  connue. 
dx 

Dans  le  cas  des  équations  à  coefficients  constants,  on  a 

f'[a)  ayant  la  signification  déjà  donnée,  et  par  suite 

le  signe  2  s*étendant  à  toutes  les  racines  de  1  équation  caractéristique,  ce  qui 
s'accorde  bien  avec  notre  premier  résultat. 

La  méthode  de  Cauchy,  telle  qu'elle  a  été  exposée  par  M.  Hermite  dans 
son  Cours  de  l'École  Polytechnique  de  1873- 1 875,  donne  un  moyen  bien 
simple  d'arriver  à  la  formule  précédente,  et  même  à  la  formule  plus  géné- 
rale qui  doit  être  employée  quand  l'équation  caractéristique  a  des  racines 
multiples.  On  peut  aussi,  quand  la  formule  précédente  a  été  démontrée, 
employer  d'une  manière  assez  simple  le  procédé  de  d'Alembert  par  lequel  on 
passe  du  cas  des  racines  au  cas  des  racines  multiples.  En  effet,  Z  désignant 
la  valeur  de  X  quand  on  remplace  x  par  2,  la  formule  précédente  peut 
s'écrire 

0 


et  elle  nous  donne  une  intégrale  particulière  de  Téquation  si  Ton  prend  la 
même  limite  inférieure  a  dans  toutes  les  intégrales  ;  on  a  alors 

v^?o  .v~  /    ZRf/c, 
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en  posant 

Or,  on  peut  définir  R  de  la  manière  suivante.  Supposons  que  l'on  déve- 
loppe, dans  la  fonction 

l'exponentielle   suivant  les  puissances  positives  de   u  et  j- — :  suivant  les 

puissances  négatives  de  u.  On  obtiendra  un  développement  contenante  la 
fois  les  puissances  positives  et  négatives  de  z/,  développement  qui  sera  d'ail- 
leurs convergent  quand  u  sera  suffisamment  grand.  Le  coefficient  du  terme 

en  -  est  précisément  R.  On  a,  en  efTet, 

et,  en  développant suivant  les  puiss<inces  de  -»  ou  trouvera  précisé- 
ment, pour  le  coefficient  de  -9 

Ainsi,  nous  avons  la  règle  suivante  :  On  num  une  intégrale  particulière 
de  l'équation  linéaire  à  coefficients  constants  et  avec  second  membre  X,  en 
prenant 


(^-)  f=£ 


ZRr/s, 


ou  R  désigne  le  coefficient  de  -  dans  le  dés^eloppement  de  —^ — —  effectué 

à  la /ois  suivant  les  puissances  positives  et  négatives  de  z/,  c'est-à-dire  le  nu- 
mérateur  c«(*-*)  étant  développé  suivant  les  puissances  positives  de  u  et 

jq — r  étant  développé  suivant  les  puissances  négatives  de  u. 

Cette  règle  permet  de  trouver  Tintégrale  particulière  sans  résoudre  Tc- 
quation  caractéristique.  Comme  elle  est  indépendante  de  la  nature  des 
racines  de  Téquation  caractéristique,  elle  subsistera  quand  cette  équation 
a4ira  des  racines  multiples.  On  aura  alors 
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et  l'on  reconnaîtra,  par  un  calcul  des  plus  simples  et  en  développant  d'a- 
bord l'ex|>onentielle  e"^-'-^^  suivant  les  puissances  de  u  —  a,  que  le  coeffi- 
cient de  -  dans  le  développement  de 


est 

— ^ e«f'--)(.r— 2]'/. 

1.2. ..7  ^  ' 

On  a  donc,  dans  le  cas  des  racines  multiples, 


(2 


3)  R=yrA.+"'^— •u..-^^^'i--^'-W). 


formule  que  l'on  obtient  d'ailleurs  beaucoup  plus  rapidement  en  employant 
la  belle  méthode  exposée  par  M.  Hermilc  dans  le  Cours  déjà  cité. 


II. 

A  Monsieur  le  makquis  de  Condorcet,  SECRÉTAinE  nE 
l'Académie  des  Sciences,  hue  Louis-le-Grand,  a  Pauis. 

J'ai  reçu,  Monsieur,  la  Note  que  vous  avez  eu  la  bonté  de  m'en- 
voyer;  elle  me  paroit  très  juste,  et  vous  obs(Tvez  avec  raison  que, 
toutes  fois  que  rintcgrale  sera  possible  en  termes  finis,  vous  la 
trouverez  par  votre  méthode,  qui  me  paroît  fort  ingénieuse.  Quand 
mon  travail  sera  fini  sur  cet  objet,  je  me  propose  de  vous  le  commu- 
niquer. Du  reste,  on  vous  doit  et  je  vous  rendrai  la  justice  d'ob- 
server que  vous  estes  le  premier  qui  ayez  donné  une  méthode 
générale  sur  ces  intégrations,  car  il  me  semble  qu'une  des  raisons 
pour  lesquelles  on  n'a  point  avancé  cette  partie  de  l'Analyse  autant 
qu'elle  pouvoit  l'être  est  que  l'on  s'est  borné  à  des  méthodes  de 
transformation  nécessairement  limitées.  Je  vous  prie  de  me  croire 
avec  toute  l'estime  et  l'amitié  possibles, 

Monsieur, 

Vostre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur, 

Laplace. 
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LAPLAGE  Â  D'ÂLEHBERT. 
I. 

A  Paris,  ce  samedi  i5  novembre  1777. 

Monsieur  et  très  illustre  Confrère, 

Au  lieu  d'aller  demain  vous  importuner,  comme  je  me  Tétois 
proposé,  j'ai  cru  plus  à  propos  de  vous  envoyer  Taddition  dont 
nous  sommes  convenus^  d'ailleurs  je  n'aurai  plus  demain  mon 
Mémoire,  puisque  je  dois  le  remettre  ce  soir,  à  TAcadémie,  à  M.  le 
marquis  de  Condorcet.  Après  celte  phrase  :  «  C'est  donc,  à  propre- 
)>  ment  parler,  h  M.  d'Alembert  qu'ilfaut  rapporter  les  premières 
»  recherches  exactes  qui  ayent  paru  sur  cet  important  sujet;  cet 
»  illustre  authcur,  s'étant  proposé,  dans  son  excellent  Ouvrage  qui 
»>  a  pour  titre  Reflexions  sur  la  cause  des  vents,  de  calculer  les  ellcts 
»  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  notre  atmosphère,  y  dé- 
)>  termine  d'une  manière  synthétique  et  fort  belle  les  oscillations 
/>  d'un  fluide  de  peu  de  profondeur  qui  recouvre  une  planète  immo- 
»  bile  au-dessus  de  laquelle  repose  un  astre  immobile:  il  cherche 
»  ensuite  à  déterminer  ces  oscillations  dans  le  cas  où,  la  planète 
»  étant  toujours  supposée  immobile,  l'astre  se  meut  uniformément 
*>  sur  un  parallèle  à  réquateur,et  il  parvient,  par  une  analyse  aussi 
»  savante  qu'ingénieuse,  aux  véritables  équatious  de  ce  problème; 
»  mais  la  difficulté  de  les  intégrer  l'a  forcé  de  recourir  à  des  sup- 
»  positions  qui  en  rendent  la  solution  incertaine.  On  trouvera  dans 
»  ces  recherches  la  solution  rigoureuse  de  ce  même  problème,  quels 
»  que  soient  la  densité  du  iluide  et  le  mouvement  de  l'astre.  » 

J'ai  ajouté  ce  qui  suit  : 

<f  Au  reste,  je  dois  à  M.  d'Alembert  la  justice  d'observer  que,  si 
»  j'ai  été  assez  heureux  pour  ajouter  quelque  chose  a  cet  égard  à  ses 
»  excellentes  réilexions  sur  la  cause  des  vents,  j'en  suis  principale- 
»  ment  redevable  à  ces  réilexions  elles-mêmes  et  aux  belles  décou- 
»  vertes  de  ce  grand  géomètre  sur  la  théorie  des  fluides  et  sur  le  Calcul 
»  intégral  aux  différences  partielles  dont  on  voitlcs  premières  traces 
»  dansFOuvrage  que  je  viens  de  citer.  Si  l'on  considère  combienles 
»  premiers  pas  sont  difficiles  en  tout  genre  et  surtout  dans  une  ma- 
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»  tière  aussi  compliquée,  si  l'on  fait  attention  aux  progrès  immenses 
»  de  l'Analyse  depuis  l'impression  de  son  Ouvrage,  on  ne  sera  pas 
»  surpris  qu'il  nous  ait  laissé  quelque  chose  à  faire  encor ,  et  qu'aidés 
)>  par  des  théories  que  nous  tenons  de  lui  presque  tout  entierres, 
»  nous  soyons  en  état  d'avancer  plus  loin  dans  une  carrière  qu'il 
»  a  le  premier  ouverte,  w 

J'espère,  mon  cher  Confrère,  que  vous  serez  content  de  cette 
addition-,  je  suis  très  enchanté  d'avoir  cette  occasion  de  vous 
témoigner  publiquement  mon  estime  et  ma  reconnoissance.  Je  vous 
devois  d'ailleurs  cette  justice  à  tous  égards,  puisqu'il  est  vray  de  dire 
que,  sans  votre  travail  et  sans  les  belles  recherches  que  vous  avez 
publiées  dans  votre  excellent  Essay  sur  la  résistance  des  fluides  et 
que  M.  Euler  a  depuis  présentées  d'une  manière  fort  simple  et  fort 
générale  dans  les  Mémoires  de  Berlin  et  de  Pétersbourg,  je  n'aurois 
jamais  osé  entreprendre  de  traiter  la  matière  qui  fait  l'objet  de  mes 
Recherches, 

J'ai  toujours  cultivé  les  Mathématiques  par  goût  plus  tost  que 
par  le  désir  d'une  vaine  réputation,  dont  je  ne  fais  aucun  cas  ;  mon 
plus  grand  amusement  est  d'étudier  la  marche  des  inventeurs  et  de 
voir  leur  génie  aux  prises  avec  les  obstacles  qu'ils  ont  rencontrés  et 
qu'ils  ont  sçu  franchir;  je  me  mets  alors  à  leur  place,  et  je  me 
demande  comment  je  m'y  serois  pris  pour  surmonter  ces  mêmes 
obstacles,  et,  quoique  cette  substitution  n'ait  le  plus  souvent  rien 
que  d'humiliant  pour  mon  amour-propre,  cependant  le  plaisir  de 
jouir  de  leur  succès  me  dédommage  amplement  de  cette  petite  humi- 
liation. Si  je  suis  assez  heureux  pour  ajouter  quelque  chose  a  leurs 
travaux,  j'en  attribue  tout  le  mérite  à  leurs  premiers  efforts,  bien 
persuadé  que  dans  ma  position  ils  «auroient  été  beaucoup  plus  loin 
que  moi.  Vous  voyez  par  là,  mon  cher  Confrère,  que  personne  ne 
lit  vos  Ouvrages  avec  plus  d'attention  et  ne  cherche  mieux  à  en 
faire  son  profit  que  moi  \  aussi  personne  n'est  plus  disposé  à  vous 
rendre  une  justice  plus  entière,  et  je  vous  prie  de  me  regarder 
comme  un  de  ceux  qui  vous  aiment  et  qui  vous  admirent  le  plus. 
C'est  dans  ces  sentiments  que  j'ai  l'honneur  d'être, 

Monsieur  et  illustre  Confrère, 

Vostre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur. 

Laplace. 
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II. 

«  Ce  dimanche,  lo  mart  178a. 
Monsieur  et  illustre  Confrère, 

Je  suis  très  flatté  que  mes  recherches  sur  les  suites  ayent  pu  fixer 
quelques  momens  votre  attention  ;  j'aurois  bien  désiré  que  vos  oc- 
cupations vous  eussent  permis  de  suivre  l'analyse  que  j'y  donne  du 
problème  des  cordes  vibrantes  au  moyen  du  Calcul  intégral  aux 
différences  finies  partielles,  car  il  me  paroit  évident  par  cette  ana- 
lyse que  toute  figure  initiale  de  la  corde  dans  laquelle  deux  côtés 
contigus  ne  forment  point  entre  eux  un  angle  fini  peut  être  admise. 
Voici  en  peu  de  mots  à  quoi  se  réduit  mon  raisonnement. 

Si  Ton  nomme  yx^t  l'ordonnée  d'une  corde  vibrante  dont  l'ab- 
scisse est  X,  t  désignant  le  temps,  il  est  clair  que  la  force  accélé- 
ratrice du  point  de  la  corde  placé  à  Textrémité  de  cette  ordonnée 
sera  proportionnelle  a  la  différence  seconde  des  trois  ordonnées  qui 
répondent  à  x — rfx,  x,  ar-f-rfo:,  c'est-à-dire  proportionnelle  à 
yx^dx,t—'^yx,t'^yx^dx,t\  de  plus,  cette  force  sera,  par  les  prin- 
cipes de  Dynamique,  proportionnelle  à  ddjx^t^  cette  différence  se- 
conde étant  prise  en  ne  faisant  varier  que  le  temps  t.  En  la  mettant 
donc,  comme  cela  se  peut^  sous  cette  forme  j^jc,  t^dt —  ^Jx,  t  "Hj^«,  r+rfr? 
on  aura,  pour  déterminer  le  mouvement  de  la  corde,  1  équation 

a*  étant  un  coefficient  constant.  Cette  équation  convient  incontes- 
tablement à  tous  les  points  de  la  corde,  excepté  aux  deux  extrêmes, 
dont  le  premier  n'a  point  d'ordonnée  antérieure  et  le  second  d'or- 
donnée postérieure-,  mais  ces  deuxpoints  sont  fixes  par  les  conditions 
du  problème.  J'observe  cependant  que,  pour  que  l'équation  précé- 
dente subsiste,  il  est  nécessaire  que  deux  côtés  contigus  ne  forment 
point  entre  eux  un  angle  fini  \  car  au  sommet  de  cet  angle  la  force 
accélératrice,  qui  partout  ailleurs  est  finie,  seroit  infinie;  la  vitesse 
changeroit  donc  brusquement  à  ce  point,  et  l'on  ne  pourroit  pas 

supposer  la  force  accélératrice  égale  à  -^y^»  comme  cela  est  néces- 
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sai're  pour  que  Téquation  générale  du  problème  des  cordes  vibrantes 
puisse  avoir  lieu. 

Maintenant,  au  lieu  d'intégrer  Téquation  précédente  par  la  con- 
sidération des  infiniment  petits^  ce  qui  peut  laisser  des  doutes  sur  la 
discontinuité  des  fonctions  arbitraires  auxquelles  on  parvient,  je 
Tintègre  comme  une  équation  aux  diQërencesflnies,  et  dans  laquelle 
par  conséquent  dx  et  dt  sont  des  quantités  finies.  Il  est  visible  que, 
rien  n'étant  négligé  dans  cette  intégration,  les  résultats  que  je 
trouve  conviennent  également  au  cas  de  dx  et  de  dt  infiniment 
petits;  et,  comme  dans  le  cas  général  la  valeur  de  yx,e  se  construit 
en  plaçant  alternativement  au-dessus  et  au-dessous  de  Taxe  des 
abscisses  le  polygone  qui  représente  la  valeur  de  yx,t  lorsque  f  =  o, 
on  doit  en  conclure  que  cette  même  construction  a  lieu  lorsque  dx 
et  dt  sont  infiniment  petits,  et  qu'ainsi  la  construction  que  vous 
avez  donnée  dans  vostre  Mémoire  sur  les  cordes  vibrantes  relati- 
vement aux  fonctions  analytiques  est  générale,  quelle  que  soit  la 
figure  initiale  de  la  corde,  pourvu  qu'aucun  de  ses  angles  ne  soit 
fini.  Il  ne  me  sera  pas  difficile  présentement  de  répondre  à  la  diffi- 
culté que  vous  me  faisiez  hier  à  l'Académie  sur  la  force  accélé- 
ratrice qui  a  lieu  au  point  de  contact  de  deux  courbes  qui  se  tou- 
chent. Pour  cela  je  considère  deux  arcs  de  cercle  BA,  B'A  qui  se 
touchent  au  point  A  et  dont  les  centres  sont  C  et  C.  La  force  accé- 
lératrice au  point  A  est  en  raison  inverse  du  rayon  osculateur  de 
ce  point,  et,  comme  il  appartient  également  aux  deux  arcs  AB,  AB', 
vous  me  demandiez  lequel  des  deux  rayons  CA,C'A  ou  doit  choisir 
pour  représenter  la  force  accélératrice  du  point  A.  Pour  répondre 
à  cette  difficulté,  j'observerai  que,  lorsqu'on  supposela  force  accélé- 
ratrice inversement  proportionnelle  au  rayon  osculateur  au  point  A, 
cela  veut  dire  que,  si  l'on  prend  deux  points  M  et  M'  infiniment 
voisins  et  équidistants  de  A,  et  que  l'on  fasse  passer  un  cercle  par 
ces  trois  points,  la  force  accélératrice  du  point  A  sera  en  raison  in- 
verse du  rayon  de  ce  cercle.  Cela  posé,  je  dis  que  cette  force  ne  sera 
inversement  proportionnelle  ni  à  CA  ni  à  C'A,  parce  qu'aucun 
de  ces  deux  rayons  ne  sera  celui  du  cercle  qui  passe  par  les  trois 
points  M,  A,  M';  mais,  si  Ton  prolonge  M' G  jusqu'à  ce  qu'il  ren- 
contre MC  en  O,  O  sera  le  centre  de  ce  cercle  et  la  force  en  A  sera 
réciproque  au  rayon  AO-,  or  il  est  facile  de  prouver  que  AO  est  égal 
au  produit  des  deux  rayons  CA  et  C'A,  divisé  par  la  moitié  de  leur 
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somme.  Il  n'y  a  donc  point  d'ambiguïté  relativement  à  la  force 
accélératrice  du  point  A,  qui  sera  toujours  proportionnelle  à  la 
diil'érence  seconde  des  trois  ordonnées  qui  passent  par  les  points 
M,  A  et  M'. 

Telles  sont,  Monsieur,  les  réflexions  que  j'ai  l'honneur  de  vous 
présenter  sur  une  question  très  délicate  que  vous  avez  tant  de  fois 
agitée  et  sur  laquelle  l'opinion  dépend  de  la  manière  dont  on  envi- 
sage le  problème.  Il  est  naturel  de  transporter  au  résultat  de  la 

Fig.  I. 


solution  la  continuité  qu'exige  la  méthode  dont  on  fait  usage  et  qui 
souvent  restreint  la  généralité  de  cette  solution^  aussi  je  ne  suis 
point  surpris  que  notre  illustre  ami  RL  de  la  Grange,  qui  a  traité 
ce  problème,  dans  le  Tome  III  des  Mémoires  de  Thurin,  par  la 
méthode  des  suites  infinies,  ait  cru  la  continuité  nécessaire  entre 
les  dîllérenccs  quelconques  des  fonctions  arbitraires^  mais  la  mé- 
thode des  diUërences,  dans  laquelle  on  ne  néglige  rien,  est  exempte 
de  ces  inconvénients.  Il  m'a  toujours  semblé  que  M.  Euler  a  été 
trop  loin  en  n'assujettissant  à  aucune  condition  les  fonctions  arbi- 
traires^ mais  je  pense  que  vous  avez  été  trop  circonspect  en  les 
restreignant  aux  seules  fonctions  analytiques.  Cette  circonspection 
étoit  bien  naturelle  dans  l'inventeur  d'un  calcul  qui  offre  des 
résultats  aussi  vastes  et  aussi  inattendus  ^  mais  vous  ne  devez  pas 
trouver  mauvais  que  l'on  vous  prouve  que  votre  calcul  a  plus 
d'étendue  que  vous  ne  lui  en  aviez  soupçonné  d'abord.  Je  vous  prie 
de  croire  que  personne  ne  sent  mieux  que  moi  l'importance  et  la 
beauté  de  cette  précieuse  découverte  et  ne  vous  rend  à  cet  égard 
une  justice  plus  sincère,  à  laquelle  je  suis  porté  d'ailleurs  par  le 
sentiment  de  la  reconuoissance  pour  vos  premières  bontés,  que  je 
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n'oublierai  jamais.  J'ai  rhonneur  d'être  avec  toute  l'estime  et  la 
considération  possibles. 

Monsieur  et  très  illustre  Confrère, 

Vostre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur. 

Laplace. 


LETTRE  DE  BORDA  A  GONDORCET. 


Réponse. 

I»  Et  moi  aussi;  mais  j'ai  fait 
voir  que  l'hypothèse  du  parallé- 
lisme des  tranches  donnoit  le 
mouvement  du  fluide  assez  exac- 
tementlorsqu'une  certaine  quan- 
tité N  n'influait  pas  beaucoup 
sur  les  résultats,  et  c'est  le  cas 
de  toutes  les  questions  que  j'ai 
examinées. 

2®  Lorsqu'une  partie  du  fluide 
agit  sur  l'autre  comme  si  elle 
n'étoit  pas  contenue  entre  des 
parois,  il  y  a  nécessairement  une 
perte  de    forces  vives,  et,    s'il 


Profession  de  foi 
de  M,  de  Condorcet, 

1^  Je  regarde  comme  hypo- 
thétique toute  théorie  qui  n'est 
pas  fondée  sur  le  mouvement 
des  particules. 


2®  Je  crois  qu'il  y  a  perte  de 
forces  vives  dans  le  choc  de  deux 
masses  de  fluide  ;  mais,  lorsqu'il 
n'y  a  point  de  choc  entre  les 
masses  ni  de  fermentation  dans 


Fîg.  2. 


1 1 

P  9 

n'y  en  avoit  pas,  il  s'ensuivroit 
que,  si  l'on  supposoitl 'orifice/?^ 
infiniment  petit  par  rapport  au 


ce  fluide,  je  ne  vois  pas  pourquoi 
on  la  supposeroit. 
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vase  submergé,  le  fluide  entre- 
roit  dans  le  vase  avec  une  vitesse 
infinie. 

i^  Je  suis  du  même  avis,  c'est 
pourquoi  je  ne  me  suis  permis 
de  regarder  une  tranche  entière 
comme  une  masse  unique  qu'a- 
près avoir  montré,  dans  le  com- 
mencement de  mon  Mémoire, 
que  la  considération  des  diffé- 
rentes tranches  revenoit  auméme 
que  celle  des  différents  canaux 
quelconques  dans  tous  les  cas 
que  j'ai  examinés. 

4°  Je  ne  vais  point  contre  les 
démonstrations  rigoureuses. 


5**  J*ai  démontré  le  contraire 
et  j'ai  fait  voir,  outre  cela,  d'où 
venoit  l'absurdité  du  résultat. 


6^  Dans  la  solution  des  sy- 
phons  de  M.  l'abbé  Bossut,  la 
lettre  k  signifie  la  surface  supé- 
rieure. (  F'ojr.  p.  374,  ligne  der- 


nière.) 


3**  Je  regarde  comme  très-hy- 
pothétique toute  manière  d'éva- 
luer la  perle  de  fbrces  vives,  à 
moins  qu'on  ne  prenne  la  valeur 
de  cette  perte  pour  chaque  par- 
ticule et  qu'on  ne  somme  ces  va- 
leurs. 


4°  Je  ne  crois  pas  que  dans 
un  vase  qui  se  vuide  par  un  trou 
percé  au  fond  la  dernière  tran- 
che tombe  (dans  les  premiers 
instants)  comme  un  corps  libre. 
Celte  conclusion  me  paroît  plus 
extraordinaire  encore  que  celle 
de  M.  d'Alemberl,  sur  laquelle 
je  suspends  aussi  mon  jugement. 

5"  Je  ne  crois  pas  que  l'hypo- 
thèse qu'a  choisie  M.  l'abbé  Bos- 
sut soit  inadmissible  pour  le  cas 
où  le  fluide  environnant  est  très- 
étendu  et  le  trou  très-petit. 

6°  En  examinant  la  solution 
du  syphon,  on  trouve  la  vitesse 
imaginaire  comme  dans  la  solu- 
tion du  vase  submergé  lorsqu'on 
cherche  la  vitesse  pour  un  en- 
droit où  la  tranche  du  fluide  est 
infiniment  petite,  ce  qui,  d'après 
votre  propre  manière  de  compa- 
rer le  problème  à  celui  des  sy- 
phons,    prouve  la  nécessité  de 
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'f  Si  vous  entendez  par  roues 
verticales  celles  dont  les  ailes 
remplissent  exactement  le  cour- 
sier dans  lequel  elles  se  meuvent, 
je  nie  la  proposition  \  si  vous  en- 
tendez celles  qui  se  meuvent  dans 
le  courant  des  rivières,  je  n'en 
aï  pas  entrepris  la  solution  parce 
que  je  la  regarde  comme  trop 
au-dessus  de  tous  les  géomètres  *, 
mais  si  j^avois  voulu  y  appliquer 
la  théorie  ordinaire  de  la  résis- 
tance des  fluides,  je  n'aurois  cer- 
tainement pas  commis  la  même 
faute  que  M.  Tabbé  Bossut. 

Ma  manière  d'évaluer  le  choc 
des  fluides  est  la  même  que 
celle  de  tous  les  géomètres,  c'est- 
à-dire  que  je  dis  comme  eux  que 
ce  choc  est  proportionnel  au 
nombre  des  molécules  qui  frap- 
pent, dans  un  temps  donné, 
multiplié  par.  la  vitesse  perdue 
par  chacune  de  ces  molécules. 


changer  les  signes,  et  je  per- 
siste à  croire  que  Thypothèse  de 
M.  Tabbé  Bossut  doit  donner  la 
vitesse  réelle. 

7®  Votre  solution  du  mouve- 
ment des  roues  est  fort  ingé- 
nieuse, mais,  dans  le  cas  des  roues 
verticales,  elle  me  paroit  aussi 
hypothétique  que  l'autre,  et  vo- 
tre manière  d'évaluer  la  percus- 
sion des  fluides  ne  me  paroit  pas 
une  chose  démontrée. 


Voilà,  mon  cher  confrère,  ma  réponse  à  votre  profession  de 
foi  \  je  suis  lâché  que  vous  ne  soyiés  pas  de  ma  croyance  ;  mais  nous 
n'en  irons  pas  moins  tous  les  deux  au  paradis,  sauf  à  y  disputer 
sur  les  fluides,  et  je  répondrai  de  vive  voix  à  la  partie  morale  de 
votre  Lettre. 


Je  vous  embrasse  de  tout  mon  cœur. 


De  Borda. 
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LETTRE  DE  FUSS  A  CONDORCET  (*). 

Saint-Pétersbourg,  le  10/36  mai  1778. 

Monsieur, 

C'est  avec  un  plaisir  proportionné  à  Timportance  du  sujet  et 
4  l'impression  qu'il  a  faite  sur  moi  que  j'ai  appris  de  M.  J.-A.  Euler, 
mon  cher  et  respectable  amy,  que  les  deux  Mémoires  Sur  les  rfe- 
rangements  (Vune  comète  qui  passe  près  d'une  planète,  que  j'ai 
eu  l'honneur  d'envoyer  à  l'Académie  Royale  des  Sciences  avec  la 
devise  Non  jam  prima peto,  Mnestheus,  etc.,  ont  remporté  le  prix. 
Mais  j'ai  été  surpris  en  même  temps  d'apprendre  que  vous  n'avés 
reçu  ni  le  billet  que  j'avois  ajouté  à  mon  premier  Mémoire,  adressé 
à  M.  de  Fouchy,  ni  celui  du  supplément,  que  M.  Euler  le  fils  eut  la 
complaisance  de  vous  adresser,  et  qui  contenoient  l'un  etPautre  les 
éclaircissements  nécessaires  qu'on  a  coutume  d^ajouter  aux  pièces 
concourantes.  M.  Euler  pourroit  appuyer  de  son  témoignage  l'as- 
surance que  je  n'ai  pas  manqué  à  cette  formalité. 

Je  me  fais  un  devoir.  Monsieur,  de  vous  réitérer  ici  la  décla- 
ration contenue  dans  les  billets  égarés  :  que  c'est  uniquement  à 
mon  illustre  maître,  M.  Euler  le  père,  dont  les  soins  et  les  in- 
structions sont  depuis  quatre  années  le  bonheur  de  ma  vie,  que  je 
suis  redevable  d'avoir  pu  présenter  à  votre  illustre  Académie  quel- 
que chose  qui  ne  fut  pas  indigne  de  son  approbation,  relativement 
au  sujet  important  qu'elle  avoit  choisi  deux  fois  et  proposé  à  l'orbe 
littéraire ,  parce  que,  outre  que  c'est  à  lui  seul  que  je  dois  le  peu 
de  lumières  que  j'ai  acquises,  il  m'a  non-seulement  encouragé  à 
soumettre  à  tant  de  juges  éclairés  les  deux  Mémoires  qu'ils  vien- 
nent de  couronner,  mais  qu'il  m'en  a  même  suggéré  les  principales 
idées.  Le  seul  mérite  donc  sur  lequel  je  puisse  faire  quelque  pré- 
tension est  celui  d'avoir  assés  bien  saisi  et  exécuté  les  idées  de 
mon  divin  maître,  pour  m'attirer  le  suffrage  inestimable  de  votre 
illustre  Corps.  Ils  auroient  sans  doute  infiniment  gagné,  ces  idées, 
s'il  avoit  voulu  les  digérer  et  vous  présenter  lui-même 


(*)  Toutes  les  Lettres  publiées  dans  ce  numéro  ont  été  trouvées  dans  les  papiers 
de  Condorcet  légués  à  l'Institut  par  M*"*  O'Connor-Condorcet,  sa  fille. 

Bull,  des  Sciences  math.,  2*  Série,  t.  111.  (Mai  1879.)  16 
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Daignés,  Monsieur,*  être  auprès  de  l'illustre  Académie  Tinter- 
prèle  des  sentiments  de  respect  et  de  reconnoîssance  que  je  lui  dois  à 
tant  de  titres  :  je  ne  trouve  point  d'expressions  assés  forttts  pour 
vous  dépeindre  ceux  dont  je  suis  pénétré  en  ce  moment. 

M.  J.-A.  Euler,  qui,  ayant  été  plusieurs  fois  dans  le  cas  pré- 
sent, saura  mieux  que  moi  les  formalités  et  les  mesures  à  prendre, 
aura  la  complaisance  de  vous  dire  à  ma  place  quelques  mots  sur  les 
moyens  de  me  faire  parvenir  Targent  qui  m'est  destiné.  Je  pense 
que  le  plus  sur  seroit  si  vous  vouliez  bien  faire  négocier  et  m'en- 
voyer  une  lettre  de  change  de  Holande,  qui  sont  partout  les  plus 
sures  et  les  plus  recherchées. 

Agréés,  Monsieur,  Thommage  d'un  jeune  géomètre  qui  n'a 
d'autre  mérite  que  celui  d'être  élève  de  M.  Euler  et  celui  de  pou- 
voir vous  admirer  dans  vos  Ouvrages,  qu'il  a  le  double  avantage 
de  lire,  et  de  lire  à  son  divin  maître.  Il  y  a  longtemps  que  je 
souhaite  une  occasion  de  vous  témoigner  le  profond  respect  que 
m'a  inspiré  la  profondeur  et  la  fécondité  de  votre  génie.  La  voilà 
qui  se  présente  aujourd'huy  et  elle  ne  pourroit  être  ni  plus  flatteuse 
ni  plus  solennelle  pour  celui  qui  a  l'honneur  d'être  avec  tous  les 
sentiments  de  la  plus  haute  vénération  et  de  la  plus  parfaite  estime, 

Monsieur, 

Votre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur, 

Nicolas  Fuss, 

Adjoint  de  l'Académie  impériale  des  Sciences. 

P.-aS.  — M.  Euler,  qui  vous  fait  assurer  de  son  amour  et  de  son 
estime,  me  charge  de  vous  demander  si  par  hazard  vous  n'auriés 
pas  reçu  la  dernière  Lettre  qu'il  vous  a  adressée  (j'ai  oublié  sous 
quelle  date,  quoiqu'elle  soit  écrite  de  ma  main),  vu  qu'il  n'a  point 
reçu  de  réponse.  Elle  contenoit,  comme  une  des  précédentes,  quel- 

-—^ ^ — ï  qu'il    ob- 

I         X 

serve  pouvoir  être  rendue  rationnelle  moyennant  la  substitution 

singulière  x  = t- —-y  quoiqu  il  ait  cru  autrefois qu  il 

soit  impossible  de  la  réduire  à  la  rationalité   par  quelque  substi- 
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tution  que  ce  soit,  parce  qu'il  en  pou  voit  exprimer  l'intégrale  par 
des  logarithmes  et  des  arcs  de  cercle.  Il  y  avoit  ensuite  ajouté  quel- 
ques observations  sur  la  somme  des  quarrés  des  coefficients  d'une 
puissance  quelconque  d'un  binôme  et  l'essentiel  de  la  méthode  dont 
il  s'est  servi  pour  ces  sommations  dans  un  Mémoire  présenté  à 
nôtre  Académie. 


LETTRE  OE  JEAN-ALBERT  EULER  A  GONDORGET. 

A  Saint-Pétersbourg,  ce  i5/26  may  1778. 

Monsieur  et  trîss  illustre  Confrère, 

L'auteur  de  l'écrit  sur  la  perturbation  des  comètes,  auquel 
votre  illustre  Académie  vient  d'ajuger  le  prix,  est  M.  Fuss,  élève 
de  mon  père,  et  adjoint  de  l'Académie  impériale  des  Sciences  pour 
les  Mathématiques.  Il  aura  l'honneur  de  vous  le  notifier  lui-même, 
Monsieur,  dans  une  Lettre  qu'il  m'a  promis  de  me  remettre  encore 
ce  soir  pour  la  faire  partir  avec  la  mienne.  J'ai  été  bien  surpris  de 
voir,  par  votre  obligeante  notification,  qu'il  ne  s'est  point  trouvé 
de  billet  cacheté  ni  à  la  pièce  même  que  j'ai  eu  l'honneur  de  vous 
adresser  en  1776,  ni  au  supplément  qui  vous  est  parvenu  l'année 
passée.  M.  Fuss  m'assure  en  avoir  joint  à  l'une  et  à  l'autre;  il  faut 
donc  qu'ils  ayent  été  égarés  par  mégarde,  dont  je  suis  bien  fâché, 
parce  que  par  là  le  public  a  été  pour  quelque  temps  détourné  d'un 
jeune  géomètre  qui  déjà  mérite  toute  son  attention,  et  qui,  quelque 
jour,  fera  l'admiration  de  l'Europe  savante.  Quant  à  la  manière  de 
lui  faire  toucher  le  prix,  je  lui  ai  conseillé  de  vous  prier.  Monsieur, 
que  vous  lui  en  fassiez  remisse  par  une  lettre  de  change  sur  la 
Hollande,  de  la  même  manière  que  mon  père  a  touché,  il  7  a 
quelque  tems,  les  mille  roubles  dont  votre  très  gracieux  Roy  a 
bien  voulu  le  gratifier. 

Mon  père  se  porte  très  bien  au  sein  de  sa  nombreuse  famille; 
jusqu'ici  il  ne  discontinue  point  de  travailler  journellement  à  des 
Mémoires  de  Géométrie  et  de  Physique  qui  entreront  dans  nos 
Actes  académiques.  Ensuite,  pour  se  délasser  et  se  donner  du  mou- 
vement nécessaire  à  la  conservation  de  sa  santé,  il  s'amuse  à  aiman- 
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1er  des  barres  d'acier  trempé,  dont  il  a  un  très-grand  nombre  de 
différentes  dimensions^  il  en  a  de  3o  pouces  de  long  sur  a  y  pouces 
d'épaisseur  en  quarré  qu'il  travaille  et  frotte  avec  des  lames  de 
24  pouces.  Il  vous  remercie  infiniment  de  la  part  obligeante  que 
vous  me  prenez  à  son  état  et  vous  prie  d'ôtre  très  persuadé  de 
son  parfait  retour.  Mais  il  ne  comprend  pas  quelles  nouvelles  le 
comte  de  Schouvalov  vous  a  pu  donner  de  sa  sauté,  lui  qui,  comme 
tous  ses  autres  compatriotes,  ne  se  souvient  guère  des  gens  de  notre 
état  et  les  voyent  le  moins  qu'ils  le  peuvent.  Mais  ces  messieurs 
sont  tout  autres  lorsqu'ils  voyagent  que  lorsqu'ils  sont  sur  leur 
fumier  :  passent  encore  les  beaux  esprits,  les  poètes  —  dont  ils  ne 
font  cependant  de  cas  qu'autant  qu'ils  les  amusent. 

Vous  aurez  actuellement  reçu,  Monsieur,  le  diplôme  acadé- 
mique que  j'ai  eu  l'honneur  de  vous  adresser  de  la  part  de  notre 
Académie,  et  dont  le  chevalier  de  Corberon,  votre  chargé  d'affaires 
à  notre  Cour,  a  bien  voulu  se  charger.  Je  dois  une  ample  réponse 
à  notre  digne  et  cher  confrère  M.  de  Lalande,  et  je  m'en  acquitte- 
rai avec  bien  du  plaisir  au  premier  jour  5  je  vous  prie  de  l'assurer, 
en  attendant,  de  mon  inviolable  attachement. 

»  J'ai  l'honneur  d'être  avec  la  plus  parfaite  estime,  Monsieur 
et  très  illustre  Confrère,  votre  très  humble  et  très  obéissant  ser- 
viteur. 

Jean-Albert  Euler. 


DOMENIGO  CHELINI  (NOTICE  NÉCROLOGIQUE); 
Par  m.  L.  CREMONA  (•). 

Dominique  Chelinî  naquit  le  18  octobre  1802  à  Gragnano, 
duché  de  Lucqucs,  d'une  famille  de  paysans  aisés.  Son  père,  Fran- 
çois-Marie, désira  qu'il  entrât  dans  la  carrière  ecclésiastique,  et, 
l'ayant  placé  à  Lucqucs  chez  une  famille  privée,  l'y  fit  instruire 
dans  les  premiers  rudiments  de  la  langue  latine,  où  il  eut  pour 

(*)  I.uo  dans  la  séance  du  5  janifier  1879  de  rAcadèmie  royale  des  Lincei. 
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maître  un  certain  P.  Puccînellî,  des  chanoines  de  Latran.  Son  père 
étant  mort  lorsque  Dominique  était  encore  fort  jeune,  ses  frères 
souhaitèrent  qu  il  revint  dans  sa  famille,  soit  pour  éviter  des  dé- 
penses, soit  pour  qu'il  les  aidât  dans  les  travaux  des  champs.  Mais 
le  P.  Puccinclli,  voyant  avec  regret  le  jeune  homme  interrompre  des 
études  où  il  avait  fait  et  promettait  encore  de  faire  de  grands  progrès, 
fit  tant  qu'il  parvint  à  faire  poursuivre  à  son  élève  la  carrière  entre- 
prise. Pendant  qu'il  était  encore  à  Lucqucs,  il  fut  initié,  parait-il, 
aux  études  de  Minéralogie  par  le  P.  Pictrini,  des  Scuole  pie,  pro- 
fesseur à  l'Université  de  Rome.  Grâce  aux  soins  du  P.  Puccinelli, 
Chelini  fut  bientôt  admis  à  revêtir  l'habit  religieux  à  Rome,  où  il 
entra  dans  les  Scuole  pie  le  18  novembre  18 18,  et  fit  ses  études 
au  Collège  de  Nazareth,  de  1819  à  1826.  Il  y  eut  pour  professeur  en 
Philosophie  le  P.  Barretti,  en  Mathématiques  le  P.  Gandolfi,  tous 
les  deux  de  l'Archigymnase  romain,  et  en  éloquence  le  P.  Bianchi, 
latiniste  de  grande  réputation.  Il  se  distingua  à  la  fois  dans  les 
études  scientifiques  et  dans  les  études  littéraires,  si  bien  que, 
à  peine  eut- il  cessé  d'être  écolier,  il  fut  chargé  d'enseigner 
les  humanités  dans  le  même  Collège.  L'année  suivante,  il 
alla  professer  la  rhétorique  à  Nami,  où  il  fut  ordonné  prêtre 
(avril  1827).  Là,  se  trouvant  dans  une  résidence  tranquille  et  sui- 
vant l'incHuation  naturelle  de  son  esprit,  il  se  mit  avec  ardeur  à 
continuer  seul,  avec  le  secours  des  livres,  ses  études  mathématiques, 
entreprise  qui  fut  toujours  sa  principale  et  sa  plus  chère  occupation, 
et  qu'il  n'abandonna  jamais  jusqu'à  la  fin  de  sa  vie.  Il  passa  une 
année  à  Narni,  puis  une  autre  (1828-29)  à  Cîttà  délia  Pîeve,  comme 
professeur  de  Philosophie  ^  de  là  il  fut  transféré  avec  les  mêmes 
fonctions  à  Âlatri.  En  i83i,  il  tomba  gravement  malade,  et  alla  se 
traiter  à  Naples.  La  même  année,  il  fut  rappelé  au  Collège  de  Naza- 
reth et  il  y  obtint  la  chaire  de  Mathématiques,  qu'il  occupa  pendant 
une  vingtaine  d'années,  quoique,  pendant  plusieurs  années  à  partir 
de  i836,  il  professât  aussi  la  Philosophie  en  l'absence  du  titulaire. 
Dans  les  derniers  mois  de  i843  et  dans  les  premiers  de  1844?  il  fi^ 
la  connaissance  de  Jacobi,  venu  à  Rome  pour  raisons  de  santé,  en 
même  temps  que  Lejeune-Dirichlct,  Steincr,  Schlâfii  et  Borchardt, 
et  il  s'acquit  la  bienveillance  et  l'estime  du  grand  mathématicien 
ci  de  ses  illustres  compagnons. 

En  octobre  1 85 1 ,  il  alla  comme  professeur  de  Mécanique  et  d'Hy- 
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draulique  à  TUniversité  de  Bologne^  le  24  mai  1860,  il  perdit  sa 
place  pour  avoir  refusé  de  prendre  part  à  la  solennité  religieuse  de 
la  fête  du  Statut,  et,  le  5  novembre  de  la  même  année,  il  fut  rétabli 
dans  la  chaire  de  Mécanique  rationnelle  par  une  décision  exception- 
nelle sous  forme  d'un  arrêté  ministériel,  le  nommant  professeur 
extraordinaire  pour  un  temps  illimité,  avec  dispense  du  serment  et 
les  mêmes  appointements  dont  il  jouissait  auparavant  comme  pro- 
fesseur ordinaire.  Mais,  en  octobre  i863,  on  commença  à  ne  plus 
vouloir  respecter  la  position  exceptionnelle  de  Chelini  ^  on  lui  si- 
gnifia un  arrêté  qui  le  nommait  professeur  extraordinaire  pour 
Tannée  scolaire  suivante,  comme  c'est  l'usage  pour  les  professeurs 
extraordinaires.  Ce  procédé  aiTccta  très-péniblement  Chelini,  qui 
aimait  sincèrement  la  patrie  italiennre  et  qui  était  absolument  in- 
capable de  s'associer  à  tout  acte  hostile  au  gouvernement  national  ; 
sur  ses  sentiments  à  ce  sujet,  ses  intimes  amis  peuvent  lui  rendre 
le  plus  complet  témoignage.  Un  an  après,  le  ministère  lui  demanda 
de  prêter  le  serment  politique,  et,  sur  sa  déclaration  qu'il  ne  pouvait 
le  prêter  à  cause  de  sa  position  ecclésiastique,  il  fut  destitué  par 
arrêté  du  18  décembre  1864*  A  cette  occasion,  les  professeurs  et  les 
étudiants  de  l'Université  de  Bologne  manifestèrent  de  diverses  ma- 
nières toute  l'estime  et  toute  l'affection  qu'ils  portaient  à  Chelini,  et 
toute  la  douleur  qu'ils  ressentaient  de  se  voir  privés  de  toute  espé- 
rance de  le  conserver  dans  leur  Université.  Chelini  supporta  sa 
disgrâce  avec  une  admirable  sérénité  d'âme  ^  il  se  rendit  à  Lucques, 
où  il  avait  de  nombreux  neveux  et  où  il  reçut,  à  sa  grande  conso- 
lation, un  album  des  portraits  photographiques  des  professeurs  de 
Bologne  et  de  ses  amis  scientifiques  des  autres  Universités. 

En  mars  i865,  il  alla  à  Rome,  où  on  lui  avait  fait  espérer  une 
chaire  à  l'Université^  mais  ce  fut  seulement  en  septembre  1867 
qu'il  obtint  l'enseignement  de  la  Mécanique  rationnelle,  et  il  l'inau- 
gura au  commencement  du  mois  de  décembre  suivant.  Quatre  ans 
après,  il  fut  de  nouveau  congédié,  alors  que,  Rome  étant  devenue 
capitale  de  l'Italie,  on  lui  présenta  de  nouveau  le  dilemme  de  prêter 
serment  ou  de  se  retirer.  Depuis  lors,  il  enseigna  dans  l'Université 
dite  du  F'atican,  tant  que  celle-ci  ne  fut  pas  fermée  \  après  cela, 
il  se  consacra  à  l'enseignement  privé. 

11  espérait  obtenir  une  petite  pension,  qu'il  eût  destinée  à  se- 
courir des  parents  dans  le  besoin-,  elle  lui  fut  refusée.  Au  prin- 
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temps  de  1878,  l'Ordre  civil  de  Savoie  lui  décerna  un  petit  trai- 
tement annuel,  qu'il  accepta  avec  une  vive  gratitude  ;  mais  il  ne 
lui  fut  pas  donné  d'en  toucher  le  premier  trimestre,  la  mort  l'ayant 
surpris  le  16  novembre,  après  quelques  jours  de  maladie,  au  Col- 
lège de  Nazareth,  où  il  habitait  depuis  i865. 

Il  était  membre  de  l'Académie  des  Lincei  depuis  1847^  ^^  l'Aca- 
démie de  Bologne  depuis  i8d4  et  de  la  Société  Italienne  des  Qua- 
rante depuis  i863.  Il  appartenait  en  outre  à  un  grand  nombre 
d'autres  Académies  et  Sociétés  moins  importantes. 

Toute  sa  vie  fut  consacrée  aux  progrès  de  la  Science  et  de  Tîn- 
struction.  Ses  publications  sont  au  nombre  de  cinquante-trois  et 
embrassent  une  période  d'au  moins  quarante-quatre  ans.  Son  pre- 
mier travail  est  un  Mémoire  (c  Sur  la  théorie  des  quantités  propor- 
tionnelles »,  lu  à  l'Académie  des  Lincei  le  28  juillet  i834)  ^^  ^^^ 
dernier  est  un  Mémoire  «  Sur  quelques  questions  de  Dynamique  », 
présenté  à  l'Académie  de  Bologne  le  26  avril  1877.  Jusqu'à  ses  der- 
niers jours,  il  conserva  intacte  la  force  de  l'esprit  comme  celle  du 
corps.  Deux  semaines  environ  avant  sa  mort,  il  était  chez  moi  et 
me  parlait  d'une  question  qui  l'occupait,  et  de  la  solution  de 
laquelle  il  espérait  tirer  un  Mémoire  destiné  au  Recueil  de  l'Aca- 
démie de  Bologne. 

Je  sortirais  des  limites  qui  me  sont  imposées  dans  cette  enceinte 
si,  pour  peindre  au  vif  l'excellent  ami  que  j'ai  perdu,  j'essayais  de 
montrer  de  quel  génie,  de  quel  cœur,  de  quel  caractère,  de  quelle 
modestie  il  était  doué.  J'y  renoncerai  d'autant  plus  facilement, 
sachant  qu'ime  vraie  et  complète  biographie  sera  écrite  par  un  ami 
commun,  le  professeur  Beltrami.  Je  me  bornerai  à  terminer  cette 
Notice  en  citant  les  belles  paroles  par  lesquelles  M.  Beltrami  an- 
nonça à  l'Académie  de  Bologne  la  mort  de  Chelini  :  «  • . . .  Ceux  qui 
l'ont  connu  l'ont  aimé.  Les  mathématiciens  qui  ont  étudié  ses  tra- 
vaux l'ont  admiré  et  aimé  en  même  temps.  C'est  que  sa  pensée 
scientifique  était  limpide  et  sereine  comme  son  cœur,  et  le  souci 
constant  de  rendre  intuitives  les  vérités  les  plus  cachées  était  en  lui 
le  reflet  d'une  splendide  intelligence  non  moins  que  d'un  sentiment 
exquis  d'universelle  bienveillance.  L'entreprise  de  résumer  et  d'ex- 
pliquer la  longue  série  de  ses  travaux  sera  facile  et  agréable  à  celui 
qui  devra  s'en  charger^  ce  sera  une  histoire  d'idées  belles,  bonnes 
et  vraies,  revêtues  de  formes  simples  et  élégantes^  ce  sera  une 
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nouvelle  preuve  de  la  célèbre  maxime  :  «  Le  style,  c'esl  l'homme.  » 
Malheureusement,  si  le  style  nous  reste,  Fliomme  n'est  plus.  Lui 
aussi,  ce  vétéran  de  la  Science  italienne,  dont  le  nom  sortait  avec 
respect  de  la  bouche  des  étrangers  au  temps  où  nos  études  parta- 
geaient l'abaissement  de  nos  destinées  nationales,  il  est  descendu 
dans  la  tombe.  Il  attendait  son  dernier  jour  Tâme  tranquille;  il 
avait  la  conscience  d'une  vie  noblement  dépensée.  Bénissons  la  mé- 
moire de  Dominique  Chelini  :  c'est  la  mémoire  d'une  àme  candide 
et  d'un  esprit  d'élite.  » 

Une  souscription  est  ouverte  pour  ériger  à  Chelini  un  modeste 
monument  dans  le  portique  de  l'Université  romaine,  où  il  a  ter- 
miné sa  carrière  comme  professeur  public. 

Voici  maintenant  la  liste  de  ses  publications  : 


Publications  scientifiques  de  Domenico  Chelini. 

I.  —  Giornale  Arcadico. 

\ .  Teorîa  délie  quantità  proporzîonali  (Mcmorîa  letta  nell'  Acca- 
demia  dei  Lincei,  le  28  juillet  i834)*  (1-  LXXIU,  iSSj, 
p.  166-190). 

2.  Teorica de  valori délie proiezîoni.  (T.  LXXIV,  i838,  p.  47-73)- 

3.  Saggio   di  Geomctria  analitica   trattata  con  nuovo  metodo. 

(T.  LXXV,  i838,  p.  8o-i3o,  279-3085  t.  LXXVI,  1839, 
p.  3-65,  257.286)  (*). 

4.  Formazionc  c  dimostrazione  délia  formola  che  dà  i  valori  délie 

incognito  nellc  equazioni  di  primo  grado.  (T.  LXXXV,  i84o, 
p.  3-12). 

5.  Nota  sulle  propriété  di  alcune  espressioni  algebriche  relative 

aile  superficie  di  second'  ordinc  e  sulla  riduzione  di  alcuui 
integrali  multipli.  (T.  XCIV,  i843,  p.  49-57). 

6.  Teorema  di  Stcincr  sul  volume  di  un  corpo  terminato  da  basi 
(*)  Ce  travail  a  été  aussi  publié  séparément  (Roma,  tipografia  délie  Belle  Arti,  iS38). 


Digitized  by 


Google 


MÉLANGES.  233 

parallèle  e  circonscritto  latcralmentc  da  una  superficie  rîgata. 
(T.  XCVI,  1843,  p.  3-16). 

7.  Suir   equazionc  cubica  per  la  quale  si  determinaro  gli  assi 

principal!  délie  superficie  di  second'  ordine^  Nota  del  sig. 
dott.  E.-E.  Kummer,  prof,  in  Breslavia,  tradotta  dal  sig. 
C.-G.-J.  JacobI  ed  annotata  dal  prof.  Domenico  Chelini. 
(T.  xcvm,  1844,  p.  71-82). 

8.  Equazioni  difTerenziali  del  moto  di  un  sistema  di  punti  mate- 

riali.  (T.  C,  1844,  p.  129-136). 

9.  Equazioni  dîlFerenziali  del  moto  di  un  pianeta  intorno  al  Sole 

integrate  con  nuovo  metodo  dal  sig.  C.-G.-J.  Jacobi  (estratto 
di  una  Memoria  di  Jacobi  con  Note  del  prof.  dott.  Chelini). 
{Ibid-,,  p.  i36-i4o). 

10.  Dimostrazioni  gcometriche  délie  trasformazioni  degli  integrali 

multipli  relativi  aile  superficie  ed  ai  volumi.  (T.  CVI,  1846, 
p.  127-161). 

1 1 .  Teoremi  relativi  aile  linee  di  curvatura  e  geodeticbc  sopra  i 

paraboloidi.  [Ibid.,  p.  i6i-i64). 

12.  Di  alcuui  teoremi  di  F.  Gauss  relativi  aile  superficie  curve. 

(T.  CXV,  1848,  p.  357-284^  T.  CXVI,  1848,  p.  3-ao). 


II.  —  Raccolta  scientijica  di  Palomba.  (Roma,  i845-i849)' 

13.  SuUa  curvatura  dclle  linee  e  dclle  superficie.  (T.  I,  184 5, 

p.  loS-iog,  129-136,  i4o-i48,  i56-i6o). 

14.  Sopra  uno  de*  ire  principî  chc  formano  Fanello  di  unione  tra 

TAlgebra  e  le  diverse  parti  délie  Matematiche.  (T.  II,  1846, 
p.  57.61,73-77). 

15.  Teoremi  relativi  aile  linee  di  curvatura  e  geodetiche  sopra  i 

paraboloidi  (  *  ).  [Ibid.,  p.  95-97). 

(')  Reproduction,  sauf  de  lécèrcs  varianlest  du  Mémoire  n*  11. 
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16.  Determinazione  geometrica  in  coordinate  ellitticlie  degli  ele- 

menti  ds^^  rfj,,  ^^3  délie  tre  lînee  d'intersezione  St,  5,,  J3, 
secondo  cui  si  segano  in  un  punto  tre  superGcie  ortogonali 
di  seconde  grado(X),  (fx),  (v).  (iiirf.,  p.  109-1 13,  i26-i3i). 

17.  Principîo  delle  velocità  virtuali.  (T.  III,  1847,  P*  ï45-i52). 

18.  Sui  centri  deî  sistemi  géométrie! .  (T.  V,  1849,  P*  ^p-yS). 

19.  Suir  uso  sistematico  de' principi  relativi  al  metodo  délie  coordi- 

nate rettilinee.  [Ibid.,  p.  227-263,  333-374)- 

III.  —  Annali  di  Scienze  fisiche  e  matematiche  compilati 
da  B.  Tortolini, 

20.  JacobiinRoma.  (T.n,  i85i,p.  142-143)  (*). 

21.  Nota  sulla  spiegazione  dell'  esperieuza  del  sig.  Foucault  intorno 

al  pendolo.  [Ibid.,  p.  243-246)- 

22.  Osservazioni  sopra  unaMemoria  delle  sig.  Liouville  intorno  alla 

teoria  générale  delle  superficie.  {Ibid,,  p.  291-300). 

23.  Âddizione  alla  Nota  sulle  oscillazioni  del  pendolo  :  nuova  di- 

mostrazione  geometrica  del  principio  dinamico  de'  moti  rela- 
tivi. (7iid.,  p.  3ii-3i6). 

24.  Nota    sulla   risoluzione    in    numeri    interî    dell'    equazionc 

x*-h7-  =  N.  (T.  m,  i852,  p.  126-129). 

25.  Memoria  sulle  formole  fondamental!  riguardanti  la  curvatura 

delle  superficie  e  delle  linec.  (T.  IV,  i853,  p.  337-394). 

IV.  —  Annali  di  Matematica  para  ed  applicata^  pubblicati 
da  B.  Tortolini.  (Roma,  i858-i866). 

26.  Sulle  proprietà  geometriclie  e  dinamiche  de'  centri  di  percossa 

ne'  moti  di  rotazione.  (T.  VII,  1866,  p.  217-256). 


(*)  Cette  Notice  nécrologique  a  été  reproduite  dans  le  Journal  de  Crellc^  t.  42, 
p.  93,  et  dans  les  Beitràge^  au  11"  768  des  Astronomische  IVachrichien,  i8ji  ,  col.  397-398. 
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V.  —  Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studenti  délie 
Unwersità  italiane.   (Napoli). 

27.  Sul  teorema  del  prof.  Beltrami  esposto  a  pag.  21  del  vol.  V 

(1867,  p.  190). 

28.  Nota  sopra  i  sistemi  materiali  di  egual  momento  d'inerzia. 

(T.  XII,  1874,  p.  20I-204)(*). 

VI.  —  Bullettino  di  bibliograjia  e  di  storia  dette  Scienze  mate- 
matiche efisichey  pubblicato  da  B,  Boncompagni.  (Roma). 

29.  Artîcolo  bibllografico  suglî  Eléments  de  Géométrie  di  E. 

Catalan.  (T.  I,  1868,  p.  54-56). 

30.  Rendiconto  délia  sua  Memoria  «  Sulla  composizione  geome- 

trica  de'  sistemi  di  relte,  di  aree  e  di  punti  ».  (T.  IV ,  187 1 , 
p.  i35-i36), 

3i  •  Rendiconto  délia  sua  Memoria  h  Interpretazione  geometrica  di 
formole  essenziali  aile  scienze  dell'  estensione,  del  moto  et 
délie  forze  »•  (T.  VI,  1873,  p.  533-535)  (»). 

VU.  —  Atti  dell'  Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei. 

32.  G>municazione  intomo  alla  teoria  délie  superficie.  (T.  III, 

i85o,  p.  45-46). 

33.  Dimostrazione  nuova  del  parallélogramme  de'  moti  rotatori. 

(T.  IV,  i85i,  p.  377-380). 

34.  Rapporto  sul  premio  Carpi  (letto  nella  sessione  dell'  1 1  giu- 

gno  i865).  (T.  XX,  1867,  P-  84-88)  (»). 


(■)  Foir  un  article  bibliographique  clans  le  Bulletin,  t.  VIII,  1875,  p.  35. 

(')  Dans  le  même  Volume,  p.  536-538,  est  reproduite  une  lettre  écrite  en  1839  par 
Louis  Poinsot  au  professeur  Chelini.  Articles  bibliographiques  dans  le  BuU.  des  Se. 
math,  et  oitr.,  t.  VII,  1874,  p.  i35,  et  dans  le  Jahrbuch  d'Ohrtmaun,  t.  V,  1873, 
p.  47- 

(')  Article  bibliographique  dans  le  Bull,  des  Se,  math,  et  astr,,  t.- II,  1871-,  p.  19. 
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35.  Nuova  diinostrazione  elementare  dellc  proprietà  fondamental î 

degli  assi  permanenti.  (T.  XXII,  1869,  p.  i47-i55)  (*). 

VIU.  —  Memorie  delV  ^ccademia  délie  Scienze  delV  Istituto 

di  Bologna, 

36.  Determinazione  analitica  délia  rotazione  de'  corpi  libcri  se- 

condo  i  concetti  del  sîg.  Poinsot.  (T.  X,  1809,  p.  583-62o). 

37.  Délia  legge  onde  un  ellissoide  eterogeneo  propaga  la  sua  attra- 

zionedapunto  apunto.  (2*  série,  1. 1,  1861,  p.  3-52)  (^). 

38.  Dei  moti  geometrici  e  loro  leggi  nello  spostamento  di  uua  fi- 

gura di  forma  invariabile.  [Ibid.,  p.  361-428)  ('). 

39.  SuUa teoria  de'  sistemi  semplici  di  coordinate,  e  suUa  discussione 

dell'  equazione   générale  di  secondo  grado  in   coordinale 
triangolari  et  tctraedrîche.  {Ibid.,  t.  lU,  i863,  p.  3-8i)  (*  ). 

40.  Délie  sezioni  dcl  cono  e  délia  prospettiva  neir  iusegnamento 

délia  Geometria  analitica.  (T.  IV,  1864?  p*  44i~464)- 

41.  Deir  uso  délie  coordinale  obliquangole  nella  dclerminaziouc 

de'  momenti  d^inerzia.  (T.  V,  i865,  p.  i43-i75). 

42.  Sugli  assi  centrali  dclle  forze  e  délie  rotazioni  nell'  equilibrio 

enel  moto  de*  corpi.  (T.  VI,  1866,  p.  3-53). 

43.  Dell'  uso  del  principio  gcometrico  délia  résultante  nclla  teoria 

dei  telraedri.  (T.  VU,  1867,  p.  79-99). 

44.  Délia  curvatura  dclle  superGcie  con  mctodo  diretto  ed  intuitîvo. 

(T.  VUI,  1868,  p.  27.76)  (S). 


(•)  Articles  biblio(p*.  Bull,  des  Se.  math,  et  mtr,^  t.  II,  1871,  p.  i/|8,  eX,  Jahrbuch 
d'OhrtmaDQ,  t.  Il,  1^69-70,  p.  726. 
(")  Article  bibliogr.  dans  VArchiv  de  Gniiierl.  t.  XXXVIII,  18G2,  Berivht,  p.  7. 
(•)  Article  bibliogr.  Archives  de  Gruncrt,  t.  XXXIX,  i8()3,  Jiericht,  p.  8. 
(*)  Article  bibliogr.  Archives  de  Grtutert,  t.  XLI,  i8(3'(,  Bericht,  p.  6. 
(')  Article  bibliogr.  Jahrbuch  d'Ohrtraauii,  t.  I,  i868,  p.  ajo. 
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45.  Teorîa  dclle  coordînate  curvilînee  ncllo  spazio  c  iiellc  super- 

ficie. (T.  IX,  1869,  p.  483-533)  (*). 

46.  Sulla  composizione  geometrica  de'  sistemi  di  rette,  di  aree  e  di 

punti.  (T.X,  1870,  p.  343-391)  (2). 

47.  Sulla  nuova  geometria  de'  complessi.  (3*  série,  T.  I,  1871, 

p.  1 25-1 53,  avec  extrait  dans  le  Rendiconto  délie  sessioni  de 
la  même  Académie,  1870-71,  p.  74*75)  ('). 

48.  Interpretazione  geometrica  di  formole  essenziali  aile  scienze 

deir  estensione,  del  moto  et  délie  forze.  (T.  III,  1873, 
p.  2o5-246,  avec  extrait  dans  le  Rendiconto,  etc.,  1872-73, 

p.  70.72). 

49.  Sopra  alcuni  punti  notabili  nella  teoria  elementare  de^  te- 

traedri  e  délie  coniche.  (T.  IV,  1874,  p.  223-253,  avec  extrait 
à^nsXe  Rendiconto,  etc.,  1873-74?  p-  77-78)  (^). 

50.  Intorno  ai  poligoni  inscritti  e  circoscritti  aile  coniche.  [Ibid., 

p.  353-357). 

51.  Intorno  ai  principi  fondamental]  délia  Dinamica  con  applica- 

zioni  al  pendolo  cd  alla  pcrcussione  de'  corpi  secondo 
Poînsot.  (T.  VI,  1876,  p.  409-459,  avec  extrait  dans  le 
Rendiconto,  etc.,  1875-76,  p.  54-63)  ('). 

52.  Sopra  alcune  qucstioni  dinamiche.  Memoria  clie  fa  scguito  a 

quella  intorno  ai  principi  fondamentali  délia  Dinamica. 
(T.  Vni,  1877-78,  p.  273-306). 


(*)  Article  biblîoçr.  Jafirbuch  d'Ohrtmann,  t.  I,  1868,  p.  i5i. 

(»)  Article  bibliogr.  Bull,  des  Se.  math,  et  astr,,  t.  IV,  1873,  p.  ilfi,  et  t.  VIT,  1874, 
p.  a4t  ;  Jahrbuch  d'Ohrtmann,  t.  II,  1869-1870,  p.  699,  el  Giorn,  di  Matem.^  t.  XII, 
1874,  p.    32. 

(•)  Article  bibliogr.  Bull,  des  Se.  math,  et  astr.,  t.  IV,  1878,  p.  a5o,  et  t.  VU,  1874, 
p.  a4i;  Jahrbuch  d'Ohrtmann,  t.  III,  1871,  p.  4i3,  et  Giorn.  diMatem.^  t.  XII,  1874, 
p.  ï4. 

{*)  Article  bibliogr.  Bull,  des  Se.  math,  et  astr.,  j*  série,  t.  I,  1877,  a*  Partie,  p.  81. 

(*)  Jbid.,  p.  8a. 
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IX.  —  Ouvrage  publié  séparément , 

53.  Elementi  di  Meccanica,  cou  Appendice  sui  principi  fondamen- 
tal] délie  Matematiche.  Bologna,  Giuseppe  Legnani,  editore, 
1860.  In-8,4S6  P'î  App.,  90  p.  (*). 


NOTE  SUR  LA  CTGLIOE; 

Par  m.  ELLIOT, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon. 

1 .  On  sait  qn'nne  surface  S  dont  un  des  systèmes  de  lignes  de 
courbure  est  circulaire  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe 
d'une  sphère  dont  le  centre  décrit  une  courbe  A.  Considérons  le 
cône  ayant  son  sommet  au  centre  d'une  des  sphères  et  dirigé  par 
la  caractéristique  située  sur  cette  sphère.  Ce  cône  est  de  révolution 
autour  de  la  tangente  menée  à  la  courbe  A  par  son  sommet,  et  ses 
génératrices,  normales  à  la  sphère,  le  sont  aussi  à  la  surface  S.  Il 
en  résulte  qu'on  peut  considérer  cette  surface  comme  la  trajectoire 
orthogonale  de  cônes  droits  ayant  leurs  sommets  sur  la  courbe  A 
et  leurs  axes  tangents  à  cette  courbe. 

Comme  par  un  point  quelconque  de  la  surface  S  passe  une  ligne 
de  courbure  du  système  circulaire,  on  voit  que  toutes  les  normales 
de  S  doivent  rencontrer  la  courbe  A. 

Réciproquement,  supposons  qu'une  surface  soit  la  trajectoire  or- 
thogonale de  cônes  droits  ayant  leurs  sommets  sur  une  courbe  A  et 
leurs  axes  tangents  à  cette  courbe.  Un  des  cônes  ne  pourra  ren- 
contrer la  surface  que  suivant  une  courbe  coupant  normalement 
toutes  les  génératrices,  c'est-à-dire  suivant  un  cercle,  et  tous  ces 
cercles  sont  évidemment  des  lignes  de  courbure. 

Ce  qui  précède  fournit  pour  la  détermination  de  la  surface  dont 


(»)  Article  biblioçr.  Ann,  di  Matematica,   i"  série,  t.  III,  1860,  p.  a45;  jirchiwes 
de  Gruncrt,  t.  XXXVIl,  1861,  Bericht,  p.  4. 
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toutes  les  lignes  de  courbure  sont  circulaires  un  procédé  assez 
simple.  Dupin  a  trouvé  d'abord  cette  surface,  qu'il  a  appelée  cy- 
clidcy  comme  enveloppe  des  sphères  tangentes  à  trois  sphères  don- 
nées, et  M.  Mannheim  a  montré  qu'on  pouvait  la  regarder  comme 
la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'un  tore. 

2.  La  surface  cherchée  devra  avoir  pour  normales  les  droites  qui 
rencontrent  deux  courbes  A  et  B.  Les  normales  passant  par  un 
point  de  A  sont  les  génératrices  du  cône  qui  a  son  sommet  en  ce 
point  et  qui  passe  par  la  courbe  B;  ce  cône  doit  toujours  être  de 
révolution.  La  courbe  B,  qui  se  trouve  sur  une  infinité  de  cônes 
du  second  degré,  doit  se  réduire  à  une  conique;  il  en  est  de  même 
de  A,  et  ces  deux  courbes  seront  l'ensemble  d'une  ellipse  et  d'une 
hyperbole  focales.  On  sait  d'ailleurs  que  le  cône  ayant  son  sommet 
en  un  point  de  l'une  des  courbes  et  passant  par  l'autre  a  pour  axe 
la  tangente  à  la  première  courbe. 

La  surface  doit  avoir  pour  trace  sur  le  plan  de  l'hyperbole,  par 
exemple,  qui  est  un  plan  de  symétrie,  une  courbe  coupant  norma- 
lement toutes  les  droites  issues  des  sommets  de  l'ellipse,  c'est-à-dire 
un  système  de  deux  cercles  ayant  pour  centres  ces  sommets.  La 
sphère  variable  dont  la  surface  cherchée  est  l'enveloppe  touchera 
donc  deux  sphères  fixes  ayant  pour  grands  cercles  les  cercles  dont 
il  vient  d'être  question.  On  peut  d'ailleurs  assujettir  la  sphère  va- 
riable à  toucher  seulement  une  des  sphères  fixes  ;  son  mouvement 
sera  déterminé,  puisque  son  centre  doit  décrire  l'hyperbole.  Le 
rayon  de  cette  sphère  fixe  est  seul  arbitraire;  en  le  faisant  varier, 
on  obtiendra  des  surfaces  parallèles  entre  elles.  La  sphère  variable 
touchera  constamment  une  infinité  de  sphères  fixes  dont  les  centres 
peuvent  être  pris  en  un  point  quelconque  de  l'ellipse.  Cela  résulte 
immédiatement  de  cette  propriété  connue  que  la  différence  des  dis- 
tances d'un  point  de  l'hyperbole  à  deux  points  fixes  de  l'ellipse 
est  constante. 

Il  est  clair  que  les  surfaces  ainsi  définies  couperont  à  angle  droit 
toutes  les  droites  rencontrant  à  la  fois  l'ellipse  et  l'hyperbole;  elles 
seront  donc  les  trajectoires  orthogonales  des  cônes  droits  passant 
par  l'ellipse  et  de  ceux  qui  passent  par  l'hyperbole,  en  sorte  que 
les  deux  systèmes  de  leurs  lignes  de  courbure  seront  circulaires. 

Le  tore  s'obtiendra  comme  cas  particulier  en  supposant  que  l'el- 
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24o  PREMIÈRE  PARTIE. 

Ilpse  se  réduise  à  un  cercle  5  Thyperbolc  focale  devient  alors  Taxe 
du  cercle. 

Nous  avons  supposé  les  courbes  Â  et  6  distinctes.  Il  reste  à  voir 
si  les  sécantes  doubles  d'une  courbe  gauche  peuvent  couper  nor- 
malement une  même  surface.  Le  cône  qui  est  dirigé  par  la  courbe 
et  qui  a  son  sommet  en  un  point  quelconque  de  cette  courbe  devant 
être  de  révolution,  il  faut  que  cette  courbe  soit  une  cubique  gauche  ; 
mais,  en  outre,  Taxe  du  cône  doit  être  la  tangente  à  la  courbe  me- 
née par  le  sommet,  ce  qui  est  impossible,  puisque  cette  tangente  est 
évideodment  une  génératrice  du  cône. 

3.  En  général,  les  normales  d'une  surface  sont  les  tangentes 
doubles  de  la  surface  S  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections 
principales.  La  condition  pour  que  S  ait  une  de  ses  nappes  ou 
toutes  les  ^eux  réduites  à  des  lignes  conduit  aux  surfaces  admettant 
un  ou  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  circulaires. 

Il  est  évident  que,  dans  le  cas  d'une  surface  dont  l'un  des  sys- 
tèmes de  lignes  de  courbure  est  circulaire,  la  surface  2  se  réduit 
à  la  ligne  A  et  à  une  surface  Z|  qui  est  Tenveloppe  des  cônes 
dont  la  surface  donnée  est  la  trajectoire  orthogonale. 

Réciproquement  si  l'on  cherche  une  surface  normale  aux  droites, 
qui  rencontrent  une  courbe  A  et  qui  touchent  une  surface  Si ,  cette 
surface  ne  pourra  couper  le  cône  circonscrit  à  2| ,  et  ayant  son 
sommet  en  un  point  de  A,  que  suivant  une  ligne  située  sur  une 
sphère  dont  le  centre  est  au  sommet  du  cône,  car  la  ligne  d'inter- 
section est  évidemment  une  ligne  de  courbure  de  la  surface  dont 
une  des  développées  se  réduit  à  un  point.  La  surface  sera  l'enve- 
loppe des  sphères. 

Enfin,  si  l'on  veut  que  la  surface  Z  se  réduise  a  deux  lignes,  il 
faudra  que  la  surface  donnée  soit  de  deux  façons  différentes  l'enve- 
loppe d'une  sphère^  elle  sera  donc  une  cyclide  de  Dupin,  et  les 
deux  lignes  seront  deux  coniques  focales. 
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La  publication  de  la  deuxième  Série  des  Annales  scientifiques  de  VÉcole 
Normale  supérieure  a  commencé  en  1872. 

Ce  Journal,  créé  en  1864  par  M;  Pasteur»  avec  le  concours  des  Professeurs 
de  rËcole  Normale,  est  devenu  un  des  Recueils  Les  i^us  estimés  de  la  Science 
française  par  Timporlance  des  travaux  qui  y  ont  été  publiés  et  par  le  nom 
des  Auteurs  qui  se  sont  associés  à  notre  illustre  savant.  Mais,  à  cause  de 
rétat  de  sa  santé  e^  nalgré  tous  les  efforts  de  ses  amis  et  collaborateurs, 
M.  Pasteur  a  renonce  à  la  direction  de  cette  publication. 

Les  circonstances  actuelles  imposent  à  tous  les  hommes  de  science  le  devoir 
de  faciliter  la  publication  de  tous  les  travaux,  de  quelaue  part  qu'ils  viennent, 
en  encourageant  les  efforts  des  hommes  jeunes,  à  quelque  école  qu'ils  appar- 
tiennent. Aussi  les  Maîtres  des  Conférences  scientifiques  de  l'École  Normale 
composant  le  Comité  de  rédaction,  après  avoir  recueilli  les  souscriptions 
nécessaires  pour  assurer  aux  Jnriales  non-seulement  l'existence  avec  une 
grande  extension,  mais  encore,  dans  l'intérêt  des  Auteurs,  une  large  publi- 
cité, ont  décidé  (Qu'une  nouvelle  Série  du  Journal  serait  continuée  dans  le 
même  format,  mais  avec  une  tomaison  indépendante. 

Le  nouveau  Recueil  scientifique  contient^  comme  l'ancien,  des  Mémoires 
sur  les  Mathématiques,  les  Sciences  physiques  et  naturelles,  et,  de  préfé- 
rence, pour  ces  dernières,  les  travaux  dont  les  sujets  se  rapportent  à  la 
Sdenco  générale. 

On  souscrit  aux  Annalesde  l'École  Normale  supérieure  chez  M. Gauthier -Villabs 
qttfti  des  Auguslins,  53. 

La  Nouvelle  Série  parait  tous  les  mois,  depuis  1873,  par  cahiers  de  4  ^  3  feniUei 
in-4*'»  ^▼^  figures  et  planches.  L'abonnement  est  annuel  et  part  de  Janvier, 

Pour  Paris 3o  francs. 

Pour  les  départements 35       » 

Pour  l'étranger fo       a 

Première  Série,  7  yolumes  ln-40,  arao  figurée  dana  le  teste  et  planches  sut 
«•ivre,  années  186/1  à  1870 ,   x5o  fr. 
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BULLETIN  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

ET  ASTRONOMIQUES. 

(Journal  Mensuel.) 

Le  Bulletin  des  Sciences  mathénuUiques  et  astronomiques,  fondé  en  1870,  a  formé 
par  an,  jiuqu'en  187a,  un  Tolame  âe  35  à  26  feuilles  grand  in-8  (tomes  I,  II,  111} . 

—  A  partir  de  cette  époqve»  un  accroissement  considérable  lui  a  été  donné,  siana 
an(]fraentation  de  prix,  et  ce  Journal  s'est  composé,  depuis  janvier  1873  jusqa'en 
décembre  1876,  de  a  volumes  par  an  (i  volume  par  semestre,  avec  Tables),  com* 
prenant  en  tout  4^  feuilles  grand  in-8  environ.  Les  tomes  I  à  XJ,  1870  à  187G, 
constituent  la  1'"  Série. 

La  2"  Série,  qui  a  commencé  en  janvier  187^,  forme  chaque  année  un  Ouvrage 
de  5o  feuilles  environ  (854  pages),  ^1"^  comprend  deux  Parties  ayant  une  pagination 
spéciale  et  pouvant  se  relier  séparément.  La  K*  Partie  contient  :  i<>  Comptes  retttlus 
de  Livres  et  Analyses  de  Mémoires;  2®  Mélanges  scientifiques,  TraditcUons  de  Mé^ 
moires  importants  et  peu  répandus,  et  Réimpression  d'Ouvrages  rares,  La  II*  Partie 
contient  :  Revue  des  Publications  académiques  et  périodiques. 
Les  abonnements  sont  annuels  et  partent  de  janvier. 
Prix  pour  un  an  (13  numéros)  : 

Paris 18  fr. 

Départements  et  Union  postale.  * ao 

États-Unis  de  l'Amérique  du  JVord.  « aa 

Autres  pays a/| 

La  1"  Série,  Tomes  I  à  XI,  1870  à  1876,  suivie  de  la  Table  générale  des  onze 
volumes,  se  vend 90  fr . 
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—  Die  Curven  dritter  Ordnung  aïs  Involntionscurven.  {Ibid.,  mars  1877). 
In-8,  a  p. 
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^-Weitero  Bemerkungen  ûber  die  Abbildung  einer  rationalen  Raumcurve  vierter 
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COMPTES  RENDUS  ET   ANALYSES. 

NEUMANN  (F.).  —  Beitrage  zur  Théorie  der  Kcgelfungtionen.  Erste  und 
zw;;ile  Abtheilung.  ln-4',  i56  p.  —  Leipzig,  1878. 

La  première  Partie  du  travail  de  M.  Neumann  concerne  la  re- 
présentation, au  moyen  d'intégrales  définies  et  de  séries  infinies, 
des  fonctions  sphériques  de  première  espèce,  ordinaires  ou  déri- 
vées, définies  comme  intégrales  particulières  de  Téquation 

('')       r.[('-'')S]-''(''-')Y-^,Y=o 

pour  j  égal  à  zéro  ou  difiérent  de  zéro.  Dans  le  premier  cas,  la 
fonction  P|,(x)  est  assujettie  à  avoir  pour  x=  i  la  valeur  finie  i 
et  à  être  infinie  pour  x  =  oo  ^  la  fonction  Qa(^)  est  assujettie  à 
être  nulle  pour  cette  dernière  valeur  et  infinie  pour  la  première^ 
de  plus,  on  doit  avoir 

Dans  le  second  cas,  la  fonction  dén\^ée  de  seconde  espèce  Q„y(x) 
est  assujettie  à  s'annuler  pour  a:  =  00  et  à  devenir  infinie  pour 
X  =  dz  I  ;  en  outre,  le  fapteur  laissé  arbitraire  par  ces  conditions 
est  déterminé  par  la  condition 

,.,w=,.-..,fq^îi. 

Les  fonctions  V„j  de  première  espèce  doivent  être  infinies  pour 
x  =  ao  et  se  divisent  en  deux  classes,  selon  que  7  est  plus  petit 
ou  plus  grand  que  n.  Pour  la  première  classe  (  7  5  '')'  ^^  ^ 

La  seconde  classe  {j<C^n,)  se  divise  en  deux  sous-class(;s  :  les  fonc- 
tions S„j{x)  s'annulent  pour  a:  =  —  i  et  deviennent  infinies  pour 
.r  =  -H  I  •,  Tinverse  a  lieu  pour  les  fonctions  T„y(x)  ;  enfin  on  a 

Q„y{x)::^S„yl»-T„,-(x). 
finit. 'hs  Sciences  mathcni.^   :<•  Srric,  t.  \\\.   '.liiiii   i<^'î).)  '7 
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'1^1  PRËiMlÈRE  PARTIE. 

La  série 

substituée  dans  l'équation  (a),  permet  de  déterminer  deux  inté- 
grales particulières  Yj  et  Z|,  dont  la  seconde  est  conforme  à 
Q„j{x)  (n*en  diffère  que  par  un  facteur  constant).  Les  expressions 
ainsi  obtenues  peuvent  être  soumises  à  se/ft  transformations  résul- 
tant des  combinaisons  des  changements  de  x  en  —  x,  de  /  en  —  y\ 
de  n  en  — n — i,  qui  n'altèrent  pas  l'équation  (a).  Delàrésultent 
Iiuit  intégrales  particulières,  conformes  en  partie  les  unes  aux 
autres.  De  cette  façon,  trois  intégrales  Zt,  Z|,  7^  se  déduisent  de 
Z,,  trois  autres  Y»,  Y,,  Y4  de  Yi;  les  quatre  intégrales  Zj,  Zj, 
Zs,  Z4  sont  conformes  à  Q„,(x),et  M.  Neumann  détermine  les  fac- 
teurs numériques  par  lesquels  on  doit  les  multiplier  pour  les  rendre 
identiques  à  cette  fonction  :  de  là  résultent  quatre  séries  procédant 
suivant  les  puissances  descendantes  de  x  —  i  ou  de  x  -4-  i ,  qui 
peuvent  représenter  Qn/(«3:),  qui  sont  convergentes  pour  a*>  i, 
et  se  réduisent  à  des  expressions  finies  pour  y  >  /i.  De  même,  pour 
j  ^/i,  les  quatre  intégrales  Yi,  Y»,  Y,,  Y*  peuvent  être  identifiées  à 
P„;(x)5  lorsque  Ton  a  j'^n^  deux  de  ces  intégrales  sont  con- 
formes à  S„/(x),  les  deux  autres  à  T„y(x). 

Relativement  à  ces  deux  dernières  fonctions,  l'auteur  montre 
que  l'on  a 

S»y(^;-(-iVi.2...y(i-*>).  /       T-rirtVi^"^' 

Tni{-r)  =  [-iy-'S.j[~x), 
Q^-(*)  =  -f-  S^(x)  -  (_,y-S,/(-Jr) 
=  -Tv(^)+:-'H-"Tv(-*). 

Outre  les  intégrales  définies  qui  entrent  dans  ces  formules,  étu- 
diées par  lui  sous  le  nom  d'intégrales  de  première  espèce,  M.  Nou- 
manu  introduit  les  intégrales  de  seconde  espèce 
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([ui,  poury^/2,  se  déduisent  des  premières,  à  un  facteur  constant 
près,  en  les  multipliant  par  (jr* — i)',  et  au  moyen  desquelles 
on  peut  exprimer  S„/,  T„y,  P„y.  Quant  à  Q,,,-,  on  a 

^■,=<-)-,73^~^f£fbi(rb)-/_:'''-)'-'-<-'-' 

et  cette  formule,  établie  pour  j  ^  /z,  subsiste  pour  les  valeurs 
I,  2,  3, . . . ,  71  de  y,  en  levant  convenablement  l'indétermination. 
La  fin  de  cette  première  Partie  se  rapporte  aux  développements 
des  diverses  fonctions  sphériques  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  X  et  à  l'expression  de  ces  fonctions  au  moyen  des  deux 
séries 

I  .-a 

-4- "*     ' 


X-+ 


I .2.3.4 

(y— «-+-iHyH-«H-^)  ^ 


1.2.3 

(y  —  /i-hT)(y  —  /y-4-3](y  +  ^4-i>](7H-/?-4-4)    , 

I .2.3.4.5 

La  deuxième  Partie  s'ouvre  par  une  sorte  de  préface  où  sont  réu- 
nies les  diverses  relations,  à  forme  récurrente,  qui  lient  entre 
elles  les  fonctions  sphériques  à  indices  diflërents  et  leurs  premières 
dérivées,  ainsi  que  les  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  ces 
fonctions  pour  x  =  0,  ±  i,  00  .  L'objet  principal  poursuivi  par 
l'auteur  est  le  développement  en  séries  de  fonctions  sphériques  du 
produit  de  deux  telles  fonctions,  développement  dont  l'intérêt 
n'échappera  pas  au  lecteur.  M.  Neumann  parvient  à  l'eflectuer  en 
formant  l'équation  dîQérentielle  linéaire  du  quatrième  ordre  à 
laquelle  satisfait  le  produit  de  deux  intégrales  particulières  quel- 
concjues  de  deux  équations  différentielles  telles  que 


d 
dx 
d^ 
lu 


[(i-*')^]+/'(/^-^OU^o, 
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Lorsque  />  =7,  cette  équation  ne  monte  qu*au  troisième  ordre;  il 
y  a  là  un  résultat  facile  à  généraliser  :  cette  équation  a  évidemment 
pour  intégrale  générale 

AP^P^  -h  BP^Q,  -^  CP^Q,  -^  DQ^Q^; 

en  substituant  ensuite  une  série  de  la  forme 

A.P^^-f-A.P^^-f-A^P^^-l-... 

à  la  place  de  T inconnue,  on  trouve  quatre  manières  de  satisfaire  à 
cette  équation,  qui  correspondent  aux  quatre  intégrales  particu- 
lières et  conduisent  ainsi  aux  développements  cherchés.  A  ces  dé- 
veloppements, qui  ne  concernent  que  les  produits  de  fonctions 
sphériques  ordinaires,  M.  Neumann  a  joint  ceux  qui  concernent 
les  produits  où  entrent  des  fonctions  sphériques  dérivées  du  pre- 
mier ordre.  Tous  ces  résultats  sont  réunis  dans  huit  tableaux, 
dont  chacun  remplit  une  page. 

EnGn  il  en  est  fait  une  application  intéressante  aux  intégrales 
de  la  forme 


eu   supposant   F{z)  =  Vp(z)T?^{z)^  ou  (i  —  z*)Vp(z)V^^{z).  ou 
P^(2)F^(«);  on  a,  par  exemple,  pourp><7, 


FLAMMARION  (C.)-  —  Catalogue  des  étoiles  doubles  et  multiples  en  mov- 
VEMENT  RELATIF  CKHTAiN,  Comprenant  toutes  les  observations  faites  sur  chaque 
couple  depuis  la  découverte  et  les  résultats  conclus  de  Tétude  des  mouve- 
ments. —  1  vol.  in-8*  de  xiv  et  184  p.  Paris,  Gauthier-Viilars,  1878. 

Les  étoiles  doubles  font  aujourd'hui  l'objet  des  travaux  d'un 
grand  nombre  d'observateurs,  et  les  données  que  nous  possédons 
sur  ces  systèmes  physiques  vont  rapidement  en  augmentant,  de 
Ifîlle  sorte  qu'il  sera  bienfc^t  possible  do  calculer  d'une  inanîèi-e 
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saffisammeut  rigoureuse  les  orbites  du  plus  grand  nombre  d'entre 
elles.  Sans  doute,  bien  des  observations  sont  encore  nécessaires 
pour  cela,  et  ce  n'est  pas  trop  des  forces  d'une  réunion  d'astro- 
nomes pour  conduire  à  bonne  fin  des  recherches  aussi  laborieuses  ; 
mais  c'est  précisément  parce  que  le  travail  à  accomplir  est  presque 
gigantesque,  qu'il  importe  qu'il  n'y  ait  pas  de  forces  perdues  et 
qu'il  est  indispensable  que  les  observateurs  choisissent,  parmi  les 
1 1  ooo  étoiles  multiples  aujourd'hui  signalées  comme  pouvant  être 
physiquement  associées,  celles  pour  lesquelles  les  données  sont 
encore  incertaines  ou  insuffisantes.  Un  catalogue  complet  des  étoiles 
doubles,  une  collection  de  leurs  observations,  souvent  disséminées 
dans  des  publications  difficiles  à  obtenir,  était  donc  indispensable. 

L'amiral  Smyth,  dans  son  Celestial  Cjcle,  a  bien  donné  autrefois 
une  collection  des  observations  faites  avant  lui  ;  mais  cette  collée- 
lion  est  actuellement  trop  incomplète  pour  pouvoir  être  de  quelque 
utilité  aux  astronomes.  Le  Catalogue  d'étoiles  doubles  de  J.  llerschel 
reuferme  la  position  de  loooo  de  ces  astres,  mais  il  ne  fait  pas  con- 
naître leurs  positions  relatives;  d'un  autre  côté,  l'histoire  sy- 
noptique de  4ooo  de  ces  étoiles,  écrite  par  le  même  auteur,  est 
restée  jusqu'ici  manuscrite. 

Aucun  document  n'était  donc  préparé  pour  venir  en  aide  à 
l'astronome  désireux  de  savoir  sur  quelles  étoiles  multiples  de- 
vaient se  porter  les  observations.  Cette  lacune  est  aujourd'hui 
heureusement  comblée  par  le  Volume  de  M.  Flammarion,  que  nous 
analysons  ici,  et  tout  le  monde  lui  sera  reconnaissant  d'avoir 
donné  aux  astronomes  une  statistique  qui  a  exigé  un  laborieux 
travail  de  plusieurs  années,  une  persévérance  digne  des  plus  grands 
éloges. 

Les  groupes  stellaires  dans  lesquels  M.  Flammarion  a,  après 
une  discussion  graphique,  reconnu  un  mouvement  relatif  certain 
sont  au  nombre  de  819,  dont  781  doubles,  78  triples,  la  qua- 
druples, 2  quintuples  et  i  sextuple;  c'est  donc  en  tout  174^  étoiles 
diversement  associées. 

Certains  de  ces  groupes  ont  été  très-fréquemment  observés; 
pour  d'autres,  il  y  a  pénurie  presque  complète  de  mesures.  C'est 
ainsi  que,  tandis  qu'on  connaît  près  de  200  observations  complètes 
de  y  de  la  Vierge,  3oo  de  1^  du  Cancer,  aoo  environ  de  Castor, 
M.  Flammarion  n'a,  pour  d'autres  étoiles,  trouvé  dans  les  Recueils 
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imprimés  que  quelques  mesures,  insuffisantes  par  leur  nomLre  ou 
par  leur  précision,  pour  décider  de  la  réalité  des  mouvements  re- 
latifs. Une  partie  de  ces  lacunes  a  été  comblée  par  des  observa- 
tions faites  à  Paris  par  l'auteur  lui-môme  et  surtout  par  d'obli- 
geantes communications  de  INIiNI.  Duner,  Engelmann,  Wilson  et 
Seabroke,  Gledhill,  Knot,  Doberck,  Barclay,  Dembowski,  Schia- 
parelli,  Burnham,  Stone,Newcomb,  Hall,  Holden,  qui  ont  transmis 
à  M.  Flammarion  des  observations  encore  inédites. 

Pour  chaque  étoile,  M.  Flammarion  donne,  avec  le  nom  de  la 
constellation  à  laquelle  elle  appartient,  sa  lettre  ou  son  numéro 
dans  les  Catalogues  de  Flamsteedt  ou  'de  Bode-,  viennent  ensuite 
son  numéro  dans  les  Catalogues  d'étoiles  doubles  de  W«  Struve, 
d'O.  Struve  ou  d'Herschel,  puis  sa  position  pour  1880,  et  enfin  une 
courte  description  du  groupe. 

Pour  les  observations  mêmes,  la  date  est  donnée  en  centièmes 
d'année,  l'angle  de  position  en  dixièmes  de  degré  et  la  distance  en 
centièmes  de  seconde.  Le  nom  des  observateurs  est  indiqué  par 
des  initiales,  dont  un  Tableau  spécial  donne  la  clef.  Toutes  les  ob- 
servations d'une  année  ont  été  réunies  en  une  moyenne  unique. 

Une  courte  Note  ajoutée  à  la  suite  des  observations  de  chaque 
étoile  fait  connaître,  avec  les  éléments  de  l'orbite  lorsqu'elle  a  été 
calculée,  la  grandeur  et  la  nature  du  mouvement  orbital  et  les  par- 
ticularités physiques  les  plus  importantes  du  système^  c'est  une 
histoire,  en  général  très-complète,  des  diverses  recherches  faites 
sur  l'astre  considéré. 

Réduit  a  cette  première  Partie,  purement  statistique,  le  V^olumc 
de  M.  Flammarion  rendrait  déjà  d'importants  services,  mais  il 
prend  un  intérêt  plus  grand  encore  par  les  réflexions  que  la  con- 
sidération de  l'ensemble  des  étoiles  multiples  a  inspirées  à  son 
auteur  et  par  la  classification  qu'il  a  cru  devoir  faire  de  ces 
astres. 

Dans  leurs  classifications  antérieures,  l'amiral  Smyth,  lord 
Wrottcsley,  le  P.  Sccchi,  M.  Barclay,  etc.,  se  sont  accordés  à 
considérer  les  couples  en  mouvement  comme  physiques  et  les 
couples  demeurés  stationnaires  comme  simplement  optiques*,  mais 
M.  Flammarion  fait  observer  qu'il  ne  suffit  pas  qu'une  étoile 
double  offre  un  mouvement  certain  pour  affirmer  qu'elle  est  or^ 
bilale,  et  qu'un  très-grand  nombre  de  ces  couples  prouvent  au 
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contraire,  par  la  nalui^e  de  leur  mouvement,  qu'ils  ne  sont  dus 
qnk  la  perspective. 

((  Si,  dit  l'auteur,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  nous  pouvons 
affirmer  la  nature  orbitale  du  couple  et  même  calculer  1(ïs  éléments 
de  cette  orbite,  ou,  au  contraire,  affirmer  son  état  optique  et 
prouver  que  les  deux  composantes  ne  se  trouvent  actuellement 
réunies  sur  le  même  rayon  visuel  que  par  l'incertitude  des  mesures 
ou  le  hasard  des  perspectives  célestes,  cependant,  dans  un  grand 
nombre  de  cas  aussi,  l'exiguïté  du  mouvement  parcouru  laisse  le 
champ  libre  a  plusieurs  interprétations  :  il  n'est  pas  toujours  facile 
de  se  décider.  En  tenant  compte  de  la  distance  angulaire  des  com- 
posantes, de  leur  similitude  ou  de  leur  diilërence  d'éclat,  de  la 
sûreté  ou  de  la  difficulté  des  mesures,  de  la  grandeur  et  de  la  di- 
rection du  mouvement,  on  arrive  cependant  à  l'opinion  la  plus 
conforme  à  l'ensemble  de  l'examen  et  à  la  conclusion  la  plus  pro- 
bable. Mais  ce  serait  s'abuser  que  de  prétendre  apporter  une  rigucnir 
mathématique  dans  les  conclusions  relatives  à  ces  cas  douteux.  La 
comparaison  des  résultats  généraux  m'a  toutefois  conduit  à  consi- 
dérer en  général  comme  orbitaires  les  couples  dont  la  distance  est 
1  seconde  ou  au-dessous  et  comme  optiques  ceux  dont  la  distance 
surpasse  aS  secondes.  Pour  les  autres  cas  douteux,  la  recherche  du 
mouvement  propre,  la  forme  du  mouvement  relatif,  la  diUérence  de 
grandeur  des  étoiles,  la  durée  de  la  période  d'observation,  sont 
entrées  en  ligne  de  compte  pour  la  conclusion  définitive.  » 

C'est  en  suivant  ces  principes  que  M.  Flammarion  a  dressé  et 
publié,  dans  les  dernières  pages  de  son  Volume,  une  classification 
de  l'ensemble  des  étoiles  doubles  suivant  la  nature  et  la  rapidité  de 
leurs  mouvements  :  i*^  systèmes  orbitaux  certains,  classés  suivant 
que,  depuis  leur  découverte,  le  compagnon  a  fait  autour  de  l'étoile 
centrale  une  révolution  entière,  les  trois  quarts,  la  moitié,  le 
quart,  etc.,  d'une  révolution;  2"  les  systèmes  orbitaux  probables, 
rangés  suivant  l'ordre  de  probabilité;  3**  les  systèmes  physiques 
dans  lesquels  le  mouvement  relatif  est  rectiligne;  4^  l^s  systèmes 
ternaires;  5^  les  étoiles  triples  non  ternaires;  6°  les  systèmes  qua- 
ternaires; y^  les  étoiles  quadruples;  8**  les  groupes  de  perspective; 
g**  les  groupes  indéterminés,  etc.,  etc. 

Il  y  a,  d'après  cette  classification,  558  systèmes  orbitaux  cer- 
tains ou  probables,  817  groupes  de  perspective,  17  systèmes  phy- 
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siques  dont  les  composantes  se  déplacent  en  ligue  d  roi  le,  23  sys- 
tèmes ternaires,  3^  triples  non  ternaires,  formés  d*un  système 
binaire  et  d'un  compagnon  optique. 

L'étoile  binaire  dont  la  période  est  la  plus  courte  est  â  du  Petit 
Cheval,  dont  le  mouvement  complet,  en  h'gne  droite  sur  une  lon- 
gueur de  o'^,  4)  s'elTectue  en  sept  ou  en  quatorze  années.  Viennent 
ensuite  S 3 i3o  de  la  Lyre  ,  dont  la  période  est  de  seize  ans,  4^  ^^ 
la  Chevelure,  dont  la  période  est  de  yingt*cinq  ans,  etc.,  etc. 

Tel  est,  en  quelques  lignes,  le  résumé  rapide  des  documents  ras- 
semblés et  discutés  par  M.  Flammarion  dans  l'Ouvrage  que  nous 
avons  sous  les  yeux,  et  qui  prendra  certainement  place  dans  la 
bibliothèque  de  tous  les  observatoires  dont  les  astronomes  étudient 
les  étoiles  doubles.  G.  R. 


SEKRET  (J.-A.),  membre  de  Tlnslilut  et  du  Bureau  des  Longitudes.  —  Cours 
d'Algèbre  scpérieube.  4' édition,  a  vol.  in-S'^;  1877-79.  Paris,  Gauthier- 

Viïlars. 

Il  suffira  évidemment  de  signaler  à  nos  lecteurs  cette  nouvelle 
édition  d'un  Ouvrage  dont  la  réputation  est  si  bien  établie.  L'au- 
teur a  fait  quelques  changements;  une  addition  assez  considé- 
rable a  été  introduite  au  Tome  II.  Un  Chapitre  nouveau  est  consacré 
à  la  détermination  des  fonctions  entières  irréductibles  suivant  un 
module  premier  dans  le  cas  où  le  degré  est  une  puissance  du  mo- 
dule (p.  190-21 1).  M.  Serret  considère  successivement  le  cas  où  le 
degré  est  égal  au  module;  et  celui  où  le  degré  est  une  puissance  du 
module. 

On  doit  remercier  M.  Serret  d'avoir  bien  voulu  donner  tous  ses 
soins  à  cette  nouvelle  édition  et  d'avoir  mis  de  nouveau  à  la  dis- 
position des  géomètres  un  Ouvrage  qui  leur  est  devenu  indispen- 
sable, et  dont  l'édition  précédente  était  depuis  longtemps  épuisée. 

G.  D. 
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P.   PUISEUX.  —   ACCÉLBBATION   SÉCULAIBE  DU   MOUVEMENT  DE   l.A   LUNE. 

Résumé  des  tra\faux  antérieurs  sur  l'accélération  du  mouve- 
ment de  la  Lune.  —  Etat  de  la  question. 

L'accélération  séculaire  du  mouvement  de  la  Lune  a  été  signalée 
par  robservation  longtemps  avant  qu'on  fût  en  mesure  d'en  assi- 
gner la  cause  par  la  théorie.  De  tous  les  phénomènes  astronomiques, 
les  éclipses  de  Soleil  et  de  Lune  sont  ceux  qui  ont  le  plus  attiré  l'at- 
lention  des  anciens.  Ptolémée  nous  a  fait  connaître,  dans  V Aima- 
geste,  un  grand  nombre  d'éclipsés  de  Lune  observées  soit  par  les 
Babyloniens,  soit  par  Hipparque,  soit  par  lui-même.  Malheureu- 
sement les  nombres  qu'il  donne  sont  peu  précis,  et  il  y  a  lieu  de 
craindre  qu'ils  n'aient  subi  des  altérations.  Les  observations  arabes 
qui  nous  sont  parvenues  paraissent  mériter  plus  de  confiance. 
C'est  par  l'étude  des  éclipses  de  Soleil  observées  en  Asie  par  Alba- 
ténius,  h  la  fin  du  ix*  siècle  de  notre  ère,  que  Halley  a  pu  s'assurer, 
en  1695,  de  l'existence  d'une  équation  séculaire  dans  la  longitude 
de  la  Lune.  Il  ne  se  crut  pas  autorisé,  toutefois,  à  en  fixer  la  va- 
leur numérique.  Ce  progrès  fut  accompli  cinquante  ans  plus  tard 
par  Dunthorne  et  Mayer.  Aux  observations  déjà  considérées  par 
Halley  ils  joignirent  deux  éclipses  de  Soleil  observées  au  Caire  par 
Ibn  Junis  à  la  fin  du  x*  siècle,  ainsi  qu'un  grand  nombre  de  docu- 
ments plus  récents.  Dunthorne  fut  ainsi  conduit  à  attribuer  au 
moyen  mouvement  de  la  Lune  une  accélération  de  lo'"^  par  siècle. 
Après  une  discussion  qui  parait  avoir  été  plus  complète,  Mayer 
adopta  le  chiffre  de  ô'^j.  Dans  la  dernière  édition  de  ses  Tables  de 
la  Lune,  il  le  porta  à  9'',  sans  que  l'on  sache  bien  les  raisons  qui 
ont  déterminé  ce  changement. 

Aucun  de  ces  chiflres,  toutefois,  ne  permettait  d'établir  un  ac- 
cord satisfaisant  entre  les  observations  et  les  Tables.  Frappé  de  ces 
divergences,  Lalande  proposa  de  ne  faire  entrer  dans  la  discussion 
qu'une  seule  des  éclipses  de  Ptolémée,  en  y  joignant  les  deux  ob- 
servations faites  par  Ibn  Junis,  les  seules  dont  l'heure  puisse  être 
regardée  comme  connue  avec  précision.  Il  obtint  de  la  sorte  une 
<!onfirmation  du  résultat  de  Dunthorne.  Lagrange  fut  plus  réservé 
dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  en  1 774»  Après 
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avoir  cherché  vainemenl  à  rendre  compte  par  la  tliëorie  du  fait  de 
l'accélération  séculaire,  il  émit  des  doutes  sur  la  réalité  même  de 
celte  accélération.  Selon  lui,  les  observations  anciennes  sont  trop 
vagues  et  trop  discordantes  pour  justifier  les  conclusions  de  ses  de- 
vanciers. 

La  question  historique,  délaissée  pendant  plusieurs  années, 
entra  dans  une  phase  nouvelle  lorsque  Baily  eut  signalé  en  1811, 
dans  les  éclipses  totales,  un  nouveau  et  précieux  moyen  de  con- 
trôle pour  les  Tables  delà  Lune.  Cette  fois,  ce  n'est  plus  aux  astro- 
nomes, c'est  aux  historiens  de  l'antiquité  qu'il  faut  s'adresser.  Les 
éclipses  totales  étant  excessivement  rares  en  un  point  donné  de 
notre  globe,  il  suffit  d'une  indication  même  approchée  de  temps  et 
de  lieu  pour  identifier  l'éclipsé  chronologique  avec  une  de  celles 
qui  sont  indiquées  par  les  Tables  ;  à  une  condition  toutefois,  c'est 
qu'il  ne  subsiste  pas  uue  trop  grande  incertitude  sur  la  valeur 
même  de  l'accélération  séculaire.  En  adoptant  pour  valeur  appro- 
chée lo^'  et  en  faisant  usage  des  Tables  de  Damoiseau,  M.  Aii-y  fut 
conduit  à  élever  cette  valeur  à  10" y'jn.  Enfin,  dans  son  Mémoire 
de  1857,  l'illustre  Astronome  Royal  d'Angleterre,  se  servant  des 
Tables  construites  par  M.  Hansen,  a  trouvé  que  la  valeur  de Taccé- 
lération  séculaire  qui  rend  le  mieux  compte  des  éclipses  totales  de 
l'antiquité  est  de  iâ'^9989,  soit  à  peu  près  i3".  Aucune  des  déter- 
minations théoriques  effectuées  jusqu'à  présent  n'atteint  un  chiffre 
aussi  élevé. 

.  Les  géomètres,  cependant,  ne  s'étaient  point  laissé  décourager 
par  l'insuccès  de  Lagrange.  Bossut  avait  déjà,  en  1762,  présenté 
une  explication  fondée  sur  l'hypothèse  d'un  milieu  très-raréfîé, 
mais  résistant,  dont  l'influence  serait  plus  sensible  sur  la  Lune  que 
sur  les  planètes.  Lagrange  avait  écarté  cette  explication  comme  dé- 
mentie par  le  ralentissement  de  Saturne.  Laplacc  montra  qu'il  suf- 
firait de  supposer  que  la  transmission  de  la  force  attractive  de  la 
Terre  à  la  Lune  ne  fût  pas  instantanée  pour  introduire  une  équa- 
tion séculaire  dans  le  mouvement  de  notre  satellite.  Il  signala  éga- 
lement ce  fait  capital  qu'un  ralentissement  dans  la  rotation  de  la 
Terre  sur  elle-même,  fut-il  seulement  de  o',oi  depuis  le  temps 
d'IIipparque,  amènerait  dans  le  mouvement  de  la  Lune  une  accélé- 
ration apparente  supérieure  à  celle  que  semblaient  exiger  les  obser- 
vations. C'était  déplacer  la  question,  mais  non  la  résoudre,  car 
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aucune  cause  connue  ne  semblait  devoir  alFectcr  l'invariabilité  du 
jour  sidéral.  Lagrange,  revenant  sur  la  question  en  1783,  dans  un 
travail  inséré  dans  les  Mémoires  de  l'académie  de  Berlin,  montra 
que  les  variations  séculaires  de  rexcentricité,  de  Tinclinaison,  de 
la  longitude  du  nœud  ou  du  périhélie  d'une  planète  pouvaient 
produire  une  équation  séculaire  dans  le  mouvement  d'un  astre 
voisin,  au  moins  lorsqu'on  avait  égard  aux  secondes  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons.  Faisant  l'application  de  sa  théorie 
aux  actions  récipioques  de  Jupiter  et  de  Saturne,  il  n'obtint  que 
des  résultats  négligeables,  et,  par  une  conclusion  trop  hâtive,  il  ad- 
mit qu'il  en  serait  de  même  pour  toutes  les  autres  planètes  de  notre 
système.  C'est  ainsi  qu'il  se  laissa  enlever  par  Laplace  l'honneur 
d'une  découverte  contenue  implicitement  dans  ses  formules. 

C'est  en  travaillant  à  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter  que  La- 
place fut  mis  sur  la  voie  de  l'explication  si  longtemps  cherchée.  11 
reconnut  qu'une  variation  séculaire  dans  l'excentricité  de  l'orbite 
de  cette  planète  produisait  une  accélération  dans  les  mouvements 
moyens  des  satellites.  Ce  résultat,  transporté  à  la  Lune,  lui  donna 
une  équation  séculaire  peu  diQërente  de  celle  qui  avait  été  déduite 
des  seules  observations.  Une  circonstance  analogue  se  présenta 
dans  les  mouvements  du  nœud  et  du  périgée  de  l'orbite  lunaire. 
Cette  importante  découverte  fut  communiquée  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  le  19  novembre  1787  et  publiée  avec  détail 
l'année  suivante  dans  le  Volume  de  Y  Histoire  de  l'académie 
pour  1786.  La  première  partie  du  calcul  développé  dans  les  pages 
suivantes  reproduit,  en  ce  qu'elle  a  de  plus  essentiel,  l'analyse  du 
grand  géomètre.  Laplace  s'en  était  tenu  à  la  première  puissance 
de  la  force  perturbatrice  du  Soleil,  et  encore  n'avait-il  conservé 
que  la  partie  principale  du  résultat.  En  présence  de  l'accord  satis- 
faisant du  chifire  obtenu  avec  celui  que  Dunthorne  et  Lalande 
avaient  cru  pouvoir  déduire  des  observations,  Laplace  n'avait  pas 
jugé  nécessaire  d'examiner  s'il  ne  serait  pas  modifié  par  une  ap- 
prpximation  ultérieure. 

En  1820,  Plana  et  Damoiseau  reprirent  la  question.  Le  pre- 
mier, adoptant  la  forme  algébrique  pour  les  inégalités  lunaires, 
calcula  jusqu'aux  quantités  du  septième  ordre  la  série  qui  multiplie 
l'intégrale  yV^rf^  dans  le  coefficient  de  l'accélération  séculaire.  C'est 
sous  cette  forme,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  que  se  présente 
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le  résultat,  d  désignant  rexccntrîcité de  l'orbite  terrestre.  Il  ti*ouva 
ainsi  io'^58  au  lieu  du  nombre  io'\  1 8  que  donnait  le  terme  de 
Laplacc  pris  seul.  Par  une  voie  diUërente,  Damoiseau  obtint 
lo",  72.  Enfin  M.  Hansen  a  porté  ce  coefficient  successivement 
à  \\"  y^']  ^\.\i  i2'\  18.  La  méthode  employée  par  lui  n'a  pas  été  pu- 
bliée in  extenso,  et  ce  résultat  emprunte  par  conséquent  toute  son 
autorité  à  l'exactUnde  reconnue  des  Tables  de  la  Lune  publiées  par 
son  auteur.  Il  est  bon  d'ajouter,  cependant,  que  Taccord  des  Tables 
de  M.  Hansen  avec  les  observations  modernes  ne  serait  pas  altéré 
par  une  modification  apportée  au  coefficient  de  l'accélération  sécu- 
laire. Ce  n'est  qu'à  une  époque  reculée  que  Tinfluence  de  cette  cor- 
rection se  ferait  sentir,  et  il  n'est  pas  encore  absolument  démontré, 
au  jugement  de  MM.  Airy  et  Delaunay,  que  les  observations  an- 
ciennes ne  puissent  être  représentées  par  les  Tables  actuelles,  avec 
une  valeur  diilérente  de  l'accélération . 

Toutes  ces  déterminations  s'accordaient  à  fournir  pour  le  coeffi- 
cient considéré  une  valeur  un  peu  supérieure  à  10^',  lorsque 
M.  Adams,  dans  un  Mémoire  lu  à  la  Société  royale  de  Londres  le 
16  juin  i853,  vint  signaler  un  vice  de  méthode  dans  les  recherches 
de  Plana  et  Damoiseau.  Dans  les  équations  diiTérentielles  qui 
définissent  le  mouvement  de  la  Lune,  ces  deux  savants  avaient 
traité  Texcentricité  de  l'orbite  terrestre,  et  par  suite  le  moyen 
mouvement  de  la  Lune,  comme  des  constantes,  pour  ne  leur  attri- 
buer le  caractère  de  variables  qu'après  l'intégration  faite.  Ce  pro- 
cédé, légitime  quand  on  n'a  égard,  comme  l'avait  fait  Laplace,  qu'à 
la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice,  cesse  de  Tètre 
quand  on  passe  aux  approximations  suivantes.  La  supposition  con- 
traire, la  seule  conforme  aux  faits,  introduit  dans  l'expression  de 
la  longitude  moyenne  de  la  Lune  de  nouveaux  termes  proportion- 
nels au  carré  du  temps,  et  le  résultat  primitif  se  trouve  profondé- 
ment modifié.  Cette  conclusion  imprévue,  dont  nous  trouverons 
une  confirmation  nouvelle  dans  les  calculs  qui  vont  suivre,  a  été 
parfaitement  mise  en  évidence  par  MM.  Adams  etDelaunay.  Nous 
renverrons,  pour  plus  de  détails,  au  Mémoire  inséré  par  M.  De- 
launay dans  la  Connaissance  des  Temps  pour  1864.  On  trouvera 
dans  ce  même  travail  une  confirmation  du  résultat  de  M.  Adams, 
obtenue  par  la  méthode  dont  Delaunay  a  fait  la  base  d'une  nou- 
velle théorie  de  la  Lune.    De  ces  recherches  et  des  calculs  plus 
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complets  dont  Delaunay  a  donné  le  résultat  dans  le  Tome  LXXII 
des  Comptes' rendus  des  séances  de  l'académie  des  Sciences,  il  ré- 
sulte que  le  coefficient  de  l'accélération  séculaire  doit  être  réduit 
à  & 9 176.  C'est,  on  le  voit,  la  moitié  du  chifl're  de  M.  Hansen.  Il 
convient  d'ajouter  que  la  seule  cause  invoquée  dans  ces  travaux 
pour  rendre  compte  de  l'accélération  séculaire  a  été  la  variation  de 
l'excentricité  de  l'orbite  terrestre. 

Les  recherches  que  nous  venons  de  citer  ont  reçu  depuis  l'as- 
sentiment d'un  grand  nombre  de  géomètres.  Plana,  à  la  suite 
d'une  longue  controverse,  a  été  amené  à  reconnaître  la  nécessité 
de  modifier  ses  calculs  dans  le  sens  indiqué  par  M.  A  dams. 
MM.  Lubbock  et  Cayley  ont  obtenu  séparément  une  couGrmation 
entière  de  la  théorie  nouvelle.  Le  Verrier,  cependant,  a  long- 
temps combattu  la  modification  proposée  comme  inconciliable  avec 
les  observations  anciennes.  11  faut  répondre,  avec  Delaunay, 
que  cet  argument  ne  saurait  être  décisif  dans  nue  question  d'ana- 
lyse, et  que,  si  la  divergence  annoncée  est  réelle,  la  cause  doit  en 
être  cherchée  dans  quelque  influence  physique  mal  étudiée.  Le 
Verrier  alléguait  moins,  du  reste,  ses  propres  recherches  que  l'au- 
torité de  M.  Hansen,  qui  affirmait  avoir  obtenu  parla  théorie  seule 
son  coefficient  de  12".  A  dire  vrai,  l'eifet  produit  par  cette  décla- 
ration a  dû  être  un  peu  atténué  par  la  publication  d'une  Lettre  de 
M.  Hansen  à  M.  Warren  de  la  Rue,  président  de  la  Société  Astro- 
nomique de  l^ondres  (^  ).  Dans  ce  document,  M.  Hansen,  tout  en 
maintenant  le  chin're  proposé  par  lui  comme  le  plus  conforme  aux 
observations,  reconnaît  comme  exacte  l'analyse  de  M.  Adams; 
l'éminent  astronome  de  Gotha  attribue  la  divergence  à  ce  qu'il  au- 
rait, dans  ses  propres  calculs,  traité  comme  constante  une  certaine 
quantité  S,  dont  la  variation  est  liée  à  celle  du  moyen  mouvement 
de  la  Lune.  Nous  retombons,  on  le  voit,  dans  l'hypothèse  fautive 
de  M.  Plana.  En  vain  M.  Hansen  insiste  sur  la  concordance  remar- 
quable que  l'hypothèse  S  =  o  établirait  entre  le  calcul  et  l'obser- 
vation. Un  tel  accord  ne  saurait  racheter  une  lacune  dans  la  théorie. 
Pour  s'en  faire  une  arme  contre  le  résultat  de  M.  Adams,  si  bien 
confirmé  par  tous  les  procédés  de  Tanalyse,  il  faudrait  avoir  établi 


(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  L' Aiadèmie  des  Sciences ^  t.  LXII,  p.  70 1 
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clairement  que  la  cause  dont  on  a  tenu  compte  est  la  seule  qui 
puisse  modifier  le  moyen  mouvement  de  la  Lune. 

Rien  n'est  moins  démontré,  et  M.  Hansen  lui-même  donne,  avec 
M.  Airy,  son  assentiment  aux  vues  de  Delaunay,  qui  a  cherché 
dans  une  nouvelle  cause  physique  agissant  sur  la  Lune  l'explica- 
tion du  désaccord.  Déjà  Laplace  avait  signalé  l'influence  qu'aurait 
sur  le  mouvement  apparent  de  la  Lune  une  altération,  si  petite 
qu'elle  fut,  de  la  durée  du  jour  sidéral.  Dans  une  Communication 
faite  à  l'Académie  des  Sciences  (  *  ),  Delaunay  a  montré,  avec  sa 
clarté  ordinaire,  que  le  retard  de  la  marée  sur  le  passage  dç  la 
Lune  au  méridien  doit  produire  un  couple  résistant  qui  ralentit  la 
rotation  de  la  Terre  sur  elle-même,  accroit  dans  la  suite  des  siècles 
la  durée  du  jour  sidéral  et  entraine  une  accélération  apparente 
dans  le  moyen  mouvement  de  la  Lune.  S'il  est  aisé  de  se  rendre 
compte  de  l'existence  d'une  pareille  cause,  il  l'est  beaucoup  moins 
de  la  soumettre  au  calcul  et  de  se  faire  une  idée,  même  approchée, 
de  la  grandeur  de  ses  effets. 

Le  dernier  travail  important  qui  ait  été  publié,  à  notre  connais- 
sance, sur  ce  sujet,  a  paru  en  1873,  dans  le  Recueil  des  Mémoires 
présentés  à  l'Académie  des  Sciences  (t.  XXI).  Dans  ce  Mémoire, 
mon  père  a  démontré,  en  poussant  l'approximation  plus  loin  que 
ne  l'avait  fait  Laplace,  que  la  variation  séculaire  de  Tinclinaison  de 
l'orbite  terrestre  est  sans  effet,  dans  les  limites  des  temps  histo- 
riques, sur  l'accélération  du  mouvement  de  la  Lune.  Par  là  même 
se  trouve  écartée  Thypothèse  d'une  équation  séculaire  due  au  dé- 
placement progressif  du  nœud  de  l'orbite  terrestre.  On  voit  en  effet, 
à  l'inspection  de  la  fonction  perturbatrice  de  la  Lune,  que  l'hypo- 
thèse qui  consiste  à  regarder  comme  nulle  l'inclinaison  de  l'orbite 
terrestre,  supposition  permise  dans  la  recherche  de  l'équation  sé- 
culaire, fait  évanouir  à  la  fois  tous  les  termes  où  figure  la  longitude 
du  nœud.  Reste  le  déplacement  du  périhélie  de  l'orbite  terrestre, 
que  Lagrange  avait  signalé  comme  pouvant  produire  une  équation 
séculaire  de  la  Lune.  Mais  un  coup  d'œil  jeté  sur  la  fonction  per- 
turbatrice montre  qu'il  n'en  est  rien.  La  longitude  du  périhélie, 
qui  dans  nos  formules  sera  désignée  par  c/,  n'entre  en  effet  que 


(')  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences  .t.  LXI,  p.  I033. 
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dans  ]es  termes  périodiques,  et,  si  Ton  suppose  nulle  Tinclinaison 
de  l'orbite  terrestre,  elle  se  trouvera  partout  associée  aux  longi- 
tudes moyennes  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  qui  ont  une  variation 
bien  plus  rapide.  Le  seul  eU'et  du  déplacement  du  périhélie  sera 
donc  de  modifier  légèrement  les  périodes  des  inégalités  de  la  Lune^ 
il  ne  peut  en  résulter  d'équation  séculaire  dans  la  longitude. 

Calcul  de  l'accélération  séculaire  du  mous^ement  de  la  Lune 
par  la  méthode  de  Poisson. 

Dans  la  première  approximation,  on  pourra  réduire  la  fonction 
perturbatrice  de  la  Lune,  telle  qu'elle  est  donnée  dans  l'Ouvrage 
de  Delaunay,  à  sa  partie  non  périodique.  Il  suBSra  d'y  remplacer 
l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  par  son  expression  en  fonction 
du  temps,  qui  est,  d'après  Le  Verrier, 

e'=  S^Sq"  ,2b  —  OjoS']55 1  —  0^^,00000  282  r*. 

Enfin  l'on  intégrera  l'expression  qui  en  résulte  pour  la  dérivée  de 
la  longitude  moyenne  de  la  Lune.  Le  calcul  ainsi  effectué  ne  diffère 
de  celui  de  Laplace  que  par  la  suppression  de  quelques  développe- 
ments étrangers  à  notre  objet. 

La  seconde  approximation  est  fondée  sur  la  méthode  de  la  va- 
riation des  constantes  arbitraires,  modifiée  conformément  aux  in- 
dications données  par  Poisson  dans  son  Mémoire  de  i833.  On 
s'assure  aisément  que  deux  arguments  différents  de  la  fonction 
perturbatrice  donneront  toujours,  quand  on  les  combinera  par  ad- 
dition ou  soustraction,  un  résultat  périodique.  Il  sera  donc  permis, 
dans  la  recherche  d'une  inégalité  séculaire,  de  limiter  successive- 
ment la  fonction  perturbatrice  à  chacun  de  ses  termes. 

On  peut  encore  abréger  le  calcul  en  profitant  d'une  remarque  faite 
par  Delaunay,  dans  les  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps 
pour  1862.  Si  l'on  s'en  tient  aux  premières  puissances  de  l'excentri- 
cité et  de  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire,  la  fonction  perturbatrice 
se  réduit  à  vingt  termes,  dont  neuf  contiennent  en  facteur  l'excen- 
tricité  ^  les  autres  n'en  dépendent  pas.  Les  termes  appartenant  à 
l'une  ou  à  l'autre  de  ces  deux  catégories  peuvent  être  compris  dans 
une  même  forme  analytique  et  soumis  à  un  même  calcul.  Le  coef- 
ficient relatif  n  chaque  terme  se  tire  ensuite  de  la  formule  générale 
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par  de  simples  substitutions  numériques.  Le  calcul  ainsi  effectué 
n'occupe  qu'un  petit  nombre  de  pages  et  permet  de  retrouver, 
H  Yi  de  seconde  près,  le  résultat  de  M.  Adams.  Il  met  aussi  en 
lumière  Tinsuffisance  de  la  première  approximation.  Il  existe  en 
effet  dans  la  fonction  perturbatrice  un  terme  périodique  qui,  à 
lui  seul,  produirait  dans  le  moyen  mouvement  de  la  Lune  une  plus 
grande  accélération  que  la  partie  non  périodique,  la  seule  consi- 
dérée par  Laplace. 

Sans  sortir  de  la  seconde  approximation,  on  peut  obtenir  une 
précision  plus  grande  en  n'excluant  plus  que  les  puissances  de 
l'excentricité  et  de  l'inclinaison  égales  ou  supérieures  à  la  qua- 
trième. Le  développement  de  la  fonction  perturbatrice  se  trouve 
ainsi  porté  à  trente-cinq  termes.  Comme  précédemment,  on  fait  a 
chacun  de  ces  termes  deux  applications  successives  de  la  méthode  de 
Poisson,  de  manière  à  trouver  dans  la  dérivée  de  la  longitude 
moyenne  la  partie  qui  contient  en  facteur  le  carré  de  rexccntricité 
de  Torbite  terrestre.  Les  termes  qui  rentrent  dans  une  même  forme 
analytique  peuvent  être  traités  ensemble,  mais  ici  l'introduction 
des  puissances  supérieures  de  e  et  de  f  amène  des  différences  dont 
il  est  indispensable  de  tenir  compte^  on  est  conduit  à  partager  les 
trente-cinq  termes  de  la  fonction  perturbatrice  en  dix  groupes,  dont 
chacun  fait  l'objet  d'un  calcul  séparé. 

Pour  obtenir  partout  le  même  degré  d'exactitude,  on  doit: 
1*'  compléter  la  partie  non  périodique  de  la  fonction  perturbatrice 
jtar  l'introduction  des  termes  du  second  et  du  quatrième  ordre 
dans  le  multiplicateur  de  e'^  ;  2®  chercher  la  partie  principale  de  la 
troisième  approximation  fournie  par  une  application  nouvelle  de  la 
méthode  de  Poisson.  Cette  fois,  des  termes  non  périodiques  peuvent 
apparaître  par  la  combinaison  de  trois  arguments.  Il  n'est  donc 
plus  permis  de  réduire,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  la  fonc- 
tion perturbatrice  successivement  à  chacun  de  ses  termes.  Cepen- 
dant, comme  l'expression  que  l'on  veut  obtenir  ne  doit  renfermer 
ni  e,  ni  9,  ni  les  puissances  de  ef  supérieures  à  la  seconde,  on  peut, 
dès  le  début,  écarter  les  termes  de  la  fonction  perturbatrice  qui 
contiendraient  ces  quantités  en  facteur.  A  la  fonction  ainsi  réduite 
on  applique  trois  fois  la  méthode  d'approximation  do  Poisson, 
toujours  en  vue  d'obtenir  le  coefficient  de  e'^  dans  la  dérivée  de  la 
longitude  moyenne.  La  seule  précaution  à  prendre  dans  ce  cahul 
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consiste  à  supprimer,  à  mesure  qu'ils  se  présentent,  les  termes  qui 
ne  doivent  pas  influer  sur  le  résultat  final  et  dont  Tintroduction 
conduirait  à  une  analyse  prolixe. 

Les  données  qui  ont  servi  à  réduire  la  formule  en  nombres  ont 
été  empruntées  aux  Tables  de  M.  Hansen  pour  les  éléments  de  la 
Lune,  et  aux  Mémoires  publiés  par  M.  Le  Verrier  dans  les  Annales 
de  VObserv^atoire,  pour  ce  qui  se  rapporte  à  Torbite  terrestre.  Le 
coefficient  du  carré  du  temps  dans  la  longitude  moyenne  de  la 
Lune  se  trouve  ainsi  porté  à  6", 334-  Par  Feffet  d'une  telle  accélé- 
ration, la  longitude  de  la  Lune,  à  vingt-cinq  siècles  de  notre  époque, 
est  accrue  de  plus  de  i^.  Il  en  résulterait  une  modification  pro- 
fonde dans  les  circonstances  d'une  éclipse.  Beaucoup  moindre  est 
l'influence  du  terme  en  t^,  qui  apparaît  également  dans  la  longitude 
moyenne  quand  on  remplace  e'  par  son  expression  en  fonction  du 
temps.  Après  vingt-cinq  siècles,  la  modification  due  à  ce  terme 
dans  la  longitude  moyenne  de  la  Lune  serait  environ  de  2^,  comme 
on  s'en  assure  par  un  calcul  facile.  Le  peu  de  précision  des  obser- 
vations anciennes  qui  nous  sont  parvenues  permet  de  regarder  un 
tel  déplacement  comme  sans  importance. 

Jusqu'ici  nous  avons  admis  que  la  partie  proportionnelle  au 
temps  dans  la  dérivée  de  la  longitude  moyenne  provenait  uni- 
quement du  facteur  e'^.  Il  existe  cependant  dans  l'expression  de 
cette  dérivée  des  termes  en  e'*  et  en  e'*  qui,  lorsqu'on  remplacera  e' 
par  sa  valeur  en  fonction  du  temps ^  ajouteront  au  coefficient  de 
l'accélération  séculaire  des  parties  du  même  ordre  que  celles  qui 
ont  été  considérées  en  dernier  lieu.  On  s'assure  facilement  que  les 
termes  en  e^^  sont  négligeables^  mais  il  n'en  est  pas  de  même 
des  termes  en  e'^,  dont  plusieurs  dépassent  en  valeur  absolue 
■pyj  de  seconde.  Il  est  vrai  que  la  somme  des  termes  négatifs  dif- 
fère peu  de  celle  des  termes  positifs,  circonstance  qui  se  présente 
assez  fréquemment  dans  les  recherches  astronomiques.  La  considé- 
ration de  ces  termes  a  pour  effet -de  réduire  le  coefficient  de  l'accé- 
lération séculaire  à  6^^,328.  Selon  toute  apparence,  une  nouvelle 
application  de  la  méthode  de  Poisson,  effectuée  en  vue  d'obtenir 
une  précision  plus  grande,  ne  modifierait  que  le  cliiilre  des  mil- 
lièmes de  seconde. 


BulL  det  Sciences  mathém.,  3*  Sorie,  t.  III.  (Juin  1879.)  I^ 
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nrXl   (U,)  —  FONDAMENTI  PEH   LA  TEORICA  DELLE   FUNZIOM  DI  VARIABtLI  REALI. 

-  Pise,  1878.  in-S",  ioy  pages. 

Depuis  un  certain  nombre  d'années,  on  se  préoccupe  de  mettre 
de  la  rigueur  dans  rétablissement  des  principes  de  TAnalyse,  de 
donner  plus  de  précision  aux  déûnitions  et  de  n'en  tirer  que  ce 
<|u'elles  contiennent;  la  nécessité  de  cette  révision  s'imposa  à  partir 
du  moment  où,  dans  le  célèbre  Mémoire  de  Riemann  sur  les  séries 
trigonoraétriques,  la  définition  de  l'intégrale  des  fonctions  discon- 
tinues fut  donnée  d'une  manière  précise,  définition  qui  entraînait 
comme  corollaire  l'existence  de  fonctions  continues  n'ayant  pas  de 
dérivée.  Depuis  lors,  les  travaux  de  Hankel,  de  MM.  Weierstrass, 
Du  Bois-Reymond,  Darboux  ont  éclairci  les  points  les  plus  impor- 
tants. De  son  côté,  M.  Dini  prit  cette  matière  pour  le  sujet  d'une 
partie  de  ses  Leçons  pendant  l'année  scolaire  1871-1872  et  y  revint 
à  plusieurs  reprises.  Diverses  causes  ont  retardé  jusqu'à  Tan- 
née 1878  la  publication  de  l'Ouvrage  d'ensemble  qu'il  préparait 
sur  les  diverses  questions  qui  se  rattachent  à  cet  ordre  d'idées; 
l'auteur  parait  craindre  que  son  livre  n'ait  ainsi  perdu  quelque 
peu  de  son  actualité;  quoi  qu'il  en  soit,  cet  Ouvrage  ne  perd  rien 
de  son  utilité,  maintenant  qu'il  importe  de  déterminer  la  mesure 
dans  laquelle  il  convient  de  faire  pénétrer  dans  l'enseignement  la 
substance  des  résultats  acquis  sur  ce  sujet  depuis  une  vingtaine 
d'années. 

M.  Dini  commence  par  préciser  les  notions  dé  nombre  incom- 
mensurable et  de  limite.  Tout  nombre  pouvant  être  représenté  par 
un  point  sur  une  ligne  droite  dont  la  distance  à  un  point  fixe  pris 
sur  cette  droite  est  mesurée  par  ce  nombre  lui-même,  on  pourra 
parler  indifféremment  d'un  nombre  ou  du  point  qui  le  représente. 

Ainsi  la  notion  d'un  groupe  de  nombres  compris  entre  deux 
nombres  donnés  pourra  être  remplacée  par  celle  du  groupe  de 
points  correspondants  :  s'il  y  a  un  nombre  infini  de  tels  points,  il 
existera,  entre  les  deux  points  extrêmes,  au  moins  un  point  tel, 
que  dans  son  domaine  [intorno)^  quelque  petit  qu'il  soit,  il  y  ait 
un  nombre  infini  de  points  du  groupe  considéré;  l'ensemble  de  ces 
points,  que  nous  appellerons  avec  l'auteur  points  limites,  est  le 
premier  groupe  dérivé;  si  ce  groupe  dérivé  est  infini,  il  donnera 
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lieu  lui-iuèine  à  un  second  groupe  dérivé,  etc.  Les  mêmes  considé- 
rations donnent  lieu  à  la  notion  de  limite  supérieure  et  inférieure 
d'un  groupe  de  nombres  ou  de  points.  La  fonction  d'une  variable 
dans  un  intervalle  étant  nettement  définie  par  ce  fait  que  sa  valeur 
est,  pour  toute  valeur  de  la  variable,  comprise  dans  Tintervallo 
considéré,  complètement  déterminée,  la  notion  du  maximum  et  du 
minimum,  de  l'oscillation  d'une  fonction  dans  un  intervalle  donné, 
la  preuve  de  l'existence  d'un  point  dans  le  domaine  duquel,  si 
petit  qu'il  soit,  la  fonction  prend  des  valeurs  aussi  voisines  qu'on 
le  veut  de  sa  valeur  maximum  se  déduisent  aisément  de  ce  qui  pré- 
cède, ainsi  que  les  conséquences  principales  de  la  continuité,  si 
Ton  suppose  que  la  fonction  considérée  est  continue  :  en  parti- 
culier, une  telle  fonction,  dont  les  valeurs  sont  données  pour  un 
groupe  de  points,  prend,  par  cela  même,  des  valeurs  données  aux 
points  limites  de  ce  groupe^  elle  atteint  les  valeurs  maxima.et 
minima  dans  tout  intervalle  et  passe  par  toutes  les  valeurs  inter- 
médiaires. 11  y  a  lieu  de  remarquer  qu'une  fonction  continue,  dans 
le  domaine  d'un  point,  si  petit  qu'il  soit,  peut  présenter  une  infinité 
de  maxima  et  de  minima;  en  sorte  qu'il  y  a  lieu  de  distinguer  les 
fonctions  continues  en  deux  classes,  suivant  qu'elles  font  ou  non 
un  nombre  infini  d'oscillations  dans  un  intervalle  donné. 

Pour  ce  qui  est  de  la  discontinuité,  il  y  aura  lieu  de  distinguer 
d^abord  les  fonctions  qui,  dans  un  intervalle  déterminé,  ne  sont  dis- 
continues qu'en  un  nombre  limité  de  points  et,  parmi  ces  dernières, 
celles  qu*on  pourrait  rendre  continues  en  modifiant  les  valeurs 
qu'elles  prennent  aux  points  de  discontinuité.  On  remarquera 
encore  qu'une  fonction  peut  être  discontinue  d'un  côté  d'un  point 
sans  l'être  de  l'autre  côté.  La  discontinuité,  à  droite  de  la  valeur  a, 
par  exemple,  sera  de  première  espèce  lorsque,  x  —  a  tendant 
vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  la  fonction  tend  vers  une 
limite  déterminée;  dans  le  cas  contraire,  elle  sera  de  seconde 
espèce.  Une  fonction,  tout  en  étant  susceptible  d'une  définition 
analytique,  peut,  dans  un  intervalle  donné,  être  discontinue  un 
nombre  infini  de  fois  \  elle  est  dite  ponctuellement  discontinue  si 
dans  toute  portion  de  cet  intervalle  elle  admet  des  points  de  conti- 
nuité, sinon  elle  est  totalement  discontinue. 

L'auteur  aborde  ensuite  la  notion  de  dérivée  et  établit  la  suite 
de  propositions  qui  résultent  de  la  seule  supposition  de  l'existence 
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de  la  fonction  dérivée.  Il  fait  ensuite  une  digression  nécessaire  sur 
les  propositions  concernant  les  séries  uniformément  ou  non  con- 
vergentes, et  donne  les  conditions  sous  lesquelles  on  peut  affir- 
mer que  la  série  formée  en  prenant  la  dérivée  des  termes  d'une 
série  donnée  représente  la  dérivée  de  la  fonction  égale  à  la  somme 
de  cette  dernière  série.  Il  a  ainsi  tous  les  éléments  nécessaires  pour 
exposer  le  principe  de  la  condensation  des  singularités,  principe  au 
moyen  duquel,  en  partant  d'une  fonction  qui  présente  en  un  point 
quelque  singularité  relative,  soit  à  la  continuité,  soit  à  la  dérivée 
ou  aux  maxima  et  aux  minima,  on  peut  construire  les  expressions 
analytiques  d'une  inGnité  de  fonctions  qui,  dans  un  intervalle 
donné,  présentent  la  même  singularité  en  un  nombre  infini  de 
points  d'une  portion  quelconque  de  cet  intervalle.  L'application  de 
ce  principe  fournit  de  nombreux  exemples  de  fonctions  continues 
n'admettant  pas  de  dérivées  déterminées  en  une  infinité  de  points 
aussi  voisins  qu'on  le  veut. 

Relativement  aux  fonctions  continues  et  indépendamment  de 
toute  hypothèse  sur  la  possibilité  de  les  représenter  analytique- 
raent,  M.  Dini  introduit  la  considération  suivante,  dont  il  tire 
grand  parti.  Soity(a:')  une  telle  fonction,  continue  dans  l'inter- 
valle a,  i(a<]i),  le  rapport  — '■ ^  »  lorsqu'on  y  fait  va- 
rier h  de  zéro  kb  —  x,  est,  en  excluant  la  limite  inférieure,  une 
fonction  continue  de  h  dans  cet  intervalle ,  admettant  une  valeur 
maximum  et  une  valeur  minimum  qui,  d'ailleurs,  peuvent  être 
infinies.  Ces  deux  quantités  h,  et  Ij^  sont  des  fonctions  définies  de 
X'^  en  outre,  il  est  clair  que,  si  l'on  fait  tendre  b  vers  x,  les  nombres 
Lx  et  Ije  qui  dépendent  de  b  tendront  vers  des  nombres  déter- 
minés A„  Xjr,  la  valeur  de  x  étant  supposée  elle-même  déterminée. 
Les  deux  fonctions  A^^,  X^e  constituent  une  généralisation  de  la 
notion  de  dérivée  à  droite  du  point  x-,  elles  sont  égales  quand  cette 
dérivée  existe.  A  gauche  du  même  point,  on  obtiendra  de  même 
deux  fonctions  A'„  X'^^,  qui  joueront  un  rôle  analogue.  La  considé- 
ration de  ces  fonctions  permet  en  particulier  â  l'auteur  d^établir  un 
caractère  au  moyen  duquel  on  peut  affirmer,  pour  une  classe  impor- 
tante de  fonctions  continues ,  l'existence  d'une  dérivée  à  droite  et 
à  gauche. 

Passant  ensuite  aux  intégrales  définies,  M.  Dini  précise  nette- 


Digitized  by 


Google 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.         aCi 

ment  le  sens  de  ce  mot  et  donne  les  conditions  pour  qu'une  fonc- 
tion f{x)  soit  apte  à  Tintégration  entre  des  limites  données.  Il 
établit  avec  rigueur  diverses  formules  permettant  d'obtenir  des 
valeurs  approchées  des  intégrales  définies-,  citons,  en  particulier, 
la  formule  de  M.  Weierstrass,  où  Ton  suppose  que  la  fonction  (f(x 
varie  dans  le  même  sens  quand  x  croit  de  a  à  (3, 

•^«  «/a  «/a  +  «(P-a) 

Cette  proposition  de  M.  Wcîerstrass  est,  du  reste,  extrêmement 
voisine  de  celle  donnée  par  M.  Bonnet  (p.  2^9  ^^  Journal  deLiou- 
ville  et  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  séries j  p.  8.  Aca- 
démie de  Bruxelles,  Mémoires  couronnés). 

Enfin,  pour  traiter  le  cas  où  la  fonction  sous  le  signe  f  devient 
infinie,  ainsi  que  le  cas  où  Tune  des  limites  de  l'intégrale  est  infinie, 
il  reprend  et  développe  la  notion  des  intégrales  définies  singulières 
de  Cauchy,  et  établit  un  critérium  qui  permet  de  reconnaître  si 
l'intégrale  a  une  valeur  finie  et  déterminée. 


MÉLANGES. 

A  QUELLE  ÉPOQUE  VIVAIT  DIOPHANTE? 
Par  m.  Paul  TANNERY. 

Quiconque  étudie  l'histoire  des  Mathématiques  est  nécessaire- 
ment frappé  du  vide  absolu  que  semble  présenter  le  m®  siècle 
après  J.-C.  Tandis  qu'au  ii*  Ptolémée  marque  le  point  culminant 
de  cette  pseudo-renaissance  des  travaux  scientifiques  que  l'Empire 
romain  ne  put  faire  aboutir,  on  ne  retrouve  après  lui  qu'à  la  fin 
du  IV*  des  auteurs  ayant  quelque  valeur  :  Diophante,  Pappus, 
Théon  d'Alexandrie.  Les  écrits  des  philosophes  du  m®  siècle,  Ana- 
tolius,  Porphyre,  Jamblique,  qui  ont  spéculé  sur  les  nombres,  font 
pitié,  mt'^me  à  côté  de  ceux  d*un  Proclus  au  v®  siècle,  d'un  Euto- 
cîus  au  VI*. 

Une  telle  lacune  est  d'autant  plus  inexplicable,  que,  malgré  les 
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troubles  politiques  du  m*  siècle,  Tépoque  était  réellement  plus 
favorable  pour  les  Sciences  que  celles  qui  suivirent.  La  littérature 
en  général  ne  subit  nullement  une  pareille  décadence^  tout  au 
contraire,  il  se  produit  alors  un  très-puissant  mouvement  philoso- 
phique, celui  de  l'éclectisme,  indice  de  l'activité  des  esprits,  et 
Ton  ne  rencontrerait  pas  dans  l'Histoire  un  autre  mouvement  sem- 
blable qui  ne  soit  contemporain  d'importants  travaux  mathéma- 
tiques. 

Il  est  donc  clair  qu'il  y  a  lieu  d'examiner  s'il  n'y  a  pas  là  quelque 
erreur  historique.  Usener  a  déjà  reporté,  sur  la  foi  d'un  scholiaste, 
Pappus  au  temps  de  Dioctétien  (284'3o5  après  J.-C).  Dans  sou 
excellente  édition  de  ce  mathématicien  (Berlin,  1875-1879, 
vol.  III,  p.  7),  F.  Ilultsch  a  apporté  de  très-sérieuses  raisons  à 
l'appui  de  cette  opinion,  et  il  a  promis  de  la  confirmer  mieux  en- 
core. Nous  nous  proposons  de  discuter  ici  la  question  très-contro- 
versée de  Tàge  où  vécut  Diophante  et  de  montrer  qu'il  convieni 
également  de  le  reporter  au  moins  à  la  même  époque. 

11  n'y  a,  à  notre  avis  du  moins,  aucun  indice  à  tirer  du  carac- 
tère spécial  de  l'œuvre  de  ce  prétendu  inventeur  de  l'Algèbre.  Nous 
ne  pouvons,  en  clfet,  ni  admettre  qu'il  soit  apparu  à  la  fin  de  l'âge 
scientifique  des  Hellènes  pour  ouvrir  une  nouvelle  carrière  et  y  mar- 
cher à  pas  de  géant,  ni,  comme  certains  ont  été  tentés  de  le  faire,  lui 
chercher  ailleurs  que  dans  le  monde  grec  d'imaginaires  précurseurs. 
Lorsque Hankeldit  (Zur Geschichte  der Mathematik; Leipzig,  1 874^ 
p.  157)  :  «  Si  ses  écrits  n'étaient  pas  en  langue  grecque,  il  ne 
viendrait  à  la  pensée  de  personne  qu'ils  soient  un  produit  de  la 
civilisation  grecque  )>,  c'est  une  étrange  hallucination;  la  forme 
caractéristique  de  la  rédaction  n'eut  certes  pas  permis  de  mécon- 
naître la  véritable  origine,  même  sous  le  déguisement  d'une  langue 
étrangère,  pourvu  que  la  traduction  eût  été  littérale. 

La  rareté  des  indices  de  travaux  analogues  à  ceux  de  Diophante 
et  remontant  au  premier  âge  de  l'Ecole  d'x\lexandrie  est  d'ailleurs 
suffisamment  explicable  par  diverses  circonstances  sur  lesquelles  il 
serait  hors  de  propos  de  nous  étendre  ici  \  mais,  si  rares  que  soient 
ces  indices,  ils  suffisent,  avec  l'étude  des  écrits  de  notre  autem*, 
pour  établir  que  c'est  un  esprit  dans  le  genre  de  celui  de  Pappus, 
un  mathématicien  érudit plutôt  qu'un  génie  inventeur.  Les  artifices 
de  sc5  solutions  ont  été,  comme  ensemble,  beaucoup  trop  vantés; 
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leur  valeur  est  très-incgale,  et,  si  aux  uns  il  faut  bicu  reconnaître 
la  griffe  d'un  lion  inconnu,  d'autres  problèmes,  à  côté,  sont,  eu 
comparaison,  traités  plus  ou  moins  maladroitement.  L'œuvre  ap- 
paraît donc  comme  un  recueil  emprunté  à  diverses  sources,  recueil 
où  l'auteur  a  pu  d'ailleurs  mettre  beaucoup  du  sien.  Mais,  si  dans 
ces  conditions  on  est  plutôt  conduit  à  placer  sous  TEmpire  romain 
l'époque  de  la  composition,  rien,  à  la  rigueur,  à  l'examiner  en 
elle-même,  n'empêcherait  de  la  faire  remonter  plus  haut. 

La  limite  supérieure  est  au  reste  donnée  par  une  citation  d'Hyp- 
siclès,  dont  l'âge  se  trouve  déterminé  vers  l'an  200  avant  J.-C, 
entre  Apollonius,  dont  il  est  parlé  au  XIV"  Livre  des  Eléments, 
et  Hipparque,  aux  travaux  duquel  1* 'A vacpopixoç  (Z>e  ascensionibus 
liber)  est  certainement  antérieur  (  *  ). 

Diophante  ne  fait  pas  d'autre  citation;  le  Dionysios  auquel  il 
dédie  ses  Arithmétiques  porte  un  nom  trop  commun  pour  qu'on 
puisse  faire  la  moindre  conjecture  à  son  égard  (2). 

Quant  à  une  limite  inférieure,  elle  a  été,  jusqu'à  présent,  rigou- 
reusement déterminée  par  une  citation  d'un  passage  de  notre  auteur 
que  Ramus  avait  signalée  dans  ïhéon  d'Alexandrie  (  Commentaire 
sur  l'Almageste,  édit.  de  Bàle,  p.  4o)  et  que  Nesselmann  a  re- 
trouvée [Die  uilgebra  der  Griechen,  p.  aSo).  La  citation  est  d'ail- 
leurs faite  comme  s'il  s'agissait  d'un  classique  et  non  d'un  auteur 
contemporain. 

Théon  d'Alexandrie florissait  de  365  à  .^90  après  J.-C.  On  a  donc, 
pour  placer  Diophante ,  un  intervalle  de  cinq  siècles  et  demi,  11 
serait  d'ailleurs  vicieux  d'arguer  de  l'absence  de  toute   citation 


(')  yoir  Bbetschneider,  Dîe  Géométrie  und  die  Geometer  vor  Euklltles ;  Leipzi(j, 
1870,  p.  18a.  Le  XV*  Livre  des  Éléments,  qui  a  également  été  attribué  à  Hypsiclès,  ne 
semble  pas  antérieur  au  vi*  siècle.  VIsidoros  que  l'auteur  de  ce  Livre  donne  comme 
ton  maître  est  plutôt  celui  d'Eutocius  et  d'Anthémius,  le  premier  Isidore  do  Milet, 
que,  comme  le  veut  Friedlein,  le  philosophe  Isidore  de  Gaza.  Ce  dernier  n'était 
nullement  mathématicien,  comme  a  pu  le  faire  croire  un  passage  de  Suidas  mal  in- 
terprété. C'est,  du  reste,  une  des  singulières  erreurs  de  M.  Hœfer  (Histoire  des  Mathé- 
matiques^ p.  Q79)que  de  confondre  ces  deux  personnages  contemporains,  l'ingénieur 
architecte  de  Sainte-Sophie,  qui  ne  philosopha  pas  plus  que  ses  disciples,  ni  son  ne- 
veu du  même  nom  que  lui,  avec  l'opini&lre  et  mystique  païen  dont  Damascius  a  écrit 
la  vie. 

(•)  Signalons  cependant  que  les  Dejinitiones  du  pseudo-Héron  (éd.  Hultsch,  p.  7) 
5nnt  dédiées  à  un  personnage  du  même  nom. 
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antérieure  à  Tliéon  pour  rapprocher  notre  auteur  de  la  limite  in- 
férieure, car  on  ne  pourrait  dire  à  bon  droit,  vu  la  nature  spéciale 
de  son  Ouvrage,  qui  aurait  dû  parler  de  lui. 

On  ne  peut,  au  reste,  avoir  en  vue  qu'une  détermination  très- 
approximative,  car,  si  Ton  en  croit  une  célèbre  épigramme  de 
TAntliologie  grecque,  Diophante  aurait  vécu  quatre-vingt-quatre 
ans,  et  Ton  ne  sait  guère  à  quel  moment  de  cette  longue  vie  placer 
la  composition  des  Arithmétiques. 

Il  est  clair  que,  si  Ton  connaissait  Tautcur  de  cette  épigramme, 
ce  suerait  un  indice  précieux.  Malheureusement  les  attributions 
de  l'Anthologie  sont  assez  douteuses  en  général,  et,  d'autre  part, 
le  nom  de  Métrodore,  sous  lequel  on  la  trouve,  est  assez  fréquent. 
La  conjecture  de  Brunck,  qui  pense  à  Métrodore  de  Sccpsis,  nous 
reporterait  immédiatement  après  Hypsiclès  ;  mais  on  penche  plutôt 
aujourd'hui  pour  un  Métrodore  de  Byzance,  grammairien  et  arith- 
méticien, qui  vivait  sous  Constantin  le  Grand. 

Il  nous  reste  à  discuter  les  déterminations  qui  ont  été  faites  entre 
les  limites  que  nous  avons  fixées. 

Celle  qui  prévaut  d'ordinaire  est  relie  de  Montucla;  elle  s'appuie 
sur  un  passage  de  riiistorien  arabe  Aboulfaradj  pour  faire  vivre 
Diophante  sous  Julien  l'Apostat  (361-363  après  J.-C).  A  cause  du 
trop  proche  voisinage  de  Théon  d'Alexandrie,  ce  ne  pourrait,  en 
tout  cas,  être  admis  que  pour  la  fm  de  la  vie  de  notre  auteur.  Mais 
Cossali  et  Colebrooke,  remarquant  que  son  nom  est  étrangement 
accolé  par  Aboulfaradj  à  celui  du  philosophe  Thémistius,  ont,  à 
bon  droit,  soupçonné  qu'il  y  a^vait  confusion  entre  le  mathématicien 
grec  et  un  sophiste  que  Suidas  donne  comme  maître  du  rhéteur 
Libanius.  Cette  confusion  est  évidente. 

A  la  vérité,  en  l'absence  de  preuves  contraires,  il  serait  loisible, 
comme  le  remarque  Nesselmann,  d'identifier  les  deux  personnages. 
Si  Hypatia,  qui  a  commenté  Diophante,  professait  la  Philosophie, 
Diophante  ne  pouvait-il  pas  enseigner  même  la  Rhétorique? Fermât 
était  bien  conseiller  au  parlement  de  Toidouse  ! 

Malheureusement  pour  cette  hypothèse,  l'autorité  de  Suidas  est 
facile  à  retrouver.  C'est  Eunape  dans  les  Fies  des  sophistes  ;  il 
nous  donne  ce  Diophante,  qu'il  a  connu  et  dont  il  ne  fait  d'ailleurs 
pas  grand  cas,  comme  né,  non  pas  à  Alexandrie,  ainsi  que  le  ma- 
thématicien, mais  en  Arabie  (Aïo^avxoç  ô 'Apdêioç),  et,  d'autre  pari. 
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comme  professant  à  Athènes.  L'identification  n'est  donc  pas  pos- 
sible, et,  dès  lors,  nous  considérerons  le  passage  d'Aboulfaradj 
comme  sans  valeur. 

Dans  son  édition  de  Diophante,  Bacbet  de  JVIéziriac,  ayant  lu 
dans  Suidas  qu'Hjpatia  avait  commenté  le  Canon  astronomique 
de  notre  auteur,  a  proposé  de  l'identifier  avec  un  astrologue  du 
temps  de  Néron,  sur  lequel  un  contemporain(?),  Lucillius,  a  com- 
posé quelques  épigrammes  de  l'Anthologie  grecque.  Cette  suppo- 
sition est  insoutenable  :  d'une  part,  le  ridicule  héros  de  plaisan- 
teries classiques,  faites  à  Rome,  tantôt  sur  la  maigreur,  tantôt  sur 
la  vanité  des  prédictions  astrologiques,  semble  n'être  qu'un  person- 
nage d'invention  \  d'un  autre  côté,  le  texte  de  Suidas  est  corrompu, 
et  il  faut  le  rétablir  avec  Fabricius  ('),  en  entendant  que  c'est 
comme  auteur  des  Arithmétiques  que  Diophante  a  été  commenté 
par  Hypatia.  Il  ne  reste  donc  aucune  preuve  qu'il  se  soit  occupé 
d'Astronomie. 

Enfin  Bombelli,  le  premier  qui  ait  fait  connaître  Diophante 
(157a),  l'a  placé,  sans  indiquer  aucune  preuve,  sous  le  règne 
d'Antonin  le  Pieux,  c'est-à-dire  qu'il  en  fait  un  contemporain  de 
Ptolémée  (11*  siècle  après  J.-C).  On  a  bientôt  fait  d'en  finir  avec 
cette  opinion  en  la  traitant,  comme  fait  Nesselmann,  d'hypothèse 
arbitraire.  Il  faudrait,  au  contraire,  dans  l'obscurité  où  l'on  se 
trouve,  rechercher  si  cette  affirmation  précise  ne  peut  pas  avoir 
quelque  fondement ,  afin  d'être  en  mesure  de  la  discuter  sérieuse- 
ment. 

Je  croîs  avoir  rencontré  l'origine  de  cette  détermination  en 
faisant  une  autre  recherche.  Il  s'agissait  de  l'autorité  d'après  la- 
quelle Ramus  a  attribué  des  Harmoniques  à  Diophante,  assertion 
répétée  sans  contrôle  par  Gessner  et  Fabricius  (2). 


(  •  )  "Eypa^rtv  {»n6|iVY)(ia el;  At6f avrov.. ..  tàv  àorpovofiixôv xavôva, «l;  ta  xcovtxà  *A«oXXwvCou 
un6tivD(ia.  C'est  à  tort  que  Nesselmann,  qui  adopte  au  reste  le  même  sens  que  Fa» 
briciiis,  signale  l'expression  tlç  Aiôçavro^i  [Sur  Diophante,  au  lieu  de  Sur  les  Arith-' 
métiques  de  Diophante)  comme  n'étant  pas  grecque;  on  en  trouve  assez  d'exemples 
dans  les  auteurs  byzantins. 

Il  est  au  reste  douteux  qu'IIypatia  ait  composé  un  Canon  tutronomique,  comme  l'ad- 
met Fabricius '/aussi  avons-nous  indiqué  une  lacune  après  Aiôpavrov.  On  peut  sup- 
pléer et;  et  supposer  qu'il  s'agit  d'un  commentaire  sur  les  Canons  de  Ptolémée. 

(')  Ce  dernier  suppose  gratuitement  que  cet  Ouvrage  traitait  d'Arithmétiquei  non 
de  Musique;  cette  hypothèse  no  peut  se  défendre. 
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La  source  de  Rainus  était,  à  n'en  pas  douter,  un  manuscrit  grec 
sur  la  Musique^  or,  dansj'édition  des  Antiquœ  musicœ  auctores  de 
Meiboinius,  on  lit,  pages  22-23  du  Traité  de  Bacchius  le  Vieux, 
cinq  définitions  du  rhythmc  empruntées  à  Phèdre,  Aristoxène,  Ni- 
comaque,  AcosavToç,  Didyme.  AeocpavTOç  (*  )  n*est  pas  grec,  et  il  n'est 
pas  douteux  qu'il  ne  faille  lire  AiosavTo;,  ce  qu'ont  probablement 
fait  Ramus  et  d'autres  que  lui. 

L'identification  de  cet  auteur  avec  notre  mathématicien  est  cer- 
tainement assez  hypothétique^  mais  elle  est  tout  indiquée  quand 
on  voit  son  nom  à  coté  de  celui  de  !Nicomaque.  On  sait,  au  reste, 
qu'Euclide  et  Ptolémée  figurent  aussi  parmi  les  auteurs  qui  ont 
traité  de  la  Musique,  et  que  la  technologie  de  cet  art  faisait,  dans 
l'antiquité,  partie  des  fxaOïîuLaxa. 

Or,  dans  les  énuméra lions  comme  celle  que  nous  avons  rap- 
portée, l'ordre  chronologique  est  généralement  suivi  et  l'époque  de 
divers  auteurs  n'a  pas  été  assignée  sur  des  arguments  plus  certains. 
Dans  le  cas  présent,  on  peut  d'ailleurs  vérifier  cet  ordre  pour  deux 
noms  :  Aristoxène,  disciple  d'Aristote,  et  Nicomaque,  postérieur  à 
Thrasylle,  qui  vivait  sous  Tibère. 

Nicomaque  est,  d'autre  part,  antérieur  à  son  commentateur 
Apulée  de  Madaure,  contemporain  de  Ptolémée,  et  ce  dernier 
[Harmoniques,  Livre  II)  parle  d'une  division  du  tétrachorde  due 
au  néo-pythagoricien  Didyme.  Quant  à  Phèdre,  il  est  inconnu.  Si 
dans  CCS  conditions  on  admet  que  l'ordre  chronologique  a  été  rigou- 
reusement suivi  et  si  l'on  tient  compte  de  la  longue  vie  de  Dio- 
pliante,  on  peut  le  considérer  (ainsi  que  Didyme)  comme  contem- 
porain de  Ptolémée  et  placer  son  âge  mûr  ou  sa  vieillesse  sous 
Antonin  le  Pieux  (i38-i6i  après  J.-C),  conformément  à  l'asser- 
tion deBombclli. 

Cette  délermiiiation  aurait  un  grand  poids  si  Bacchius  le  Vieux 
était  un  auteur  suffisamment  rapproché  de  ceux  qu'il  cite  pour 
connaître  exactement  leurs  âges  respectifs.  Malheureusement, 
l'époque  à  laquelle  il  vivait  lui-même  est  très-incertaine.  On  con- 
jecture d'ordinaire  le  règne  de  Constantin  le  Grand;  mais  cette 
opinion  me  parait  difficile  à  confirmer,  et  je  suis  beaucoup  plus 


(*)  Léophante  est  un  nom  grec  connu,  mais  s'écrit  AECOfâvrec;  la  confusion  entre 
Suo  et  ÂEÔ  est  heauconp  moins  probable  que  celle  entre  Aïo  et  Aco. 
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incliné  a  considérer  i'épigramme  rapportée  par  Meibomius,  et  où 
Bacchius  le  Vieux  se  trouve  associé  à  un  certain  Dionysios,  comme 
parlant  de  Constantin  Porphyrogénète  (dix  siècles  après  J.-C). 

D'autre  part,  de  graves  doutes  peuvent  être  élevés  contre  la  dé- 
termination précédente.  Il  faut  remarquer  que  la  définition  du 
rhythme  donnée  par  Diopliante  se  rapproche  beaucoup  de  celle  do 
Nicomaque  et  semble  en  être  le  développement,  tandis  que  les 
trois  autres  sont  sensiblement  différentes,  soit  entre  elles,  soit  par 
rapport  à  ces  deux-là  (  *  ). 

Si  l'on  peut  en  tous  cas  inférer  que  Diopliante  est  postérieur  à 
^icomaquc,  ce  que  nous  retiendrons,  il  est  très-possible  que  leurs 
deux  définitions  aient  été  rapprochées  Tune  de  l'autre  au  mépris 
de  l'ordre  chronologique. 

D'autre  part,  l'époque  de  Didyme  doit  être  fixée  autrement  que 
nous  ne  l'avons  fait.  11  s'agit  sans  doute  du  grammairien  et  musi- 
cien, fils  d'Héraclide  Pontique,  et  que  Suidas  fait  vivre  sous  IVéron, 
assertion  vérifiée  d'ailleurs  (2).  Si  donc  on  voulait  maintenir  l'ordre 
chronologique,  il  faudrait  rejeter  Diopliante  au  temps  de  Claude  et 
JVicomaque  au  temps  de  Caligula,  ce  qui,  au  reste,  est  possible  à 
la  rigueur  en  ce  quL  concerne  ce  dernier  auteur  (^  ). 

Dans  l'incertitude  où  l'on  se  trouve  en  fin  de  compte,  et  eu 
égard  k  la  fragilité  de  toutes  les  hypothèses  que  l'on  peut  faire,  ou 
doit  accueillir  sur  le  même  pied  que  les  autres  tout  nouvel  élément 
de  discussion,  si  mince  qu'il  puisse  paraître.  Nous  laisserons  au 
lecteur  à  apprécier  la  valeur  de  celui  que  nous  allons  introduire. 

De  tous  les  problèmes  que  traite  Diopliante,  il  n'en  est  qu'un 


(*)  Nous  nous  eonteiitcrons  de  rapporter  celles  de  Miconiaqitc  et  de  Diophniitt^  : 
KaTO  oè  Nixô.aa^ov,  ypovcov  eûraxTo;  awOeaii  '  xatà  5è  Aïo^pavrov,  yyï^tù^  aCr/eecic  xara 
dvaXoYiav  te  xai  av/A/A£tptav  npÀ;  éaurou;  (Suivant  Micoinaque,  une  composiiion  rc- 
galière  des  temps;  suivant  Diophante,  une  composition  drs  temps  par  proportion  et 
commune  mesure  entre  eux'. 

(•)  Il  ne  faut  pas  confondre,  comme  l'a  fjiit  M.  Hœfer  {Uist.  des  Math.,  p.  q8i). 
ce  Didyme  avec  Didyme  Chalccnterus,  mnilrc  du  (vrammairicn  lluraclide  Pontique, 
cl  qui  ne  parait  nullement  s'être  occupé  de  Musique.  J'ignore,  au  resto,  par  quelle 
autre  méprise  M.  Hœfer  fuit  vivre  au  vi«  ou  vu*  siècle  après  J.-C.  ce  Chalcenterus, 
dont  l'àjc  (au  commencement  de  Tère  chrétienne)  est  bien  connu. 

(')  La  tendance  ordinaire  à  le  placer  plus  bas  vient  de  ce  qu'on  Ta  lon£^emps 
confondu  avec  un  autre  nco-pylhagoricien  du  même  nom.  qui  avait  écrit  \\n^  Fied'ji- 
polio  ni  uf  de  T)  fine. 
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seul  (V,  33)  dont  renoncé  renferme  des  nombres  concrets.  Cet 
énoncé  est  en  vers,  sous  la  forme  d'une  épigramme,  que  Bachet 
soupçonne,  peut-être  à  bon  droit,  composée  par  notre  auteur  lui- 
même.  En  tout  cas,  il  y  est  parlé  d'un  maître  de  maison  qui  mé- 
lange, pour  la  boisson  de  ses  serviteurs,  du  vin  à  5  drachmes  et  du 
vin  à  8  drachmes  le  congé. 

Si  l'on  admet  que  la  nécessité  de  la  forme  versifiée  n'a  pas  obligé 
à  poser  des  prix  tout  à  fait  arbitraires  (ce  qui  est  au  moins  aussi  im- 
probable pour  des  vers  grecs  que  ce  le  serait  pour  des  vers  français), 
il  est  d'ailleurs  facile  de  se  rendre  compte  que  ces  prix  n'ont  pas 
été  choisis  en  vue  de  la  solution*,  on  doit  donc  supposer  qu'ils  sont 
réels.  Or  ce  sont  évidemment,  pour  des  vins  de  basse  qualité,  des 
prix  de  famine. 

Le  congé  valait  6  5ej:fa/7Ï;  la  drachme  égyptienne,  à  son  poids 

le  plus  bas,  était  le  sixième  du  denier  d'argent  romain;  or,  dans  le 

célèbre  édit  du  maximum  de  Dioclétien,  on  trouve  une  échelle  des 

prix  du  sextarius  en  deniers  de  bronze  (valant  le  centième  du 

denier  d'argent).  On  peut  transformer  comme  suit  cette  échelle  en 

congés  et  drachmes  : 

Prix  du  litre 
Prix  du  congé         en  monnaies  françaises 
en  drachmes.        (d'après  M.  Waddington). 
dr  fr 

Piquette 2, 88  o  ,94 

«.     ,  ,      (  2*  qualité 5,76  *      1,87 

Vm  de  garde         „       ,.,,  '  0/ 

°  (   laquante 7»^o  2,34 

„.     ,     -    .      i  2*  qualité 8,64  2,81 

Vm  de  choix    \     ^^    ...  '  ^  ,' 

(   i'* qualité 10,80  3, 01 

On  voit  comment  les  prix  de  Diophante,  5  et  8  drachmes  le 
congé,  se  rapportent  à  cette  échelle^  quant  à  la  quantité  d'eau  que 
son  maître  de  maison  devait  sans  doute  surajouter  plus  tard,  il  n'a 
pas  pensé  à  la  faire  connaître  à  la  postérité. 

Pour  se  rendre  compte  combien  ces  prix  étaient  exagérés,  par 
rapport  à  ceux  des  époques  antérieures,  il  suffit  de  savoir  qu'au 
temps  de  Néron,  par  exemple,  d'après  les  renseignements  fournis 
par  Columelle,  le  vin  de  plus  basse  qualité  ne  coûtait  que  o^'',47le 
congé,  ce  qui,  mcinc  en  comptant  la  drachme  au  poids  du  temps 
de  Tibère,  pour  le  quart  du  denier  d'argent  au  lieu  du  sixième, 
fait  huit  fois  moins. 
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Les  diverses  données  que  Ton  possède  pour  le  prix  de  cette 
denrée  sous  l'Empire  romain  montrent  d'ailleurs  que  la  cherté  ne 
commença  à  s'accuser  qu'après  les  Antonins;  ce  n'est  guère  que 
vers  le  milieu  du  m'  siècle,  à  l'époque  dite  des  Trente  Tyrans,  que 
l'on  peut  supposer  que  les  cours  s'élevèrent  au  taux  indiqué. 
L'Egypte  ne  produisant  pas  de  vin,  la  gêne  apportée  par  les  guerres 
civiles  aux  relations  commerciales  dut  d'ailleurs  s'y  faire  sentir 
immédiatement.  La  prolongation  de  ces  guerres,  la  misère  qui  en 
résulta  mirent  à  nu  les  vices  du  système  social  de  l'antiquité  ro- 
maine et  étendirent  à  tout  l'empire  la  crise  que  Dioclétien  essaya 
de  conjurer. 

Si  cette  conjecture  est  exacte  et  s'il  en  est  de  même  de  la  déter- 
mination relative  au  Métrodore  auteur  de  Tépigramme  sur  Dio- 
phante,  ce  dernier  doit  être  placé  sans  conteste  vers  la  seconde 
moitié  du  m*  siècle;  il  redevient  ainsi  contemporain  de  Pappus 
et  antérieur  d'un  siècle  environ  à  Théon  d'Alexandrie  et  à  Hy- 
patia. 

Le  m*  siècle  avait  au  reste  déjà  été  proposé  pour  Diophante  ;  il 
est  admis,  par  exemple,  par  d' Alembert  dans  V Encyclopédie  ;  mais 
je  n'ai  pu  trouver  trace  d'arguments  historiques  déjà  développés  à 
r<appui  de  cette  assertion. 


EXTRAIT  DUNE  LETTRE  A  H.  HERHITE; 
Par  m.  g.  MITTAG-LEFFLER. 

Voici  les  théorèmes  que  j'ai  démontrés  dans  mon  premier  Mé- 
moire en  allemand,  Arithmetische  Darstellung  eindeutiger  ana^^ 
lytischer  Functionen  einer  F erânder lichen,  qui  est  maintenant 
dans  les  mains  de  M.  Weierstrass. 

Théobèhe  I.  —  Si  une  suite  infinie  de  quantités  données  Xi , 
X29  X3,  .  • . ,  Xv,  .  .  •  satisfait  à  la  condition 

Km  I  jr„  I  =  00  , 
et  que  mi,  mj,  mj,  •  • . ,  m^,  . . .  soient  des  nombres  donnés  en- 
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tiers  et  positifs,  on  peut  alors,  dans  l'expression 

'(A)  ^(.r-x,)-'",G„,_.(x-x.)  (jj'---. 

déterminer,  de  plusieurs  manières,  les  nombres  entiers  non  néga- 
tifs p.  {  ,  (ixa,  fjis,  . .  .^yt^^  . . .  et  les  expressions  entières  et  rationnelles 
Gm.-i ,  Gm,«i ,  Gto,«i  ,  . . . ,  Gmv«i  -.  •  •  •  des  degrés  respectifs  m<  —  i , 
m  2 —  I,  /W3 —  I,  ••.,  '«v  —  ^t  •  '  ")  de  telle  sorte  que  l'expres- 
sion (  A  )  devienne  une  fonction  analytique  de  la  variable  .r, 
jouissant  des  propriétés  générales  suivantes  : 

La  fonction  sera  uniforme;  elle  n'aura  que  le  seul  point  sin- 
gulier essentiel  jr  =  - 1  et  que  les  points  singuliers  non  essentiel 

X| ,  j:2,  X3,  ...»  X,,  . . . ,  e^,  pour  des  valeurs  données  arbitraire- 
ment de 

^1,-m,»   ^l.-(m,— D»    ^i,-(mt-i) *'l.-lt 


'"v,--mv«     ^v,- (/«v  -1)»     ''v,— (/Mv-î)«     •••»    ^>.— H 

9        ♦        1        ....  ... 

et  des  valeurs  suffisamment  petites  de  \x — xj,  elle  sera  déve- 
loppable  sous  la  forme 

-^^,_,(.r-.r,)-»•4.lï(.r-x,)      (»). 

6ï  l'on  ajoute  à  [K)  une  fonction  entière  (')  quelconque  delà 
variable  x,  on  obtient  ainsi  la  représentation  de  toutes  les  fonc- 
tions, qui  jouissent  des  propriétés  énoncées  ci-dessus. 

Théorème  II.  —  Si  une  suite  infinie  de  grandeurs  données Xi^ 


(*)  Pour  la  signification  de  ^(x  —  xj  voir  Weierstraas,  Zur  Théorie  der  cindeu- 
tigen  analjrtischeti  Fitnctionen  einer  Verànderlicken,  p.  aG,  la  note. 

(•)  Pour  la  si'T.iification  du  terme  fonction  entière,  voir  Weierstrass,  Zur  Théo- 
rie, etc.,  p.  17. 
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jTj,  .î's.  .  .  . ,  .r^,  . .  . ,  est  telle  que  l'on  ait 

et  que  mi,  /tij,  ms,  .  .  . ,  //i^,   •  •  •  »  'ïi^  ''2^  ^ai 

rfe5  nombres  entiers  non  négatijs  donnés,  alors,  dans  l'exprès^ 

sion 


on  pourra  de  plusieurs  manières  déterminer  la  fonction  entière 
n(x),  les  nombres  entiers  non  négatifs  ifs  ^  u^^  ua,  . . .,  |ui^.  ...  et 
les  expressions  rationnelles  et  entières  G, „^^,t^^  Gm,+A/,,  G^^^./,,,  . . . , 
Gm,+«v^  •  •  •  des  degrés  respectifs  //i,  -h  /z, ,  7^2  4-  «21  '''3  -i-  ''si  •  •  •  ^ 
///, -h //,,... ,  rfe  telle  sorte  que  l'expression  (B)  dev^ienne  une 
fonction  analytique  de  la  variable  x,  jouissant  des  propriétés 
générales  suii^antes  : 

La  fonction    sera   uniforme,    elle    aura   le    seul  point  sin- 
gulier essentiel  x=^  -»  et,  pour  les  seuls  points  donnés  j:,,  Xj, 

X3,  . . .,  x^,  . . . ,  elle  aura  des  points  singuliers  non  essentiels^ 
et  enfin,  pour  des  valeurs  choisies  arbitrairement  des  quantités 

^\,-mi>    <*!.— (m,-J)i    ^l.-lm,-î)»     •••»    ^1.— 1»    ^lOi    ^11»     •••»    <*lii,» 

^1,-mt»    ^ï.-fmt— 1)»    ^I,— (ots-s)»     •••»     ''î.— 1»    ^10»    ^21»     •••>    ^2/ii« 

^5.-/»,»    ''s.—  m,    l)«    ^»,~(mt-  2)»     •  •  •  »    ^S.— M    ^»0»    ^31»     •  •  •■!    ^3n,» 
t     »     «     •••»     •••» •     •••»     •••1 

^*.— mv'    '*»,— (/wv-l)«     ^v.-(/nv— î)«      •••1    ''v,— U    ''voj    ^v|»      ...*    ^v/iv> 

et  pour  des  valeurs  assez  petites  de\x  —  .r,  |,  elle  sera  dévelop- 
pable  sous  la  forme 

âSi  À  (B)  o/z  ajoute  encore 

n(.r)G(x) 
où  G  (  x)  désigne  une  fonction  entière  quelconque  de  la  variable  x. 
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on  obtient  ainsi  la  représentation  de  toutes  les  fonctions  qui  pos- 
sèdent les  propriétés  en  question. 

La  fonction  n(x)  est  déterminée  par  Téquation  suivante  : 

(c)     n(*)= ji  r(,  _  -lU' -î(fj'—  k  &Y^\ 

Par  X|,  Xa,  Xs,  . . .  ,X,,  . . .,  j'entends  ici  des  nombres  entiers 
non  négatifs,  soumis  à  la  seule  condition  que  la  série 


représente  une  suite  convergente  pour  toute  valeur  de  x, 

La  formule  (A)  contient  aussi  le  cas  où  une  des  quantités  Xi, 
x^'i  Xz^  . . . ,  x^,  .  . . ,  par  exemple  x<,  est  nulle,  pourvu  que  Von 

remplace  —  par  i .  La  formule  (B)  contient  aussi  ce  cas  où  Ton  pose 

X  égal  à 


(■ 


et  où  l'on  remplace,  de  plus,  (  —  j     par  l'unité. 

Théorème  III.  —  Si  une  suite  infinie  des  quantités  données Xx^ 
Xa,  X3,  •  •  • ,  Xv,  •  •  •  est  telle  que 

lirai*,  1=00, 

et  si  p\ ,  /?2,  ps,  •  •  • ,  pv,  •  •  • ,  7Z{ ,  7I2,  I3,  •  •  • ,  /Zy,  • .  •  sont  des  nom- 
bres donnés  entiers  et  non  négatifs,  on  peut  de  diverses  manières 
représenter  arithmétiquenient  une  fonction  de  la  'variable  x, 
jouissant  des  propriétés  générales  suivantes  : 

La  fonction  sera  une  fonction  uniforme  et  entière,  pour  la- 
quelle les  'valeurs  X|,  Xa,  Xs,  . . .,  x»,  . . .  comprennent  tous  Les 
zéros  de  la  fonction,  et  pour  laquelle  étant  données  arbitrairement 
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^3/»»»    ^3pt+li    ^Spi+Î ^3p«+rt8' 


^vp,»    ^vpyt-lt    ^vpv4-l»       •••1    ^vp^nv* 


parmi  lesquelles  aucune  des  suivantes  c^p^^  Co^,,  ^zp^t  •  •  •  ^  Cv/>vî  •  •  •  i 
ne  doit  avoir  pour  valeur  zéro,  le  développement  a  lieu,  dans  le 
voisinage  de  toute  valeur  donnée  x^,  sous  la  forme 

-4-  (x  —  x,)i'^+«v+ï  Ç  (  x  —  x,). 

On  peut  aussi  former  une  série,  procédant  suivant  les  puis- 
sances  entières  et  positii^es  de  x  et  constamment  convergente,  qui 
comprend  toutes  les  fonctions  jouissant  des  propriétés  ci-dessus 
énoncées. 

Ce  qu'il  y  a  de  nouveau  dans  le  problème  contenu  dans  ce  théo- 
rème est  ainsi  de  former  une  fonction  qui  n'ait  pas  d'autres  zéros 
que  les  zéros  donnés  ci-dessus.  Sans  cette  condition,  le  pro- 
blème serait  déjà  résolu  par  mon  théorème  II. 

Théorème  IV.  —  Etant  donnée  une  suite  infinie  de  quantités 
J7i,  Xo,  Xa,  .  .  . ,  x^,  . .  . ,  telles  que  Von  ait 

lim|.r,J=:<x;  , 


/î  =  ce 


et  p{^  p2'i  pz'i  .«.î  ptt  •••1  qi-i  q^'i  qz*  •••  ^v,  .  . .  étant  des 
nombres  donnés  entiers  et  non  négatifs  satisfaisant  à  la  condi- 
tion que,  pour  chaque  valeur  du  nombre  entier  et  positif  v^  Vun 
au  moins  des  nombres  /7v,  q^  soit  toujours  égal  à  zéro,  et  enfin 
Hi,  /Z2)  723)  •  •  •)  /2v,  . . .  étant  des  nombres  entiers  et  non  négatijs 
donnés  arbitrairement,  on  peut  de  diverses  manières  déterminer 
deux  fonctions  entières,  de  manière  que  ces  deux  Jonctions  ne 
dev^iennent  jamais  nulles  à  la  fois,  et  que  leur  quotient  soit  une 
fonction  de  la  variable  a:,  jouissant  des  propriétés  générales 
salivantes  : 

Bull,  des  Sciences  mnth.y  2*  Sério,  t.  III.  (Juin  1879.)  '9 
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La  fonction  est  une  fonction  uniforme,  ne  présentant  que  le 

seul  point  singulier  essentiel  x=  -j  pour  laquelle,  de  plus^  les 

valeurs  données  Xi^  X2^  x^^  ...  Xv,  ...  comprennent  tous  les 
points  singuliers  non  essentiels,  ou  tous  les  zéros,  ou  encore  tous 
les  points  singuliers  non  essentiels  en  même  temps  que  tous  les 
zéros  ;  et  pour  laquelle  enfin ^  pour  des  quantités  données  arbi- 
trairement 


^ipl» 

^lpi+1* 

^l/Ji-»-ï»     •  • 

^lp,+n«» 

-'.,.. 

'^Wi+i» 

^içr.+î»     •  • 

«-17,+/!, 1 

^îpt» 

^ip.+l' 

^tp,-«-lî     •  •  • 

^îp,+/I.» 

^w^ 

^'«Al» 

^S7i+Î'     •• 

^î7*-*-»î^ 

^SPl» 

^3/>,-l-l» 

^3p,+l»      •  • 

^8p»+/»,' 

'''^,. 

^8Ç.+  1» 

<^S7,-M9      •  • 

^a^i-*-"»» 

.    .    ., 

....   y 

•  •  •  •  1 

? 

'^w 

^vp^-4-1  » 

^vp^+2i       •  • 

<^vp^+/îv» 

'^W7>» 

^v7v+l' 

C>7v+î»      •• 

^'v^y+WVj 

•   •    •   » 

.  .   .  .  , 

....  1 

» 

parmi  lesquelles  aucune  des  premières 


Tie  doit  as^oir  la  valeur  zéro,  et  pour  des  valeurs  suffisamment 
petites  de  \x  —  Xv  |,  /e  dé\feloppement 

c,p.^{x  -  x,)P-  -4-  Cyp^.,.,  [x  —  x^Y^-^^  +  .  .  .  -4-  rv;,,.4-;i,(.r  -  .rO/^v^^vH-  (.r  ~x,)/^v^''--*''Pi-r^ 

est  possible. 

On  peut  aussi  former  une  expression  qui  se  présente  comme  le 
quotient  de  deux  séries  procédant  suivant  les  puissances  entières 
et  positives  de  x,  constamment  cons^ergentes  et  ne  s' annulant  ja- 
mais toutes  les  deux  à  la  fois,  et  qui  comprend  toutes  les  fonctions 
jouissant  des  propriétés  énoncées  plus  haut. 
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Je  travaille  en  "ce  moment  à  un  nouveau  Mémoire  en  langue 
allemande,  qui  va  contenir  d'autres  théorèmes  dans  le  même 
genre  que  mes  quatre  théorèmes  précédents,  et  où  je  veux 
donner  une  représentation  arithmétique  générale  de  fonctions 
uniformes,  qui  aient  une  infinité  multiple  de  points  singuliers 
essentiels. 

Dans  ces  derniers  temps,  en  m'appuyant  sur  votre  travail  :  Sur 
quelques  applications  des  fonctions  elliptiques,  que  vous  avez  eu 
la  bonté  de  m'envoyer,  je  me  suis  occupé  d'une  autre  application 
des  remarquables  théorèmes  que  M.  Weierstrass  a  fait  connaître 
dans  son  célèbre  Mémoire  Sur  la  théorie  des  fonctions  analytiques 
uniformes. 

Je  cherche  la  condition  à  laquelle  doivent  être  assujetties  les 
fonctions  f  (x),  /a  (:r),  f^  (x),  ^.^^  Jn  ['X),  . . . ,  pour  que  chaque 
intégrale  de  Téquation  différentielle 

soit  une  fonction  uniforme  de  la  variable  x  qui  n'ait  pas  d'autre 
point  singulier  essentiel  que  x=  -• 

Depuis  que  j'ai  obtenu  cette  condition,  je  puis,  toutes  les  fois 
qu'elle  est  remplie,  former,  pour  l'équation  dilférentielle  (D),  un 
système  fondamental  d'intégrales  particulières,  chaque  intégrale 
étant  le  quotient  de  deux  séries  de  puissances  entières  et  positives 
de  la  variable  x,  et  qui  convergent  pour  une  valeur  quelconque 
de  cette  variable. 

Je  prends  la  liberté  de  vous  envoyer  un  opuscule  en  langue  sué- 
doise (*)  qui  contient  une  généralisation  de  la  formule  d'interpo- 
lation que  vous  avez  communiquée  à  M.  Borchardt  dans  une  Lettre 
du  5  juillet  1877. 

J'admets  que,  dans  le  théorème  I,  les  points  singuliers  non  es- 
sentiels j?! ,  0:2,  Xz^  .  - . ,  j:v,  ...  (parmi  lesquels  le  point  a:  =  o,  s'il 
est  une  singularité  non  essentielle,  ne  doit  cependant  être  compté). 


(')  En   ny   serientveckUng   for   fttnktioner  af  ratioriel    karakter  (^Âcta  Societatis 
Scientiarnni  Femûcify  i,  XI). 

'9- 
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les  nombres  entiers  mi,  m2, 7^3,  . . . ,  mv,  ...  et  les  constantes 


appartiennent  à  une  fonction  uniforme  connue  F(x),  qui  n'a  au- 
cun point  singulier  essentiel  autre  que  j?  =  -  • 
J'obtiens  alors 

>=« 

F(x)  =  G(x)+^(x-.n]-"'.G„._,(.r-.r,)(jj' 
(E)  ^  v=i 

Par  fi,  je  désigne  un  nombre  entier  positif.  On  suppose  Tinlégra- 
tion  effectuée  le  long  d'une  ligne  fermée  S,  formant  la  limite  d'une 
aire  simplement  connexe,  à  l'intérieur  de  laquelle  sont  situés  X|, 
X2,  ^Ts,  . . .,  X/,,  et  extérieurement  à  laquelle  sont   situés  Xa^ii 

Le  point  x  est  supposé  ne  coïncider  avec   aucun  des  points  Xt, 

En  outre,  on  a 

OÙ  les  coefficients 

^0*— /«•»   '^o.-C/n,— 1)»    •••1   '*o,-i>   ^oo>   ^*oif    ^oi»    •••>   ^on— 1 

sont  définis  par  l'égalité  , 

F(.r)  =  ro,-w.-2^"'"«  H-  Co.-(m.-i)«"-('"»-'*^  -4- ...  4-  Co,-,  Jr"* 
-4-  foo  +  <^oi-2^  ■+■  ^01-^'  -f- .  .  .  +  Co^-i-rï^-'-h  .... 

J'imagine  maintenant  que  les  dimensions  de  la  ligne  S  croissent 
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suivant  une  loi  telle  que  chaque  S  embrasse  le  S  prëcëdent 
et  que,  de  plus  pour  chaque  point  singulier  de  F  (a:),  situé  h 
distance  finie,  il  se  trouve  toujours  une  ligne  S  correspondante, 
qui  entoure  ce  point.  Si  alors  la  fonction  F  (a:)  est  de  telle  nature 
qu'à  cette  fonction  correspondent  un  nombre  entier  /x  et  une 
ligne  S  telle  que  Ton  ait 

on  conclura  alors  de  (E) 

V=    SB 
V=  I 

Je  suppose  maintenant,  de  plus,  que,  dans  le  théorème  II,  les 
points  singuliers  non  essentiels  Xi ,  X2,  X3,  . . . ,  Xv, . . . ,  les  nombres 
entiers  mi,  /ria,  ms,  . . .,  ///»,  . . . ,  w,,  7/2,  /I3,  . . . ,  //»,••.,  et  les 
constantes 

^1,— m,»  ^1, -(/«,— ih  ^U-(mi-s)»  •••>  ^i,-l>  ^10>  ^ll>  ^lt>  '••>  <^ini» 

^1,— /«!>  ^î.— (/«t— 1)»  ^2,--(//ir- «)'  •••>  ^1*— 1»  ^JOt  ^ît>  *^îl»  •••♦  ^t«.» 

^J,— m,«  ^3,— (m»— 1)9  ^3,— 1/«,— J)»  •••»  ^*3»— 1»  ^301  ^3t»  ^32»  •••>  ^3/i«» 
»  <  • »  •••»  ••••>  ««f  ••»  ••>  •••>  •••» 

^vl— Wlv»     ^v,— («y— 1)»     ^v,-(/«v-«)>       •••>    ^v,— 1»     ^vOï     ^'vl>     ^v««      •••>     ^V«y> 

appartiennent  a  la  fonction  connue  F(x).  Je  trouve  alors 

J     z-u:n[z)\z) 

La  fonction  n(x)  est  déûnic  par  la  formule  (C).  Par  G(x)  je 
désigne  la  fonction 

G(u:)  =  K.-m,^'"'  +  *«,-(,„.-.)X-("'.-"  +  .  .  .+  *o,-.^* 
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où  les  coefficients 

^"O,— ;rto»    ^"o,-(/no— 1)>     •••>    ^0,-1»    ^00>    ^'oi>    ^'Oïi     •••>    ^'on— 1 

sont  définis  par  Téquation 

Ff.r] 


-f-  /qo -h  *oi-2^  -t-  ^Of^* -h ...  H-  /oii-iXi"-*  -h 


n(x) 

Si  maintenant  la  fonction  F(x)  est  de  telle  nature  qu'à  celle 
fonction  correspondent  un  nombre  entier  ,u,  une  fonction  H  [x)  et 
une  ligne  S,  de  sorte  qu'on  ait 

s=*  J       z  —  x  n{z)  \zj 
on  conclut  alors  de  (G) 

v=  » 

(H)     F(x)  =  nWGW4-nW^(x-x.)H'«v^«v-^i)G;„,^„,(.r-.r,)(jy. 


FONDEMENTS  D'UNE  GËOMËTRIE  SUPÉRIEURE  CARTÉSIENNE  (1872) 
ET  ÉLÉMENTS  D'UNE  THÉORIE  DES  FAISCEAUX  (1878)  (*); 

Par  m.  F.  FOLIE. 

Analyse  faite  par  l'auteur. 

Dans  ces  deux  Ouvrages,  nous  sommes  parvenu  à  étendre  aux 
courbes  planes  et  aux  surfaces  supérieures  la  plupart  des  théorèmes 
fondamentaux,  qui  n'étaient  connus  jusqu'alors  que  pour  les  co- 
niques. 

§  I.   —  Des  courbes  planes. 

Dans  les  courbes  planes,  ces  théorèmes  sont  généralement  appli- 
cables jusqu'au  cinquième  degré  ;  dans  les  surfaces,  jusqu'au  troi- 
sième seulement.  Ils  n'existent,  au  delà  de  ces  degrés,  que  pour 
des  courbes  et  des  surfaces  particulières. 

(')  Liège,  A,  Decq,  libraire.  Paris,  Gautbier-Villars. 
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En  outre  y  dans  la  théorie  même  des  coniques,  nous  avons  dé- 
couvert une  couple  de  propriétés  nouvelles,  de  même  que  dans 
celle  des  polygones  conjugués  entre  eux. 

Nous  nous  bornerons,  dans  les  lignes  qui  suivent,  à  donner  les 
énoncés  de  ces  théorèmes  fondamentaux,  en  renvoyant,  pour  les 
déGnîtions  comme  pour  les  démonstrations,  aux  deux  Ouvrages 
mentionnés  ci-dessus. 

En  ce  qui  concerne  les  courbes  planes,  nous  prendrons  pour 
exemple  le  troisième  degré,  en  faisant  remarquer  que  nos  théo- 
rèmes généraux  s'étendent  jusqu'au  cinquième. 


Courbes  du  troisième  ordre. 

Si  deux  trilatères  a,  />,  c  et  a', 
y,  c  sont  conjugués  à  une  courbe 
du  troisième  ordre  : 

1®,  I.  Le  rapport  anharnio- 
nique  du  faisceau  que  Ton  ob- 
tient, enjoignant  un  point  quel- 
conque de  la  courbe  aux  som- 
mets ai',  ic',  ca',  a'i,  i'c,  (fa 
de  ces  trilatères,  est  constant, 
quel  que  soit  ce  point  5  c'est-à-dire 
que,  si  Ton  désigne  par  i,  2,  3, 
4 y  5,  6  les  six  rayons  de  ce  fais- 
ceau, par  (1,2),  ...  le  sinus  dé 
Tangle  compris  entre  les  rayons 
1  et  2,  .  . .,  on  aura 

[1,2, 3,4^5,6) 

_r,..).(3.4).(5.6)_ 
-t6..).(,.3).(4,5) -*'"*'• 

2®,  IL  Les  produits  des  dis- 
tances d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  aux  deux  ternes  de 
côtés  fl,  i,  c  et  a',  i',  c'  sont 
entre  eux  dans  un  rapport  con- 
stant. 


Courbes  de  la  troisième  classe. 

Si  deux  trigones  A,  B,  C  et 
A',  B',  C  sont  conjugués  à  une 
courbe  de  la  troisième  classe: 

1",  L  Le  rapport  anharmo- 
nique  de  la  chaîne  que  Ton  ob- 
tient, en  coupant,  par  une  tan- 
gente quelconque  à  la  courbe, 
les  côtés  Aiy,  BC,  CA',  A'B,  B'C, 
C  Ade  ces  trigones,  est  constant, 
quelle  que  soit  cette  tangente; 
c'est-à-dire  que,  si  Ton  désigne 
par  I,  2,  3,  4?  ^)  6  les  six  points 
de  cette  chaîne,  par  |i,  2|,  ... 
la  dislance  entre  les  points  i  et 
2,  ....  on  aura 


|i,2,3,4i5,6| 

__|i,2|.|3,4M5,6| 
•     -|6,i|.|2,3|.|4,5| 


=  COIlSt. 


2**,  IL  Les  produits  des  dis- 
tances d'une  tangente  quel- 
conque à  la  courbe,  aux  deux 
ternes  de  sommets  A,  B,  C  et  A', 
B',  C,  sont  entre  eux  dans  un 
rapport  constant. 
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3^,  m.  Une  transversale  ren- 
contre ces  deux  ternes  de  côtés 
et  la  courbe  en  trois  ternes  de 
points  en  involution. 


IV.  Expressions  analytiques 
de  cette  involution  : 

3, 

I 

X(i,3',2,3'')  =  i,..., 
(i.i',2,i",3,i").(i,2',2.a''3,2") 

V.  Si  deux  quadrilatères  a,  i, 
c,  d  et  a',  b\  c',  cl'  sont  conju- 
gués k  une  courbe  du  troisième 
ordre,  leurs  côtés  opposés  a  et  a\ 
b  et  b\  c  et  c\  d  et  rf'  se  coupent 
en  quatre  points  situés  en  ligne 
droite. 

VI.  Expression  analytique  de 
ce  théorème  : 

Vil.  Si  Ton  combine  trois  à 
trois,  dans  un  ordre  quelconque, 
les  couples  de  côtés  opposés  de 
deux  quadrilatères  conjugués  à 
une  courbe  du  troisième  ordre, 
on  obtient  un  hexagone  inscrit  à 
une  conique. 

D'où  Ton  conclut  que ,  de  l'iden- 
tité  qui  précède,  on  peut  déduire 


3®,  III.  Les  trois  tangentes 
menées  d'un  point  quelconque 
du  plan  à  la  courbe,  et  les  deux 
ternes  de  droites  menées  de  ce 
point  aux  sommets  A,  B,  C  et  A', 
B',  C  forment  un  faisceau  en  in- 
volution. 

IV.  Comme  ci-contre. 


V.  Si  deux  tétragones  A,  B, 
C,  D  et  A',  B',  C,  D'  sont  con- 
jugués à  une  courbe  do  la  troi- 
sième classe,  les  droites  qui  unis- 
sent leurs  sommets  opposés  A  et 
A',  B  et  B',  C  et  C,  D  et  D' con- 
courent en  un  même  point. 

VI.  Comme  ci-contre. 


VIL  Si  Ton  combine  trois  à 
trois,  dans  un  ordre  quelconque, 
les  couples  de  sommets  opposés 
de  deux  tétragones  conjugués  à 
une  courbe  de  la  troisième  classe, 
on  obtient  un  hexagone  circon- 
scrit à  une  conique. 
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a.h,c—  Â'  «'.Z»'.c'=Cj  .A, 
a.b.d--  Â'"a',b'.d'=C\  .A, 


Nous  pourrions  énoncer  encore  d'autres  théorèmes  nouveaux, 
relatifs  aux  polygones  conjugués  entre  eux;  mais,  comme  ils  sont 
moins  généraux,  par  le  fait  même  qu'il  n'y  est  plus  question  de 
courbes,  nous  nous  bornerons,  pour  ceux-ci,  à  renvoyer  le  lecteur 
à  nos  Eléments  d'une  théorie  des  faisceaux. 

Il  en  est  deux  autres  sur  lesquels  nous  appellerons  encore  son 
attention,  parce  qu'ils  sont  neufs,  même  dans  cette  théorie,  tant 
cultivée,  des  coniques. 

Le  premier  de  ceux-ci  olfre  de  l'analogie,  en  coordonnées  ponc- 
tuelleSf  avec  le  corrélatif  de  celui  de  Carnot,  en  coordonnées  tan- 
gentielles,  avec  le  théorème  même  de  ce  géomètre,  ce  qui  permet 
de  combiner  nos  théorèmes  avec  ces  derniers. 

Le  second  introduit  une  notion  toute  nouvelle,  que,  à  cause  de  son 
expression  analytique,  fort  semblable  à  celle  de  l'involution,  nous 
avons  appelée  évolution,  et  dont  voici  la  définition  : 

Trois  couples  de  points  en  ligne  droite,  1  et  i',  2  et  2',  3  et  3', 
sont  en  évolution,  lorsqu'il  existe  entre  leurs  distances  mutuelles 
la  relation 


ï, 2'. 2, 3'.  3,1'=  r, 2.  2', 3  .  3',  I 


|m',2,3'|=:-|i',I,2',3|. 


jVous  énoncerons  ces  deux  théorèmes,  en  coordonnées  ponctuelles 
seulement,  pour  le  second  et  le  troisième  ordre.  Le  premier  est 
immédiatement  généralisable,  et  leurs  corrélatifs  (en  coordonnées 
tangentielles)  sont  très-aisés  à  exprimer. 


VIII,  Si  une  conique  est  con- 
juguée à  deux  bilatères  a,  b  et 
rt',  &',  et  qu'on  joigne  les  sommets 
de  ceux-ci  a  un  point  quelconque 
de  la  courbe,  le  rapport  du  pro- 
duit des  sinus  des  angles,  comp- 


Si  une  courbe  du  troisième 
ordre  est  conjuguée  à  deux  tri- 
la  tères  a,  i,  c  et  a',  i',  <?',  et 
qu'on  joigne  les  sommets  de  ceux- 
ci  à  un  point  quelconque  de  la 
courbe,   le  rapport  du  produit 
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tés,  dans  le  premier  bilatère, de- 
puis 1  es  cô  tés  de  cel uî-ci  jusqu'aux 
rayons  aboutissant  à  leurs  extré- 
mités, à  celui  des  sinus  des  an- 
gles, comptés  de  même  dans  le 
second,  est  constant,  quel  que 
soit  ce  point. 

IX.  Si,  par  trois  points  pris 
sur  une  conique,  on  lui  inscrit 
et  circonscrit  un  triangle,  une 
transversale  quelconque  coupe 
les  côtés  opposés  de  ces  deux 
triangles  eu  trois  couples  de 
points  en  évolution. 


des  sinus  des  angles,  comptés, 
dans  le  premier  trilatèrc,  depuis 
les  côtés  de  celui-ci  jusqu'aux 
rayons  aboutissant  à  leurs  extré- 
mités, à  celui  des  sinus  des  an- 
gles, comptés  de  même  dans  le 
second,  est  constant,  quel  que 
soit  ce  point. 

Si  un  quadrilatère  est  com- 
plètement inscrit  à  une  courbe 
du  troisième  ordre,  et  qu'on  mène 
en  trois  de  ses  sommets,  des  tan- 
gentes à  la  courbe,  les  côtés  des 
deux  triangles,  déterminés  par 
ces  sommets  et  par  ces  tangentes, 
sont  coupés  par  une  transver- 
sale en  trois  couples  de  points 
en  év^olution. 


Outre  ces  théorèmes,  j'énonce  également  un  principe  qui  me 
semble  tout  à  fait  capital.  La  découverte  de  ce  principe  est  une 
conséquence  de  celle  du  rapport  anliarmonique  du  /i»*"»  ordre.  Je 
l'ai  nommé  principe  de  la  théorie  des  faisceaux  (  *  ).  Le  voici,  borné 
également  au  cas  du  troisième  ordre  seulement  : 

Principe.  —  Si  ion  a  trois  courbes  variables  en  vertu  des  pa- 
ramètres oL^^^y^ 

9>(.r,j,a,p,7)  =o.     y^{x,y,(i,p,y]  —  o,     >J/(x,x,«,|3,7)  z=r  o, 

et  quil  existe  entre  ces  paramètres  une  relation  f [a ^^^y)  =  o 
\_ou  bien  si  ion  a  trois  courbes  variables  en  vertu  des  paramètres 
ae^(3:9(x,j,a,P)==o,  1  =  0,^  =  0'],  l' équation  ¥{x,j)  =  o, 


(*)  Je  crois  neuf  ce  principe,  auquel  mon  collègue  M.  Le  Paijre  a  collaboré  avec 
moi.  M.  Em.  Weyr,  à  Vienne,  m'a  déclaré  ne  pas  le  connailre.  M.  Klein,  à  Munich,  m*a 
dit  qu'il  n'en  connaissait  qu'un  cas  particulier,  celui  de  la  recherche  du  jacobien; 
enfin,  je  ne  l'ai  vu  énoncé  dans  aucun  des  Traités  les  plus  modernes. 

Si  un  géomètre  croyait  avoir  des  droits  à  la  priorité  de  cette  découverte,  je  henh 
heureux  qu'il  voulût  bien  me  les  signaler. 
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résultant  de  V rliniination  des  paramètres  variables,  représente 
une  courbe  passant  par  les  points  triples  d'intersection  des 
courbes  ç,  ;f,  ij^. 

Ce  principe  est  évidemment  susceptible  de  Ja  plus  complète  gé- 
néralisation dans  le  plan  et  dans  l'espace. 

Application.  —  Chercher  le  lieu  des  points  triples  des  rayons 
homologues  de  trois  faisceaux  homographiques. 

Prenons  les  centres  de  ces  trois  faisceaux  pour  sommets  d'un 
triangle  a*|3.7  =  o.  Les  équations  des  rayons  de  chacun  de  ces 
faisceaux  seront 

(l)  «-+->5=:0, 

\  ^ .  ?  ■+-  j^7  =  o> 

[3)  7  -h  va  =  G. 

et  la  condition  d'homographie  s'écrira 

'À  )  ^1  j  V  "+~  ^«3  i*^  ~^"  ''ai  ^^  H-  «1  ^  -h  rtj  «A  H-  <?j  V  -4-  I  z:=;  O. 

Eliminant  2,  fx,  v  entre  les  équations  (i),  (2),  (3)  et  (4),  on  a  celle 
du  lieu  cherché  : 

r/„a*,S-+-fl,3j6*7  ^a^^y^v.  —  r/,a«7  —  a^p'^oL  —  a^y^p  -h  «57  =  0. 

Ce  lieu  est  une  courbe  générale  du  troisième  ordre  passant  par  les 
centres  des  trois  faisceaux. 


§  IL  —  Des  surfaces. 

Si  nous  ne  sommes  pas  arrivé  à  étendre  tous  les  théorèmes  qui 
précèdent  aux  surfaces  du  second  et  du  troisième  degré  (les  seules 
auxquelles  quelques-uns  d'entre  eux  soient  généralement  appli- 
cables), nous  avons  du  moins,  ici  encore,  tracé  la  voie,  et  démontré 
que  le  fameux  théorème  de  Pascal  avait  été  trouvé,  dès  1826,  de 
même  que  celui  de  Brianchon,  pour  les  surfaces  du  second  degrés 
par  notre  compatriote  Dandelin,  quoiqu'il  eût  lui-même  mis  la 
({uestion  au  concours  à  l'Académie  de  Bruxelles.  On  le  verra  par 
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l'analogue  que  nous  donnerons  de  chacun  de  ces  ihéorèmes  pour 
le  troisième  degré. 

]Nous  nous  bornerons,  dans  le  second  degré,  à  l'énoncé  de  nos 
théorèmes  ^  nous  entrerons  dans  un  peu  plus  de  détails  relative- 
ment aux  surfaces  de  la  troisième  classe,  dont  nous  avons  le  pre- 
mier fait  connaître  les  vingt-sept  droites  et  les  propriétés  capitales, 
que  nous  énoncerons  en  regard  de  celles  des  surfaces  du  troisième 
ordre. 

Comme  beaucoup  de  ces  dernières  ont  été  découvertes  par 
Salmon,  Cayley,  Steiner,  Cremona,  Sturm,  etc.,  nous  ferons  re- 
marquer au  lecteur  que  nous  avons  guillemeté  celles  que  nous  leur 
empruntons,  et  numéroté  celles  qui  nous  sont  dues,  en  conservaDt 
les  numéros  mêmes  des  énoncés  précédents  auxquelles  elles  cor- 
respondent-, dans  la  troisième  classe,  au  contraire,  tout  peut-être 
nous  appartient  (*). 

Surjaces  du  second  degré. 


Si  deux  dièdres  a,  b  et  a',  V 
sont  conjugués  à  une  surface  du 
second  degré  : 

i°,i.  ?(^)  • 

2°,  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d'un  point  quelconque 
de  la  surface  aux  deux  couples 
de  faces  a,  b  et  a',  b'  sont  entre 
eux  dans  un  rapport  constant, 
quel  que  soit  ce  point. 

3**,  III.  Une  transversale  quel- 
conque rencontre  ces  deux  cou- 
ples de  faces,  et  la  surface,  en 
trois  couples  de  points  en  invo- 
lution. 


Si  deux  digoncs  A,  B  et  A', 
B'  sont  conjugués  à  une  surface 
du  second  degré  : 

2°,  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d'un  plan  tangent  quel- 
conque aux  deux  couples  de 
sommets  A,  B  et  A',  B'  sont  entre 
eux  dans  un  rapport  constant, 
quel  que  soit  ce  plan. 

3",  III.  Le  couple  de  plans, 
menés  par  une  droite  tangen- 
tiellement  à  la  surface,  et  les  deux 
couples  de  plans,  menés  par  cette 
droite  et  par  les  deux  couples  de 


(  *  )  Mes  théorèmes  sur  ces  surfaces  ont  été  présentés  à  l'Académio  de  Belgique  le 
3  décembre  1870. 

(^)  Voir  y  au  sujet  de  ces  énoncés,  une  Note  que  j'ai  publiée,  on  collaboration  avec 
M.  Le  Paiço,  dans  le  t.  XLVIII  des  Bulletins  de  rAvudéinie  de  Belgique^  p.  4»  et  siïSt. 
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«1  une 

surface  du  second  degré,  leurs 
faces  opposées  a  et  a',  b  et  b\  c 
et  c'  se  coupent  suivant  trois 
droites  situées  dans  un  même 
plan ,  ce  qui  s'exprime  analyti- 
quement  par 

\l.   a.b.c^Âa',ù'.c=St.l?. 

Sia'faces  du  troisième  ordre. 

Si,  entre  les  paramètres  des 
trois  faisceaux  de  plans  a=:^  cLa\ 
b=z^b'^  cz=.yc\  il  existe  la  re- 
lation ajiy  =  Â',  Téquatiou 

.V,  ^  abc  —  lia'b'c  =  o 

du  lieu  des  points  d'intersection 
des  faces  homologues  de  ces  trois 
faisceaux  représente  une  sur- 
face générale  du  troisième  ordre 
passant  par  les  axes  de  ces  fais- 
ceaux. 

Les  deux  trîèdres  a,  i,  c;  a\ 
b\  c'  sont  dits  conjugués  à  53. 

Chaque  face  de  Tun  passe  par 
trois  génératrices  appartenant 
respectivement  aux  trois  faces 
de  l'autre. 

De  là  neuf  génératrices  primi- 
tives, formant  six  systèmes  de 
trois  génératrices  non  situées 
deux  à  deux  dans  un  même  plan. 

«  Un  hyperboloïde  qui  a  trois 
génératrices  d*un  même  mode 
communes  avec  Ss  en  a  trois  de 


sommets  A,  B  et  A',  B'  forment 
un  faisceau  eu  involution. 

V.  Si  deux  trigones  A,  B,  C  et 
A',  B',  C  sont  conjugués  à  une 
surface  du  second  degré ,  les 
droites  qui  unissent  les  sommets 
opposés  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C 
concourent  en  un  même  point. 

VI.  Comme  ci-contre. 


Surfaces  de  la  troisième  classe. 

Si,  entre  les  paramètres  des 
trois  chaînes  de  points  A  =  a  A', 
B  =  pB',  C  =  7C',  il  existe  la 
relation  a[3y  =  /r,  Téquation 

S3=A.B.C  — XA'.B'.C'  =  o 

de  Tenveloppe  des  plans^  déter- 
minés par  les  points  homologues 
de  ces  trois  chaînes,  représente 
une  surface  générale  de  la  troi- 
sième classe  passant  par  les  axes 
de  ces  chaînes. 

Les  deux  trigones  A,  B,  C, 
A',  B',  C  sont  dits  conjugués  à  S3 . 

Chaque  sommet  de  l'un  est  le 
point  de  concours  de  trois  géné- 
ratrices passant  respectivement 
par  les  trois  sommets  de  Taulre. 

De  là  neuf  génératrices  primi- 
tives, formant  six  systèmes  de 
trois  génératrices  non  concou- 
rantes deux  à  deux. 

Comme  ci-contre. 
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Tautre  mode  également  com- 
munes. » 

On  en  conclut  que  chacun  des 
six  hyperboloïdes ,  déterminés 
par  Tun  des  six  systèmes  de  gé- 
nératrices primitives,  coupe  s^ 
suivant  trois  génératrices  dis- 
tinctes des  neuf  primitives  et 
distinctes  entre  elles,  et,  par 
suite,  qu'il  existe  vingt-sept  gé- 
nératrices sur  ^3 . 

(c  Chacune  d'elles  est  dans  un 
même  plan  avec  cinq  couples  des 
autres,  et  forme,  avec  ces  couples, 
cinq  triangles  tri  tangents ,  ce  qui 
détermine  quarante-cinq  de  ces 
triangles. 

»  Si  deux  triangles  tri  tangents 
n'ont  aucun  côté  commun,  leurs 
côtés  se  coupent  deux  à  deux.  » 
(Steiner,  Cremona,  Sturm,  etc.) 


Deux  triangles  tri  tangents  suf- 
fisent donc  pour  déterminer  un 
système  de  trièdres  conjugués. 

Deux  systèmes  de  trièdres  con- 
jugués ayant  deux  faces  com- 
munes, tels  que  abe  et  c'd'f^ 
cdfet  dV e^  forment,  par  la  sup- 
pression de  ces  faces,  un  système 
de  tétraèdres  conjugués  «,  A,  c,  d 
et  «',  h\  c',  d*. 

Ceux-ci  sont  tels  que  chaque 
face  de  l'un  passe  par  trois  gé- 
nératrices appartenant  respec- 
tivement à  trois  des  faces  de 
l'autre . 

Les  faces  de  chaque  tétraèdre, 


On  en  conclut  que  chacun  drs 
six  hyperboloïdes,  déterminés 
par  l'un  des  six  systèmes  de  gé- 
nératrices primitives,  se  rac- 
corde avec  S3  suivant  trois  géné- 
ratrices distinctes  des  neuf  primi- 
tives et  distinctes  entre  elles,  et, 
par  suite,  qu'il  existe  vingt-sept 
génératrices  sur  S3. 

Chacune  d'elles  concourt  avec 
cinq  couples  des  autres,  et  forme, 
en  ces  concours,  cinq  sommets 
tritangents  (c'est-à-dire  de  triple 
contact),  ce  qui  détermine  qua- 
rante-cinq de  ces  sommets. 

Si  deux  sommets  tritangents 
ne  sont  pas  situés  sur  une  même 
génératrice,  les  génératrices  qui 
concourent  en  ces  sommets  se 
coupent  deux  à  deux. 

Deux  sommets  tritangents  suf- 
fisent donc  pour  déterminer  un 
système  de  trigones  conjugués. 

Deux  systèmes  de  trigones  con- 
jugués ayant  deux  sommets  com- 
muns, tels  que  ABE  et  CI^F, 
CDF  et  A'B'E,  forment,  par  la 
suppression  de  ces  sommets,  un 
système  de  tétragones  conjugués 
A,  B,  C,  D  et  A',  B',  C,  D'. 

Ceux-ci  sont  tels  que  chaque 
sommet  de  l'un  est  le  point  de 
concours  de  trois  génératrices 
passant  respectivement  par  trois 
des  sommets  de  l'autre. 

Les  sommets  de  chaque  tétra- 
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qui  n'ont  pas  une  génératrice 
commune,  sont  opposées. 

Si  deux  trièdres  a,  i,  c  et  «', 
h\  c'  sont  conjugués  à  une  sur- 
face du  troisième  ordre  : 

.o,  !.?(«) 

2*^,  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d'un  point  quelconque 
de  la  surface  aux  deux  ternes  de 
faces  a,  i,  c  et  a\  i',  c'  sont 
entre  eux  dans  un  rapport  con- 
stant. 

3**,  in.  Une  transversale  quel- 
conque rencontré  ces  deux  ternes 
de  faces,  et  la  surface,  en  trois 
ternes  de  points  .en  involution. 


IV.  Comme  plus  haut. 

V.  Si  deux  tétraèdres  a^b^c^d 
et  a',  i',  c\  d'  sont  conjugués  à 
une  surface  du  troisième  ordre, 
leurs  faces  opposées  a  et  a\  b  et 
b\  c  et  c',  d  et  rf'  se  coupent  sui- 
vant quatre  droites  situées  dans 
un  même  plan. 

VI.  Expression  analytique  de 
ce  théorème  : 

VII.  Si  Ton  combine  trois  à 
trois,  dans  un  ordre  quelconque, 
les  couples  de  faces  opposées  de 
deux  tétraèdres  conjugués  à  une 


gone,  qui  ne  sont  pas  sur  une 
même  génératrice,  sont  opposés. 
Si  deux  trigones  A,  B,  C  et 
A',  B',  C  sont  conjugués  à  une 
surface  de  la  troisième  classe  : 

2°,  II.  Les  produits  des  dis- 
tances d*un  plan  tangent  quel- 
conque aux  deux  ternes  de  som- 
mets A,  B,  C  et  A',  B',  C  sont 
entre  eux  dans  un  rapport  con- 
stant. 

3**,  III.  Les  deux  ternes  de 
plans,  menés  par  une  droite  et 
par  les  sommets  de  ces  trigones, 
et  le  terne  de  plans,  menés  par 
cette  droite  tangentiellement  à 
la  surface,  forment  un  faisceau 
en  involution. 

IV.  Comme  plus  haut. 

V.  Si  deux  tétragones  A,  B,  C, 
D  et  A',  B',  C,  jy  sont  conjugués 
à  une  surface  de  la  troisième 
classe,  les  droites  qui  unissent 
leurs  sommets  opposés  A  et  A',  B 
et  B',  C  et  C,  D  et  ly  concou- 
rent en  un  même  point. 

VI.  Expression  analytique  de 
ce  théorème  : 

A.B.C.D  — itA'.B'.C'.D'  =  S5.Tl. 

VII.  Si  Ton  combine  trois  à 
trois,  dans  un  ordre  quelconque, 
les  couples  de  sommets  opposés 
de  deux  tétragones  conjugués  à 


C)  f'oir  la  note  précédento. 
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surface  du  troisième  ordre,  on 
obtient  un  système  de  trièdres 
conjugués  à  un  hyperboloïde, 
c'est-à-dire  que,  de  ridentité  ci- 
.  dessus,  on  peut  déduire  les  sui- 
vantes : 


une  surface  delà  troisième  classe, 
on  obtient  un  système  de  deux 
trigones  conjugués  à  un  hyper- 
boloïde, c'est-à-dire  que,  de  l'i- 
dentité ci-dessus,  on  peut  dé- 
duire les  suivantes  : 


A.B.C  — /A'.B'.C'.=S;.n, 


Nous  ferons  remarquer  enfin  que  ces  théorèmes,  et  particuliè- 
rement les  théorèmes  III  et  V,  s'étendent  aisément  aux  courbes 
gauches,  et  ce  dernier  même  à  des  courbes  tracées  sur  une  surface 
quelconque.  Il  nous  parait  superilu  de  donner  ici  les  énoncés  de 
ces  propriétés,  ainsi  que  de  plusieurs  autres  propriétés  générales 
des  courbes  et  des  surfaces  consignées  ailleurs.  Le  lecteur  pourra 
consulter,  à  ce  sujet,  outre  les  Ouvrages  cités,  les  Bulletins  de 
l'académie  de  Belgique,  à  partir  du  tome  XXXVI. 
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LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

QUAf  DBS  ACGCSTISS,  55,   A  PAEI5. 

BULLETIN  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQIJES 

ET  ASTRONOMIQUES. 

(Journal  Mensuel.) 

Le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  fondé  en  1870,  a  formé 
par  an,  jusqu'en  1872,  un  volume  de  35  à  36  feuilles  grand  in*8  (tomes  I,  II,  III). 

—  A  partir  de  cette  époque,  un  accroissement  considérable  lui  a  été  donné,  sans 
augpmentation  de  prix,  et  ce  Journal  s'est  composé,  depuis  janvier  187!  jusqu'en 
décembre  1876,  de  2  volumes  par  an  (i  volume  par  semestre,  avec  Tables),  com- 
prenant en  tout  43  feuilles  grand  in-8  environ.  Les  tomes  1  à  XI,  1870  à  1876, 
constituent  la  i*""  Série. 

La  2"  Série,  qui  a  commencé  en  janvier  1877,  forme  chaque  année  un  Ouvrage 
de  5o  feuilles  environ  (854  pages),  ^ui  comprend  deux  Parties  ayant  une  pagination 
spéciale  et  pouvant  se  relier  séparément.  La  K*  Partie  contient:  \° Comptes  rendus 
de  Livres  et  Analyses  de  Mémoires;  2°  Mélanges  scientifiques,  Traductions  de  Mé- 
moires importants  et  peu  répandus,  et  Réimpression  d'Ouvrages  rares.  La  H*  Partie 
contient:  Revue  des  Publications  académiques  et  périodiques. 
Les  abonnements  sont  annuels  et  partent  de  janvier. 
Prix  pour  un  an  (12  numéros)  : 

Paris 18  fr. 

Départements  et  Union  postale 20 

États-Unis  de  l'Amérique  du  Nord 22 

Autres  pays 24 

La  l*"^  Série,  Tomes  I  à  XI,  1870  à  1876,  suivie  de  la  Table  générale  des  o\ïz<t 
volumes,  se  vend 90  fr. 

OUVRAGES  REÇUS  PAR  LA  RÉDACTION. 

(suite.) 

Abdadie  (A.  d'). —  Instruments  à  employer  en  voyage,  et  manière  de  s'en  servir- 
{Bulletin  delà  Société  de  Géographie,  août  1878).  In-8,  48  p. 

AH4PEEB'b  (K.-A.).  —  O  rcoMeTpHqecKiixT>  cooTB-feTCTBinx^  bi 
npiiAftHeHiH  KT>  Bonpocy  o  nocTpoeHÎii  KpiiBbixb  .AUHiii.  (MameM. 
CâbpHH/cby  t.  IX,  1879.  Gr.  in-8,  168  p.) 

Baltzer(R.). —  ZurGeschîchte  desPotentials.  {Journal  fur  die  reine  und  angewandtc 

Mathematik,  t.  LXXXVI).  In-4,  4  p. 
Bardelli  (G.).  —  Suir  area  descritta  da  una  linoa  invariabilc  chc  si  move  in  un 

piano  con  determinata  legge.    (Rendiconti  dcl  R.   Istieuto   Lombardo^   série  2, 

vol.  12,  fasc.  7).  In-8,  ii  p. 
Battaglini  (C). — Sui  complcasi  di  seconde  grade.  (Rcale  Accademia  dei  Lincety  se- 

rie  3*.  Memorie  délia  Classe  di  Se.  fis.,  matem.  et  nat.   Vol.  3,  1*^78).  In-'i, 

12  p. 
Bellavitis  (G.).  —  Quindicesima  Rivista  di  Giornali.  {Atii  del  R.  Istituto  VenetOy 

vol.  5,  série  5,  gennajo  1879)-  In-8,  47  p. 
Beltrami  (E.  ).  —  Intorno  ad  un  caso  di  moto  a  due  coordinate.   {Rendiconti del 

R.  Istituto  Lombardo,  série  2,  vol.  11,  21  marzo  1878).  In-8,  11  p. 

—  Suir  e(|uazione  pentaedrale   délie  superficie  di   terz*  ordine  {Ibid,,  vol.    13. 
2  gennajo  1879).  ln-8,  12  p. 

Bergerhof  (F.).  —  Ueber  Dampfkessclexplosionen.  Elbcrfcld,  s.  a.  In-18,  12  p. 
Bertiiii.  —  Sui  complessi  di  2?  grado  {Giornale  di  Matematiche^i,  XVII.  1879.) 

ln-4,  8  p. 
Borcbardt  (C.-W.).  —  Zur  Théorie  der  Elimination  und  Kettenbrucb-Entwicklung 

(Abhandlungen    der  Kônigl.    Akademie  der   Wissenschaften   su  Berlin ^   1877). 

In-8,  17  p. 

{A  suivre») 
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FLOQUET  (G.).  —  Sur  la  théorie  des   équations  différentielles   li- 
néaires. —  In-4'  de  i32  pages.  Paris,  1879. 

La  première  Thèse  de  M.  Floquet  contîent,  sous  une  forme 
simple  et  claire,  le  résumé  des  importants  travaux  de  M.  Thomé  et  de 
M.  Frobenius  sur  la  théorie  des  équations  diilérentielles  linéaires  \ 
elle  rendra  le  plus  grand  service  aux  mathématiciens  français  qui 
voudront  se  rendre  compte  des  progrès  accomplis  depuis  quelques 
années  dans  la  voie  ouverte  par  M.  Fuchs.  En  outre,  les  recherches 
personnelles  de  M.  Floquet  sur  ]a  décomposition  du  premier 
membre  d'une  équation  diii'érentielle  linéaire  en  facteurs  premiers 
symboliques  jettent  beaucoup  de  jour  sur  plusieurs  points  de  la 
théorie  de  ces  équations. 

L'auteur  a  divisé  son  travail  en  sept  Parties. 

La  première  est  consacrée  à  rappeler  la  définition  précise  des 
fonctions  qui  satisfont  à  une  équation  diilérentielle  linéaire  à  coef- 
ficients holomorphcs  dans  une  portion  du  plan,  et  leur  forme  ana- 
lytique dans  le  domaine  d'un  point  singulier.  Ces  intégrales,  en 
supposant  le  point  singulier  à  l'origine ,  sont  des  agrégats  d'expres- 
sions de  la  forme 

F  =  x«[>|;o -h  >J;i  logo:  H- .  .  .  4- >};;»  (logx)«] 

OÙ  les  (p  sont  des  fonctions  uniformes  de  x;  lorsque  ces  fonctions 
sont,  pour  j:  =  o,  infinies  d'un  ordre  fini,  l'intégrale  est  dite  reg^ix- 
lière;  on  peut  d'ailleurs  supposer  alors,  en  modifiant  a,  qu'elles 
restent  finies  pour  x  =  o  et  qu  elles  ne  sont  pas  toutes  nulles  :  s'il 
en  est  ainsi,  on  dit  que  la  fonction  F  appartient  à  l'exposant  a. 

La  deuxième  Partie  concerne  l'étude  de  ces  intégrales  régulières 
et  la  détermination,  par  la  méthode  de  M.  Thomé,  d'une  limite 
supérieure  de  leur  nombre  pour  une  équation  diilérentielle  linéaire 
donnée.  La  même  question  se  trouve  résolue  dans  la  Partie  sui- 
vante au  moyen  de  la  fonction  déterminante. 

L'équation  diilérentielle  étant  mise  sous  la  forme  normale 

BulL  des  Sciences  mathém.j  i*  Série,  t.  III.  (Jiiillrt  i  S-yp.)  20 
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où  l'on  suppose  que  les  a  sont  des  fonctions  liolomorplics  de  x  dans 
le  voisinage  du  point  o  et  qui  ne  s'annulent  pas  toutes  simultané- 
ment en  ce  point,  la  fonction  de  x  et  de  p,  A(j:?),  obtenue  en  sub- 
stituant a:?  à  y  dans  le  premier  membre  de  l'équation,  est  dite  la 
fonction  caractéristique  He  ce  premier  membre,  et  le  terme  constant 
indépendant  de  x  dans  l'expression  x'^k[x^)  est  la  Jonction  dé- 
terminante. Son  degré  est  égal  ou  supérieuraunombre  des  intégrales 
régulières,  qui  appartiennent  toutes  à  <Ies  exposants  pris  parmi  les 
racines  de  l'équation  en  p  obtenue  en  l'égalant  à  zéro.  M.  Fuchs  a 
fait  une  étude  particulière  du  cas  où  ce  degré  est  égal  à  m  :  toutes 
les  intégrales  sont  alors  régulières. 

Si,  en  général,  A(7),  B(j^)  sont  des  fonctions  linéaires  dej^  et 
de  ses  dérivées,   on  entend  par  ÂB  l'expression  de  même  forme 

obtenue  en  substituant,  dans  A(j'),B,  —j  -— »  •  •  •  à  la  place  dejy 

dy     (Pr  ,,  ,  .  .  .      ,      1      ,e  Té         . 

—1  ^^♦•••'  1^1  «st  clair  que,  sij^^  est  une  integraJe  d        quation 

6  =  o,  la  même  fonction  annulera  l'expression  composée  AB.  On 
peut,  au  moyen  de  cette  notation  symbolique,  eilcctuer  sur  les 
deux  premiers  membres  de  deux  équations  différentielles  linéaires 
une  suite  d'opérations  analogues  à  celles  du  plus  grand  commun 
diviseur  et  déterminer,  s'il  y  a  lieu,  leurs  intégrales  communes.  11 
est  aisé  de  voir  que,  si  les  expressions  A,  B  ont  été  mises  sous  la 
forme  normale,  l'expression  AB  sera  aussi  sous  cette  forme,  et  que 
la  fonction  déterminante  de  cette  dernière  expression  sera  le  produit 
des  fonctions  déterminantes  des  deux  premières.  Si  l'expres- 
sion A  [y)  à  coefficients  liolomorplics  est  susceptible  d'être  décom- 
posée en  facteurs  symboliques  à  coefficients  aussi  holomorpbes,  elle 
est  réductible ;daxks  le  cas  contraire,  elle  est  irréductible.  Une 
équation  qui  admet  des  intégrales  régulières  est  évidemment  réduc- 
tible. L'équation  composée  AB  =  o  admet  au  plus  autant  d'inté- 
grales régulières  que  les  deux  équations  A=  o,B  =  o  en  admettent 
ensemble-,  si  A  =  o  est  irréductible,  les  seules  intégrales  régulières 
de  AB=o  seront  celles  de  B  =  o;  enfin  la  condition  pour  que 
l'équation  P=  o,  d'ordre  m  et  dont  la  fonction  déterminante  est  de 
degré  y,  admette  y  intégrales  régulières  indépendantes  consiste  en 
ce  que  P  puisse  se  mettre  sous  la  forme  AB,  où  A  est  d'ordre  m —  y 
et  a  pour  fonction  déterminante  une  constante. 
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La  cinquième  Partie  se  rapporte  a  Téquation  adjointe  d*une 
équation  diirérentielle  linéaire  A  [y)  =0.  L'auteur  commence  par 
montrer  comment  à  un  système  fondamental  j^ ,  j\^ . . .  ^y-jn  d'inté- 
grales mis  sous  la  forme 

Ji  =  *'i»    rî  =  «'i  /  «'î^'-^.     /8=  ^\  1  ^t^^  j  Hdx 

correspond  une  décomposition  de  A(^)  en  facteurs  premiers  sym- 
boliques A/,  de  la  forme 


ou 


K/=( 


<'i*'i- ••«'/) 


L'équation 


A;n  A,„_-i  • . .  AsAt  =  G 


admet  en  effet  le  même  système  fondamental  d'intégrales  que 
l'équation  A  =  05  on  en  conclut  aisément  que  Texpression 
(i'i  1^2  •  •  •  ^m)"^  est  un  facteur  intégrant  de  cette  équation^  l'équa- 
tion différentielle  adjointe  à  laquelle  satisfait  ce  facteur  étant 
ainsi  introduite,  cette  proposition  si  élégante,  savoir,  que  l'ad- 
jointe de  l'expression  composée  AB  est  -iftrA),  où  X  et  ift,  sont  respec- 
tivement les  adjointes  de  A  et  B,  trouve  naturellement  sa  place, 
ainsi  que  les  relations  entre  les  intégrales  de  deux  équations  diflé- 
rentielles  linéaires  adjointes  et  les  relations  entre  les  racines  de 
leurs  fonctions  déterminantes. 

Dans  la  Partie  suivante,  l'auteur  fait  la  théorie  complète  de  ces 
facteurs  premiers  symboliques  qu'il  a  déjà  introduits  et  de  la 
décomposition  corrélative  à  tout  système  fondamental  d'intégrales; 
il  donne  les  relations  entre  les  coeflScients  de  l'équation  diflérentielle 
et  les  coefficients  de  ses  facteurs  premiers  \  il  est  ainsi  conduit  à  un 
grand  nombre  d'analogies  entre  les  équations  différentielles  li- 
néaires et  les  équations  entières;  il  examine  le  cas  des  facteurs  sym- 
boliques égaux  qui  correspondent  à  des  intégrales  en  progression 
géométrique  de  raison  x\  il  montre  comment,  pour  que  dans  une 
expression  différentielle  composée  de  facteurs  premiers  symbo- 
liques ces  facteurs  soient  commuta  tifs,  il  faut  et  il  suffit  que  les  diffé- 
rences de  leurs  coefficients  pris  deux  a  deux  soient  des  constantes, 
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et  enfin  il  donne  diverses  applications  de  ces  résultats  généraux. 
Dans  la  septième  et  dernière  Partie,  M.  Floquet  montre  quel 
parti  on  peut  tirer  de  la  même  décomposition  pour  établir  la 
théorie  des  intégrales  régulières.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette 
décomposition  peut  s'efiectuer  suivant  des  facteurs  à  coefficients 
uniformes  ;  les  facteurs  de  forme 

dy        a 

OÙ  a  est  une  fonction  holomorphe  différente  de  zéro  pour  x  =  o, 
sont  dits  réguliers.  Le  degré  de  la  fonction  déterminante  est  égal 
au  nombre  des  facteurs  réguliers  qui  entrent  dans  une  même 
décomposition  en  facteurs  premiers  symboliques  à  coefficient  uni- 
forme, et  le  nombre  des  intégrales  régulières  linéairement  indépen- 
dantes est  égal  au  plus  grand  nombre  de  facteurs  réguliers  consé- 
cutifs susceptibles  de  terminer  une  même  décomposition  de  la  même 
nature. 


GÙNTHER  (S.).  —  Studien  zur  Geschichte  dbr  mathkmatischen  und  pht- 
SIKALISGHEN  GEOGRAPHIE.  IV.  Heft.  —  Analyse  de  Codex  cosmographiqtœs  de 
la  BibliotJièque  Grand-Ducale  de  Munich  (p.  217-275,  4  fig.)- 

Au  nombre  des  précieux  Manuscrits  latins  que  renferme  la  riche 
bibliothèque  de  Munich,  il  s'en  trouve  deux,  en  particulier,  qui 
se  rapportent  au  sujet  de  la  présente  étude. 

Le  premier  fait  partie  d'une  Encyclopédie  historique,  médicale 
et  théologique  ^  il  est  dédié  à  Tempereur  Louis  de  Bavière  et  paraît 
devoir  remonter  au  xiv"  ou  au  xv*  siècle. 

Le  second  Manuscrit  latin  date  de  i443  et  i43>o.  L'auteur,  Dîet- 
rich  Ruffi,  moine  de  l'ordre  des  Frères  mineurs,  y  a  discuté  trente- 
deux  questions  d'Astrologie,  de  Météorologie,  de  Géographie,  de» 
Géodésie,  etc. 

Il  est  terminé  par  une  sorte  de  supplément  qui  était  primitive- 
ment destiné  à  un  autre  Ouvrage,  et  qui  a  pour  titre  :  Cette  figurai 
démontre  la  création  de  toutes  choses,  supérieures  ou  injérieures, 
et  la  situation  de  chacune  d'elles  en  raison  de  son  mérite  ou  de 
son  démérite. 

Un  rapide  aperçu  des  subdivisions  de  l'Ouvrage  fait  reconnaître 
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qu'il  ne  faut  pas  exagérer  rimportance  ou  la  nouveauté  des  résul- 
tats qu'il  renferme.  Cantor  et  Mâdler  ont  constaté  que,  parmi  les 
trente-deux  Chapitres,  plusieurs  ont  été  discutés  et  traités  par 
Petrus  de  Dacie,  Wendelin,  Campanus,  Maxime  Planude,  Fibo- 
nacci,  Robert  de  Lincoln. 

M.  Gûnther  n'a  eu  recours  aux  citations  textuelles  que  lorsque 
l'intérêt  de  la  vérité  l'a  exigé.  En  général,  il  a  cherché  à  rendre 
fidèlement  la  pensée  de  l'auteur. 

Le  quatrième  fascicule  de  cette  Histoire  de  la  Géographie  a  pour 
objet  plus  spécial  l'analyse  de  trois  Manuscrits  cosmographiques 
dont  voici  les  titres  : 

I**  De  quatuor  ^ventîs  cardinalibus,  etc. 

2®  De  distantis  civitatum,  etc. 

3**  Un  Chapitre  intercalé  dans  ce  même  écrit,  mais  dans  un  but 
essentiellement  différent  :  Ista  figura  démons trat,  etc.  (voir  ci- 
dessus  la  traduction  du  titre). 

Ces  divers  Ouvrages  renferment  de  précieuses  indications  pour 
l'histoire  des  notions  géographiques.  Nous  allons  indiquer  rapide- 
ment les  plus  intéressantes. 

Le  premier  Manuscrit  traite  «  des  quatre  vents  cardinaux,  des 
planètes,  de  la  Terre,  des  signes  célestes,  des  zones  et  de  la  figure 
du  monde,  etc.  ». 

L'auteur  inconnu  explique  les  vents  par  des  génies  qui  président 
à  chacun  d'eux.  11  divise  les  vents  en  deux  catégories,  les  quatre 
vents  cardinaux  et  les  huit  vents  collatéraux,  qui  sont  associés  deux 
à  deux  aux  premiers. 

Chacun  de  ces  vents  a  la  propriété  de  modifier  l'état  du  temps 
d'une  manière  déterminée,  qui  permet  de  formuler  de  véritables 
prévisions  météorologiques.  Détail  curieux,  l'arc-en-ciely  est  qua- 
lifié de  quadricolory  comme  au  temps  d'Aristote,  qui  admettait 
trois  couleurs  principales,  avec  une  quatrième  teinte  entre  le  rouge 
et  le  vert. 

L'auteur  admet  la  théorie  des  quatre  éléments  et  leur  perpétuel 
échange  les  uns  avec  les  autres. 

Un  paragraphe  de  l'analyse  de  M.  Gûnther  est  consacré  h  un 
examen  comparatif  de  la  nomenclature  des  vents,  d'après  la  mono- 
graphie d'Avézac.  Il  rappelle  à  ce  propos  les  progrès  et  variations 
de  cette  nomenclature  dans  Aristotc,  Pline,  l'Arabe  El  Kazouin!-, 
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Honorîus  d'Autuu,  Isidore  de  Séville,  Guillaume  de  Tripoli  et 
Albert  le  Grand.  On  trouverait  aussi  dans  Kepler  une  étude  très- 
détaillée  de  la  même  question  [Epitomcs  Astronomiœ  lib.  II). 

La  partie  astronomique  commence  par  un  tableau  des  distances 
des  diverses  planètes  entre  elles.  Malheureusement,  il  est  impos- 
sible de  saisir  le  sens  des  abréviations  et  des  chiiTres  romains  don- 
nés par  Tauteur.  Il  est  mieux  inspiré  dans  la  comparaison  qu'il 
imagine  pour  le  double  mouvement  des  planètes  et  pour  expliquer 
les  variations  qu'éprouve  ce  mouvement.  On  reconnaît  les  idées 
exposées  déjà  par  Pline  l'Ancien,  et  que,  deux  siècles  plus  tard, 
Tyclio  Brahe  résumait  en  ces  termes  dans  une  Lettre  à  Pratensis  : 
«  Nous  ne  pouvons  supposer  que  les  rayons  du  Soleil  soient  réunis 
comme  par  une  chaîne  ou  par  tout  autre  lien  avec  les  planètes  pour 
les  mouvoir  çà  et  là,  les  pousser  ou  les  retirer,  et  il  nous  faut  ima- 
giner une  certaine  force  magnétique  qui  réside  en  elles... ,  comme 
Pline  en  a  déjà  exposé  la  théorie.  )> 

L'auteur  du  manuscrit  passe  ensuite  à  la  description  des  diverses 
planètes.  Il  compare  la  Lune  à  un  miroir  qui  réfléchit  les  rayons 
solaires.  Son  nom  Luna  doit  être  rapproché  de  Lucinia,  qui  veut 
dire  a  Luce  nata.  Sa  nature  participe  par  moitié  à  celle  du  feu  et 
à  celle  de  l'eau,  sans  doute  à  cause  de  son  éclat  et  du  reilet  qu'elle 
donne  à  la  lumière  du  Soleil. 

Mercure,  ou  Stilbon,  vient  ensuite.  Il  est  sphérique,  plus  gros 
que  la  Lune.  La  planète  Vénus  est  animée  d'un  mouvement  ana- 
logue à  celui  de  Mercure  et  devient  alternativement  Tétoile  du 
matin  et  du  soir.  On  la  voit  même  briller  en  plein  jour^  seul  témoi- 
gnage, sans  doute,  à  l'appui  d'une  tradition  suivant  laquelle  Enée 
aurait  vu  la  planète  dans  ces  conditions. 

L'auteur  termine  par  là  description  de  Mars,  de  Jupiter  et  de 
Saturne.  Il  passe  ensuite  à  la  division  du  Zodiaque,  et  traite  aussi 
de  l'harmonie  musicale  des  mouvements  des  sphères  et  de  l'origine 
mythologique  des  douze  signes. 

L'Astromythologie  de  l'Ouvrage  lui  est  entièrement  spéciale.  Elle 
renferme  les  fables  classiques  d'Aratus,  d'Ovide,  de  Manilius,  que 
Lalande  a  si  bien  détaillées  dans  son  Astronomie. 

L'auteur  expose  des  idées  nouvelles  quant  à  l'origine  de  cer- 
taines constellations.  Il  définit  l'horizon  comme  séparation  des 
deux  hémisphères  célestes,  l'un  visible,  l'autre  invisible.  L'ho- 
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rîzon  embrasse  une  circonférence  entière,  dont*  Toeil  ne  peut  voir 
qu'une  seule  moitié. 

H  est  question  aussi  des  deux  genres  d'éclîpses  qui  se  produisent 
suivant  que  la  Lune  est  en  conjonction  ou  en  opposition  sur  la 
ligne  des  centres  de  la  Terre  et  du  Soleil. 

Les  développements  astronomiques  se  rapportent  à  l'étude  d'en- 
semble de  l'univers  en  général.  Le  monde  a  une  forme  spliéroïdale, 
et  les  quatre  éléments  y  sont  distribués  dans  l'ordre  de  leurs  poids. 
Cette  comparaison  était  familière  aux  cosmograplies  arabes^  on 
l'observe,  de  même,  chez  Ornons  et  llonorius  d'Âutun. 

Une  figure  toute  géométrique  résume  très-exactement  les  idées 
de  l'auteur.  Au  centre  commun  d'une  série  de  cercles  se  trouve 
l'homme,  dont  l'existence  se  déroule  dans  le  temps  (année)  et 
l'espace  (monde).  Cette  unité  trilogique  ressent  l'influence  de 
quatre  prédispositions  physiologiques,  des  quatre  saisons  de  l'an- 
née, des  quatre  éléments,  doués  chacun  de  deux  propriétés  caracté- 
ristiques, nourrissant  chacun  un  animal  particulier. 

L'auteur  admet,  dans  la  création  universelle,  cinq  grandes 
phases  principales  qui  se  résument  ainsi  qu'il  suit  :  Tesprit  de 
Dieu,  le  chaos,  les  six  jours,  la  dérivation  des  êtres  et  l'harmonie 
des  quatre  éléments.  Il  attribue  à  la  Terre  une  forme  sphérique,  de 
38oooo  stades  ou  12000  milles  de  tour.  Mais  ces  nombres  sont 
inexacts  pour  un  tiers  au  moins,  car  la  valeur  d'un  degré  du  méri- 
dien oscille  entre  5o  et  60  milles. 

L'auteur  adopte  la  division  de  la  Terre  en  cinq  zones,  délimitées 
par  les  tropiques  et  les  cercles  polaires.  Il  divise  l'hémisphère  bo- 
réal en  trois  parties,  l'Europe,  l'Asie  et  l'Afrique.  «  L'Asie  »,  dit- 
il,  «  s'étend  du  nord,  par  l'orient,  jusqu'au  milieu  de  l'orient; 
l'Europe,  de  l'occident  jusqu'au  nord;  l'Afrique,  du  nord  jusqu'à 
l'occident  ».  Les  divisions  doivent  provenir  de  la  représentation  des 
Cartes  arabes,  sur  lesquelles  l'axe  du  continent  asiatique,  allant  de 
Péluse  à  la  Bactriane,  avait  une  direction  nord-est,  et  celui  du 
continent  africain,  allant  de  l'Ethiopie  aux  portes  d'Hercule,  avait 
une  direction  nord-ouest. 

Au  témoignage  de  Peschel,  on  assura  de  bonne  heure  une  place 
au  Paradis  terrestre  aux  dernières  limites  de  l'Asie  orientale. 
L'extravagant  Cosmas,  surnommé  le  Voyageur  aux  Indes  (Indico- 
plcustes),  le  plaçait  dans  une  région  située  plus  loin  que  la  Chine, 
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et  qu'il  regardait  comme  inaccessible  aux  autres  mortels.  Le  Ma* 
nuscrit  dont  nous  parlons  ici  nous  fera  connaître  quelle  était  celte 
région.  «  Ce  Paradis,  ou  séjour  des  bienheureux,  est  inaccessible 
aux  hommes,  parce  qu'une  ceinture  de  feu  s'élevant  jusqu'au  ciel 
l'entoure  complètement.  Là  se  trouve  l'arbre  de  vie,  dont  les  fruits 
assurent  l'immortalité*,  au  centre  du  Paradis  on  rencontre  une 
source,  qui  bientôt  se  répand  suivant  quatre  directions  pour  former 
quatre  fleuves  qui  se  dirigent  vers  les  continents  les  plus  éloignés.  » 
Cette  doctrine  de  quatre  grands  fleuves  prenant  leur  source  dans 
le  Paradis  terrestre  se  trouve  reproduite  par  plusieurs  théologiens 
et  même  par  des  naturalistes.  D'après  Santarem,  ce  sont  les  quatre 
fleuves  qu'Andréas  Bianco  fait  descendre  de  la  haute  noiontagne 
d'Ëden  et  qu'il  dirige  vers  les  quatre  points  cardinaux.  Ces  quatre 
fleuves  sont  le  Physon  ou  le  Gange,  le  Geon  ou  le  Nil,  le  Tigre 
et  l'Euphrate.  Le  premier  coule  vers  l'est  et  se  jette  dans  l'Océan; 
le  second  apparaît  dans  le  voisinage  des  montagnes  de  l'Atlas,  dis- 
parait bientôt  sous  la  terre,  pour  se  montrer  de  nouveau  près  des 
côtes  de  la  mer  Rouge,  où  il  féconde  l'Ethiopie  et  l'Egypte,  et  se 
jette  dans  la  Méditerranée  par  sept  embouchures.  Quant  au  Tigre 
et  à  l'Euphrate,  ils  traversent  les  montagnes  de  l'Arménie,  puis 
coulent  parallèlement  pour  se  jeter  aussi  dans  la  Méditerranée.  Us 
ne  traversent  que  des  pays  incultes  et  peuplés  de  bètes  féroces. 

Les  théories  hydrographiques  dont  il  s'agit  offrent  encore  un 
autre  intérêt  lorsqu'on  cherche  à  les  figurer  sur  ime  Carte. 

Le  cours  du  Gange  est  assez  exactement  dirigé  vers  Test  de  l'Asie  ; 
mais  il  est  incompréhensible  que  le  golfe  Persique,  où  se  jettent 
le  Tigre  et  l'Euphrate,  ait  été  confondu  avec  la  Méditerranée. 
L'auteur  inconnu  a  aussi  attribué  au  fleuve  du  jNil  un  cours  extrê- 
mement original,  qui  paraît  devoir  s'expliquer  ainsi  :  le  Nil  se  di- 
rige de  l'est  vers  l'ouest  en  Europe,  traverse  le  détroit  de  Gibral- 
tar, et  ce  n'est  qu'après  lui  avoir  fait  parcourir  la  Mauritanie  et  le 
Sahara  que  l'auteur  le  signale  enûn  dans  les  contrées  où  l'on  a 
reconnu  son  existence  dès  les  temps  les  plus  reculés.  On  pourrait 
remarquer,  dans  cette  hypothèse  fantastique  du  cours  du  Nil,  le 
souvenir  de  légendes  arabes.  Voici,  en  ellet,  comment  l'explique 
Peschel  :  «  Les  Arabes  ont  été  particulièrement  ingénieux  dans 
l'explication  qu'ils  ont  donnée  de  la  bifurcation  surnaturelle  des 
Ucuves.  Pour  les  fleuves  d'Afrique,  ils  imaginèrent  la  supposition 
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iausse  que  tous  devaient  recevoir  le  nom  de  Nil.  Une  conséquence 
presque  inévitable  de  cette  dénomination  irréfléchie,  c'est  qu'elle 
a  donné  lieu  à  l'erreur  que  tous  les  fleuves  de  TAfrique  devaient 
être  les  rayonnements  d'un  même  système  hydrographique.  »  La 
même  source  envoyait  un  bras  vers  l'est  dans  l'océan  Indien,  comme 
le  dit  aussi  M asudi,  et  vers  Touest  un  autre  fleuve  dans  lequel  on 
peut  voir  Thypothêse  du  Niger,  dont  le  cosmographe  allemand 
parait  avoir  eu  aussi  connaissance;  mais,  comme  il  ne  pouvait  ex- 
pliquer pourquoi  un  tel  fleuve  provenait  de  l'Asie  orientale,  il  ne 
lui  resta  plus  que  de  changer  le  sens  de  son  cours.  Il  est  fort  pro- 
bable aussi  que  la  substance  de  ce  Chapitre  a  été  puisée  dans  des 
textes  arabes  ou  dans  des  cartes  arabes,  par  exemple  dans  les  cartes 
du  géographe  Edrisi.  Les  cartes  géographiques  du  Vénitien  Ma- 
rino  Sanuto,  bien  supérieures  à  celles-ci,  ont  pu  emprunter  leurs 
données  inexactes  à  notre  Manuscrit,  parce  que  les  cartes  arabes 
ne  fournissaient  encore  que  des  renseignements  très-imparfaits  au 
sujet  de  l'intérieur  de  l'Afrique. 

L'auteur  a  supposé  que  la  Terre  est  située  au  milieu  de  l'atmo- 
sphère et  qu'elle  contient,  à  sou  tour,  TEnfer,  dans  lequel  on  ne 
trouve  que  du  soufre  et  du  feu,  où  doivent  s'arrêter  les  âmes  des 
trépassés.  Dante  Alighieri  a  largement  étendu  cette  doctrine,  qui 
appartient  spécialement  au  moyen  âge. 

Les  règles  suivies  pour  la  mesure  et  la  subdivison  du  temps  nous 
oiTrent  le  sujet  de  quelques  remarques.  L'année,  dit  l'auteur  du 
Manuscrit,  se  compose  sensiblement  de  douze  mois,  le  mois  de 
quatre  semaines,  et  la  semaine  comprend  exactement  sept  jours. 
Le  jour  lui-même  est  subdivisé  en  quatre  parties,  nommées  qua-^ 
drans,  qui  renferment  six  heures.  «  Les  Juifs  et  les  Romains  »,  dit 
Littrow,  «  divisaient  le  jour  naturel  en  quatre  durées  égales,  qu'ils 
appelaient  primœ,  tertiœ,  sextœ  et  nonœ.  Le  Bréviaire  de  l'Eglise 
romaine  a  conservé  jusqu'à  nos  jours  ces  dénominations.  »  Il  n'est 
donc  pas  étonnant  que  le  moine  écrivain  ait  adopté  les  mêmes  prin- 
cipes pour  la  subdivision  de  l'heure.  Il  la  compose  en  effet  de 
quatre  points  ;  le  point  lui-même  vaut  dix  moments,  le  moment 
douze  onces,  l'once  sept  atomes.  L'atome  de  temps,  qu'il  considère 
enfin  comme  indivisible,  est  cependant  supérieur,  comme  on  peut 
s'en  assurer,  à  la  seconde  sexagésimale  adoptée  dans  le  système 
usuel  de  division  du  temps. 
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Il  fait  correspondre  les  douze  mois  aux  douze  signes  du  Zodiaque, 
et  à  chaque  mois  trente  jours,  avec  trente  terties  horas  et  trente 
bisse  momenta.  Le  mot  bisse  y  employé  par  le  cosmographe,  désigne 
ici  l'étymologie  ou  plutôt  Tabréviation  de  bissexlus,  adoptée  déjà 
par  les  Romains  dans  leur  calendrier. 

Le  Traité  se  termine  par  un  aperçu  cosmographique  et  par  un 
résumé  anthropologique  et  ethnologique. 

Nous  avons  dit  que  TOuvrage  débutait  par  la  description  d'un 
instrument  particulier  pour  la  détermination  des  distances  des 
villes  et  des  royaumes.  Si  Ton  en  juge  par  la  description  assez  peu 
compréhensible  que  renferme  le  Manuscrit,  l'instrument  dont  il 
s'agit  doit  se  composer  d'un  cercle  divisé  en  180  degrés,  qui  repré- 
sente Téquateur,  et  d'un  quart  de  cercle  concentrique  et  normal  au 
premier,  et  divisé  en  90  degrés,  qui  représente  le  méridien.  Ainsi 
la  position  de  chaque  point  du  globe  se  trouvera  définie  sur  la  Carte 
par  ses  coordonnées  géographiques,  longitude  et  latitude.  Quant  à 
la  réduction  des  distances,  elle  est  basée  sur  16  milles  au  degré 
du  méridien.  L'unité  de  mesures  ne  parait  pas  avoir  été  nettement 
fixée  ;  l'auteur  la  rapporte  k  la  fois  aux  Allemands,  aux  Italiens  et 
aux  Français.  Une  certaine  confusion  semble  régner  à  ce  sujet 
dans  son  esprit;  mais  il  est  intéressant  et  curieux  de  signaler  chez 
lui  un  essai  d'adoption  de  la  division  centésimale  du  grade  et  de  la 
minute.  R.  Wolf  en  a  attribué  l'idée  première  à  Henry  GelH- 
brand  (*),  tandis  que  nous  donnons  la  preuve  de  son  invention 
deux  siècles  plus  tôt. 

Nous  arrivons  actuellement  à  parler  d'une  carte  plane,  spécimen 
dont  le  moyen  âge  ne  fournit  pas  d'exemples  nombreux.  Depuis 
longtemps  Ptolémée  en  avait  indiqué  la  méthode  et  le  principe  de 
construction;  il  dit,  en  effet,  que  l'on  ne  commettra  pas  grande 


(*)  Une  des  erreurs  bibliographiques  les  plus  surprenantes  est  celle  qui  attribue 
à  Gellibrand  TœuTre  colosisale  de  Briggs,  les  Tables  de  la  Trigonometria  Britannica, 
dont  Gellibrand  n'a  fait  autre  chose  que  surveiller  l'impression  et  compléter  la  Pré- 
face par  un  assez  médiocre  Traité  de  Trigonométrie.  Cette  erreur,  que  nous  avons 
déjà  plusieurs  fois  signalée,  a  évidemment  sa  source  dans  une  mauvaise  disposition 
typographique  du  titre,  où  le  nom  de  l'auteur  est  moins  en  vue  que  celui  de  l'éditeur. 
Telle  est,  du  reste,  l'opinion  actuelle  de  M.  Wolf  (G«cA.  </.  Astr,j  p.  SSa)  :  «  ...  wo 
Briggs  in  Ausfûhruug  ciner  Idée  von  Vieta  das  Intcrval  o^jOi  w&hlte,  ....Gellibrand 
dagegen  nur  Untorgeordnctcs  Icistetc  ».  J.  H. 
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erreur  si  Ton  adopte  des  lignes  droites  pour  les  cercles  parallèles 
aassi  bien  que  pour  les  cercles  méridiens.  Seulement  cette  pré- 
caution n'a  pas  été  généralement  observée,  (c  Des  copistes  outre- 
cuidants )>,  nous  dit  d'Avézac,  «  avaient  dès  le  xiv*  siècle,  à  ce 
qu'il  semble,  substitué  de  leur  cbef,  au  parallélisme  des  méridiens 
adopté  par  l'auteur  grec,  la  convergence  sollicitée  par  l'inégalité 
de  valeur  des  degrés  de  longitude  sur  les  deux  parallèles  extrêmes, 
tout  en  maintenant  d'ailleurs  en  lignes  droites  et  les  méridiens  et 
les  parallèles.  Et  c'est  exclusivement  en  cette  forme  altérée  (desti- 
née à  devenir  bientôt  la  plus  usuelle  de  toutes)  que  parurent,  dans 
les  éditions  imprimées,  les  cartes  de  détail  du  géographe  alexan- 
drin. »  Dans  le  cas  actuel,  la  projection  adoptée  se  rapproche  beau- 
coup de  celle  de  Mercator  ;  mais  elle  ne  s'étend  pas  à  l'univers  entier, 
et,  au  lieu  de  modifier  les  degrés  de  latitude,  l'auteur  les  a  laissés 
de  même  intervalle^  ce  qui  n'entraîne  pas  à  des  erreurs  bien  graves. 

L'Ouvrage  contient  un  Tableau  de  positions  géographiques  éva- 
luées en  degrés  et  minutes  de  longitude  et  de  latitude.  Le  zéro 
adopté  comme  point  de  départ  est  le  Paradis  terrestre  ou  Eden. 
Deux  colonnes  renferment,  en  outre,  l'indication  de  la  durée  du 
plus  long  jour  dans  chaque  localité,  en  heures  et  minutes.  Il  est  à 
observer  que  l'auteur  suppose  le  jour  constamment  de  douze  heures 
dans  l'Éden,  ce  qui  n'est  guère  compatible  avec  la  situation  géo- 
graphique de  ce  lieu,  par  rapport  à  l'Europe  par  exemple.  L'Eden 
(ou  Arin)  est  figuré  sur  la  carte  en  un  point  qui  correspondrait, 
sur  nos  cartes  modernes,  à  la  Tartarie  ou  au  Thibet.  Le  Gange  y 
prend  sa  source,  et  l'auteur  en  fait  descendre,  à  tort,  les  deux 
fleuves  du  Tigre  et  de  l'Euphrate.  Sans  accorder  à  ces  erreurs  plus 
d'attention  qu'elles  n'en  méritent,  il  sera  curieux  de  rapporter 
l'appréciation  de  Ristoro  :  «  Ils  sont  comme  ceux  qui  auraient  deux 
fois  l'année  l'été  et  deux  fois  le  printemps,  et  récoltent  deux  fois 
l'année  le  blé  et  les  fruits,  et  ceux-ci  habitent  sur  le  cercle  de 
l'équateur  ^  et  dans  ce  lieu  ils  ont  fondé  une  cité,  qu'ils  ont  appelée 
Arin^  et  ce  lieu  est  tempéré,  parce  que  le  Soleil  passe  toujours 
autant  sous  la  Terre  que  sur  la  Terre,  de  sorte  que  les  jours  y  sont 
constamment  égaux  aux  nuits.  » 

Ceci  expliquerait,  au  moins,  pourquoi  la  latitude  a  été  supposée 
nulle. 

Le  méridien  de  Jérusalem  est  juste  à  90  degrés  de  celui  du  Pa- 
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radis.  Enfin  le  Tableau  renferme  eu  toul  quatre-vingt-six  positions 
géographiques.  Le  report  de  ces  nombres  sur  une  carte  usuelle  con- 
duirait à  un  assemblage  incohérent  de  résultats  exacts  et  de  résul- 
tats inadmissibles.  Wolf  attribue  les  erreurs  de  ce  genre  qui  se 
rencontrent  dans  d'autres  recueils  géographiques  k  ce  que  la  dé- 
termination de  la  hauteur  du  pôle  se  faisait  au  gnomon,  dans  le 
cours  du  XVI*  siècle  et  môme  du  xvii*,  ce  qui  explique  pourquoi 
la  plupart  des  latitudes  étaient  trop  faibles,  comme  on  peut  le  re- 
connaître dans  Âpian. 

M.  Gùnthcr  a  construit,  d'après  la  Table,  le  planisphère  de 
l'Europe  et  de  la  Méditerranée,  et  vériGé  les  erreurs  qui  afiectent 
en  particulier  le  contour  de  la  Péninsule  Ibérique.  La  côte  de 
Portugal  y  dessine  le  côté  nord.  Cependant  la  forme  générale  est 
quadrangulaire,  au  lieu  d'être  triangulaire  comme  on  l'observait 
dans  les  cartes  d'Edrisi.  Mais  l'analogîe  devient  plus  manifeste  dans 
le  dessin  des  contrées  orientales,  ce  qui  donnerait  lieu  de  supposer 
que  notre  cartographe  a  éprouvé  l'influence  arabe. 

Le  Tableau  des  positions  géographiques  renferme  également 
l'indication  de  la  longueur  des  jours,  donnée  en  heures  et  minutes. 
Il  offre,  au  point  de  vue  mathématique,  une  particularité  digne  de 
remarque.  Partout,  dans  ce  Tableau,  les  nombres  sont  disposés  avec 
méthode,  les  unités  de  même  ordre  les  unes  sous  les  autres.  Cepen- 
dant, lorsque  le  nombre  des  minutes  est  compris  entre  o  et  lo,  il 
est  quelquefois  écrit  correctement,  mais  souvent  encore  précédé 
d'un  zéro  qui  supplée  ainsi  aux  dizaines. 

Le  Tableau  est  suivi,  dans  le  Traité  de  Cosmographie,  d'un  docu- 
ment dont  il  y  a  lieu  de  signaler  le  but.  L'ensemble  dont  il  s'agit 
contient  les  règles  à  suivre  pour  déterminer  les  centres  du  Soleil 
et  de  la  Lune.  Les  éphémérides  des  mouvements  se  rapportent, 
dans  les  Tables  Alphonsines,  au  méridien  de  Tolède;  pour  les 
appliquer  à  d'autres  localités,  il  faut  tenir  compte  de  la  diiïérence 
de  longitude  avec  celle  de  Tolède.  Dans  l'exemple  choisi  pour 
l'explication  de  la  règle,  il  est  question  de  la  ville  de  Cologne 
(Kôln),  et  l'on  trouve  une  difïerence  de  longitude  de  i6*»3o',  que 
l'on  évalue  en  temps,  en  faisant  correspondre  i  degré  à  4  minutes, 
une  minute  d'arc  à  4  secondes,  etc.  Môme  problème  et  môme  ma- 
nière d'opérer  pour  les  éphémérides  des  planètes. 

Le  passage  du  système  décimal  au  système  duodécimal  est  très- 
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clairement  et  très-exactement  indiqué  dans  le  cours  de  ce  Traité. 

n  est  intéressant  de  noter,  pour  i'Iiistoire  de  la  Science,  qu'une 
conversion  du  procédé  décrit  nous  donne  une  idée  de  la  méthode 
employée  en  ce  temps-là  pour  la  détermination  des  longitudes. 
Les  œuvres  classiques  des  anciens  oiTrent  un  point  commun  pour 
cette  importante  opération,  que  Ptolémée  et  Hipparque  avaient 
presque  exclusivement  fondée  sur  les  éclipses  de  Lune,  malheu- 
reusement trop  rares  ^  il  ne  restait  plus  qu'à  faire  une  évaluation 
directe  de  l'heure.  Ce  procédé  primitif  exigeait  essentiellement  la 
présence  d'un  même  observateur  aux  deux  points,  de  grands  dé- 
placements, des  horloges  bien  réglées,  et,  mieux  encore  que  l'ob- 
servation d'éclipsés  de  Soleil  et  de  Lune,  la  fondation  des  théories 
de  Tables  astronomiques  exactes.  On  songea  d'abord  à  déterminer 
d'avance  l'instant  de  ces  phénomènes  pour  un  lieu  donné  :  un 
coup  d'œil  sur  l'Almanach  évitait  la  peine  du  voyage  de  l'observa- 
teur. Tel  fut  le  sens  des  propositions  d'Oronce  Finée  et  des  mesures 
de  Baffin;  mais  ces  procédés  se  ressentaient  encore  de  l'influence 
ancienne,  tout  en  tenant  compte  des  améliorations  réalisées  dans 
la  méthode  des  chronomètres  portatifs  de  Gemma  et  des  distances 
lunaires  de  Werner. 

Pour  compléter  le  plan  de  ce  Mémoire,  il  y  aurait  encore  à  par- 
ler d'un  document  écrit  en  allemand,  le  seul  de  cette  langue  qui 
fasse  partie  de  cette  volumineuse  compilation.  Il  semble  avoir  été 
écrit  par  une  autre  main  que  celle  du  moine  Dietrich  Ruffi.  Il  doit 
remonter  au  xv*  siècle,  et  parait  avoir  été  un  cahier  de  notes  et  de 
renseignements  recueillis  par  les  soins  d'un  autre  moine  pour  sup- 
pléer à  un  certain  nombre  de  livres.  Près  des  trois  quarts  de  ce 
Manuscrit  renferment  la  description  du  séjour  des  bienheureux. 
Le  point  de  vue  auquel  s'est  placé  l'auteur  pour  représenter  le 
système  de  l'univers  est  encore  si  primitif,  ou  pour  mieux  dire  si 
naïf,  que,  si  nous  n'avions  affaire  à  un  obscur  compilateur,  cloitré 
dans  un  couvent  quelconque  de  l'Allemagne,  nous  n'oserions 
même  en  parler.  Il  n'en  sera  point  question  davantage-,  par  contre, 
il  faudra  signaler  un  écrivain  qui  attire  l'attention  par  la  simplicité 
et  la  naïveté  de  son  Ouvrage  sur  les  trente-quatre  subdivisions  du 
système  de  Tunivers  :  nous  voulons  parler  du  savant  magister  alle- 
mand Johann  de  Gmunden  (i38o-i44î*)- 

Le  Traité  débute  par  le  titre  que  voici,  écrit  en  lettres  rouges  : 
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Ista figura,  etc.,  c'cst-à-dîre  «  cette  figure  démontre  la  création  de 
toutes  choses,  tant  supérieures  qu'inférieures,  et  la  situation  de 
chacune  d'elles  suivant  les  exigences  de  son  mérite  ou  de  son  dé- 
mérite » .  Ceci  nous  donnerait  lieu  de  supposer  que  le  texte  n'était 
qu'un  commentaire  d'une  représentation  graphique  de  l'univers, 
que  le  moine  copiste  avait  sans  doute  sous  les  yeux,  mais  qu'il 
n'a  pu  joindre  à  son  travail.  Ou  peut  d'ailleurs  y  suppléer  par  la 
description  donnée,  quelques  lignes  plus  loin,  en  un  vieux  dialecte 
allemand  qu'il  est  assez  facile  de  reconstruire  en  langage  moderne. 
Nous  croyons  pouvoir  en  donner  quelques  extraits  :  «  La  figure 
précitée  montre  toutes  les  œuvres  du  Créateur  au  milieu  de  la  na- 
ture terrestre.  La  Terre  se  trouve  environnée  de  l'atmosphère  et 
profondément  plongée  sous  la  mer.  Elle  est  naturellement  pesante. 
Le  tiers  de  sa  surface  a  été  donné  comme  séjour  à  l'homme.  Elle 
occupe  le  centre  du  firmament...  Après  la  sphère  de  feu  se  trouvent 
les  sphères  des  sept  planètes  avec  leurs  excentriques  et  leurs  épi- 
cycles  :  la  première,  à  laLune  -,  la  deuxième,  à  Mercure;  la  troisième, 
à  Vénus  \  la  quatrième,  au  Soleil  ;  la  cinquième,  à  Mars  ;  la  sixième, 
à  Jupiter;  la  septième,  à  Saturne;  puis  le  firmament,  avec  l'im- 
mense profusion  des  étoiles  fixes.  Les  deux  sphères  de  cristal  : 
l'une  déciles  a  reçu  la  désignation  de  premier  mobile  ;  la  seconde 
est  le  ciel  empyrée,  où  résident  Dieu  le  Père,  Dieu  le  Fils  et  le 
Saint-Esprit,  ainsi  que  sainte  Marie,  mère  de  Dieu;  puis  les 
chœurs  des  saints  Anges,  disposés  en  ordre  de  chaque  côté  »,  c'est- 
à-dire,  dans  l'acception  des  théosophes  scolastiques ,  d'après  la 
subdivision  suivante  :  patriarches,  prophètes,  évangélistes,  mar- 
tyrs, papes,  moines  et  nonnes,  el  bienheureux. 

A  la  fin  du  Traité  se  trouve  le  nom  de  l'auteur  :  Jean  de  Gmun- 
den,  de  Vienne. 

La  ressemblance  de  ces  visions  avec  les  descriptions  fantastiques 
du  moyen  âge  est  un  fait  digne  de  remarque.  On  y  trouve  une  ana- 
logie avec  les  fictions  de  Suso,  de  Taulen,  d'Ezzo  et  la  Divine 
Comédie  de  Dante. 

Nous  n'avons  plus  rien  d'extraordinaire  ou  de  bien  original  qui 
mérite  de  fixer  l'attention  de  l'historien  :  tout  ce  que  renferme  ce 
fragment  est  déjà  connu  par  avance.  Mais  celui  qui  est  bien  au 
courant  de  la  Cosmographie  scolastique  ne  doit  pas  voir  sans  inté- 
rêt un  des  derniers  chefs  de  cette  doctrine  réduire  à  si  peu  de 
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chose  ce  qui  ]uî  semblait  être  la  partie  la  plus  importante  de  sa 
science.  Et,  en  eflet,  le  point  capital  auquel  on  reconnaît  la  doc- 
trine péripatëlicienne,  depuis  Aristote  jusqu'à  Copernic,  peut  se 
résumer  dans  les  propositions  suivantes  :  la  sphéricité  du  monde  et 
de  la  Terre,  Thypothèse  d'une  zone  terrestre  inhabitable,  de  la 
répartition  des  terres  et  des  eaux,  d'une  situation  déterminée  des 
quatre  éléments,  la  disposition  du  ciel  étoile  comme  cause  pre- 
mière du  mouvement.  Il  était  donc  intéressant  de  pouvoir  appré- 
cier, sous  un  nouveau  côté,  un  mathématicien  ayant  plus  de  mé- 
rite que  de  notoriété.  H.  B. 


GÛNTHER  (S.).  —  STUDiE?r  zur  Gesghichte  der  matheuatischen  und  phy- 
siKALiSGHEN  Geographie.JV  Heft.  —  Jean  fVerner  de  Nuremberg,  et  ses  con- 
tributions à  la  Géographie  mathématique  et  physique,  (p.  277-332;  7  fig.) 

Jean  Werner  était  né  le  i4  février  1468,  à  Nuremberg.  Il 
étudia  la  Théologie  dans  les  universités  allemandes,  puis  les  sciences 
dans  leur  mère  patrie,  l'Italie.  Il  revint  à  Nuremberg,  où  il  passa 
les  trente  dernières  années  de  sa  vie  (1498-1528). 

Dès  son  jeune  âge,  il  avait  cultivé  les  Mathématiques  et  TAstro- 
nomie.  Il  lit  des  observations  astronomiques  durant  son  séjour  à 
Rome;  mais  nous  ne  pouvons  juger  que  très-imparfaitement  l'es- 
prit dans  lequel  il  les  a  dirigées. 

On  connaît  de  Werner  deux  compilations,  dont  l'une  est  spé- 
cialement mathématique  et  astronomique,  tandis  que  l'autre,  dont 
nous  aurons  à  parler  plus  en  détail,  traite  de  questions  géogra- 
phiques. D'autres  Ouvrages,  parmi  lesquels  un  Recueil  arithmé- 
tique, n'ont  pu  être  édités  et  semblent  avoir  été  perdus  au  temps 
de  Doppelmayer.  Enfin  quelques  écrits  de  Werner  ont  eu  la  bonne 
fortune  d'être  tirés  de  l'oubli  par  des  bibliophiles  distingués, 
L.  Âlantsee,  Bousquet,  Teubner. 

Les  écrits  de  Werner  sur  les  sections  coniques  et  sur  le  cône 
renferment,  suivant  une  judicieuse  remarque  de  M.  Chasles,  la 
première  notion  des  recherches  synthétiques  suivies  par  Desargues, 
Pascal  et  La  Hirc.  Son  travail  sur  la  duplication  du  cube  (pro- 
blème déliaque  )  contient  des  idées  nouvelles  sur  l'Optique  et  la 
Géométrie.  On  a  aussi  de  lui  un  Mémoire  curieux  pour  l'histoire 
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de  la  résolution  graphique  des  équations  algébriques,  à  propos 
du  célèbre  problème  d'Arcbimède  :  Dwiser  une  sphère  par  un  plan 
dans  un  rapport  donné.  Il  le  ramène  à  Tintersectioii  d'une  ellipse 
avec  une  hyperbole.  Enfin,  au  témoignage  de  Heîlbronner,  cité  par 
M.  Cliasles,  Werner  aurait  même  essayé  une  restitution  des  cé- 
lèbres porismes  d'Euclide. 

Nous  arrivons  maintenant  à  un  examen  plus  suivi  des  écrits  de 
Werner,  dont  la  collection  forme  une  compilation  assez  volumi- 
neuse dans  la  bibliothèque  de  Nuremberg.  On  y  trouve,  au  début, 
une  introduction  géographique  de  Pierre  Apian  aux  savantes  an- 
notations de  Werner,  explication  et  appréciation  de  toutes  les 
opérations  que  l'on  peut  effectuer  en  Géographie  par  sinus  et 
cordes,  eny  joignant  le  rayon  astronomique  et  un  quadran  nouveau, 
bien  plus  utile  que  le  météoroscope  qu'il  remplace.  Puis  viennent, 
pour  mémoire,  d'autres  écrits  ou  commentaires  de  Bessarion,  de 
Seb.  Munster  et  d'Ulmer. 

Le  premier  travail  de  Werner  est  une  étude  analytique  du  com- 
mencement de  la  Géographie  de  Ptolémée. 

Le  Chapitre  suivant  renferme  l'étude  de  la  méthode  de  mesure 
du  degré  du  méridien,  due  à  Ératosthène,  bien  qu'il  ne  spé- 
cifie point  cette  désignation.  On  y  trouve,  dans  une  série  de 
notes,  l'énoncé  et  la  démonstration  de  propositions  assez  impor- 
tantes. 

La  sixième  note  se  rapporte  à  la  détermination  de  la  déclinaison 
du  Soleil.  Les  Tables  de  Georges  Peurbach  et  de  Domenico  Maria 
de  Bologne  assignaient  à  l'obliquité  de  l'écliptique  une  valeur 
de  23"  28'  à  23**29^  Jacoli  a  fait  ressortir  le  mérite  des  recherches 
de  ce  dernier  astronome.  Il  a  montré  aussi  quelle  notion  Werner  a 
pu  avoir  des  nombres  donnés  par  Domenico  Maria. 

La  septième  remarque  renferme  la  détermination  de  la  hauteur 
du  pôle,  le  jour,  au  moyen  de  la  culmination  méridienne  du  Soleil-, 
la  nuit,  au  moyen  de  la  déclinaison  d'une  étoile,  déterminée  d'a- 
vance. Werner  indique  aussi  une  méthode  fondée  sur  l'observation 
de  Tétoile  polaire,  et  l'emploi  des  Tables  de  Regiomontanus,  qui 
donnent  les  corrections  à  faire  à  la  longitude  et  à  la  latitude,  in- 
diquées pour  l'an  i5oo  dans  les  Tables  alphonsines.  Werner  déduit 
la  hauteur  du  pôle  de  la  moyenne  arithmétique  des  culmina tions 
méridiennes  d'une  étoile  de   perpétuelle  apparition.  Sa  méthode 
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renferme  le  principe  de  celle  qui  a  servi  plus  tard  à  la  résolution 
classique  du  problème  de  Douwes. 

La  neuvième  remarque  définit,  d'une  manière  géométrique 
assez  compliquée,  l'angle  de  position  de  deux  lieux,  comme  angle 
compris  entre  le  méridien  de  Tun  avec  Tare  de  grand  cercle  qui 
joint  ce  point  à  l'autre.  Werner  indique  l'emploi  du  gnomon  pour 
la  détermination  de  la  hauteur  du  Soleil. 

Le  commentaire  du  quatrième  Chapitre  ç^étend  sur  les  méthodes 
de  fixation  des  positions  géographiques  en  usage  chez  les  anciens. 
L'auteur  en  critique  le  peu  d'exactitude  et  en  examine  surtout 
l'absence  de  moyens  de  mesure  des  longitudes.  Se  fondant  sur 
l'observation  d'une  éclipse  de  Lune  datée  du  18  janvier  i497^ 
Wemer  essaye  de  comparer  les  situations  de  Rome  et  de  Nu- 
remberg; mais  les  résultats  ainsi  obtenus  renferment  quelques 
erreurs. 

Nous  trouvons,  dans  la  troisième  note,  la  description  d'un  instru- 
ment destiné  à  la  détermination  de  la  distance  angulaire  de  deux 
points  de  la  sphère.  Ce  n'est,  en  réalité,  qu'un  bâton  astrono- 
mique y  portant  une  graduation.  La  disposition  était  la  même  que 
pour  celui  qui  avait  servi  à  l'observation  de  la  comète  de  1472 
par  J.  MûUer.  Werner  donne  une  description  détaillée  de  cet  in- 
strument, qui  consiste  en  une  règle  le  long  de  laquelle  se  déplace  un 
curseur  rectangulaire  plan.  On  vise  de  l'extrémité  de  la  règle,  et 
l'on  amène  le  curseur  dans  une  situation  telle,  que  les  rayons 
visuels  passant  par  ses  angles  aboutissent  aux  deux  points  de  la 
sphère  céleste.  La  graduation  de  la  règle  indique  immédiatement 
l'angle  sous-tendu,  qui  peut  varier  de  10  à  60  degrés.  Ces  gradua- 
tions dépendent  de  la  variation  des  cotangentes. 

Les  sixième  et  septième  remarques  renferment  l'exposé  de  la  pra- 
tique de  ces  mesures  et  des  bases  de  la  méthode  des  distances 
lunaires.  Werner  indique  la  marche  h  suivre,  et  conclut  en  faisant 
appel  à  l'autorité  de  l'Almageste. 

Il  est  intéressant  de  noter  les  principales  applications  qui  en  ont 
été  faites  par  Lacaille,  en  i^So,  à  son  voyage  au  Cap;  Maskelyne, 
en  1761,  à  son  voyage  à  Sain  te- Hélène;  Niebuhr,  à  son  voyage  en 
Arabie.  Bouguer  a  eu  l'idée  de  substituer  aux  distances  de  la  Lune 
les  hauteurs  de  cet  astre,  mais  cette  méthode  offre  nioins  de  pré- 
cision. Celle  que  Werner  a  adoptée  a  fait  l'objet  d'un  examen  ap- 
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profond!  de  la  part  de  Schwarz.  Elle  a  beaucoup  gagné  à  la  con- 
struction des  Tables  de  Tobie  Mayer  et  de  Hansen. 

Le  développement  du  cinquième  Chapitre  de  Ptolémée  se  rap- 
porte à  l'inexactitude  des  anciennes  mesures  et  à  la  nécessité 
d'augmenter  la  précision  des  nouvelles  données.  Il  y  est  question 
des  variations  de  la  hauteur  du  pôle  et  des  influences  topogra- 
phiques sur  la  température  locale,  modiflée  par  la  variation  de  l'in- 
cidence moyenne  des  rayons  solaires. 

Une  note  ajoutée  au  dixième  Chapitre  renferme  la  résolution 
d'un  problème  utile  en  particulier  aux  riverains  du  Nil.  L'énoncé 
de  cette  question  est  fort  original  :  il  s'agit  d'évaluer  la  distance  de 
deux  lieux,  en  fonction  du  décroissement  de  l'inondation  du  fleuve. 
C'est  une  application  élémentaire  des  lignes  proportionnelles. 

Un  commentaire  spécial  a  pour  objet  la  délimitation  de  la  zone 
habitable.  On  y  trouve  aussi  une  rose  des  vents,  daus  laquelle  l'au- 
teur omet  d'indiquer  les  directions  nord-est,  sud-ouest  et  ouest- 
nord-ouest. 

Les  paragraphes  suivants  renferment  les  développements  de  la 
méthode  cartographique  imaginée  par  Ptolémée,  et  que  Wemer  a 
perfectionnée  et  modifiée.  M.  Gûnther  a  cité,  à  ce  propos,  diverses 
remarques  faites  par  Gretschel.  U  examine  le  détail  du  mode  de  pro- 
jection de  cartes  en  forme  de  cœur,  inventé  par  Werner,  et  dont 
Gretschel  établit  la  comparaison  avec  la  projection  sinusoïdale  de 
Sanson. 

Il  est  question  ensuite  des  contributions  de  Wcmcr  au  progrès 
des  méthodes  adoptées  pour  la  représentation  de  la  Terre  sur  un 
plan.  Voici  comment  Werner  définit  ce  problème  :  Un  point  de  la 
Terre  étant  donné  de  position^  trouver  sa  distance  à  tous  les 
autres  points  de  l'objet  à  représenter,  ainsi  que  les  angles  de  po- 
sition; problème  dont  la  solution  sera  donnée,  dit-il,  par  l'emploi 
d'une  règle  spéciale. 

L'instrument  dont  il  s'agit  est  une  imitation  de  Valmicanlara 
des  Arabes.  Pour  mesurer,  dit-il,  la  distance  d'un  lieu  quelconque 
à  n'importe  quel  autre  point  figuré  sur  le  plan,  il  suffira  de  placer 
l'extrémité  de  la  règle  au  point  fixe,  puis  d'arrêter  l'autre  extré- 
mité de  la  règle  au  second  point ^  elle  fournira  aussitôt  la  distance 
des  deux  localités.  L'angle  de  position  ne  sera  pas  moins  facile  à 
obtenir.  Appliquons  les  deux  extrémités  de  la  règle  aux  deux  points; 
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écrivons  au-dessus  de  leurs  positions  sur  la  carte  le  nombre  des 
degrés  du  demi-cercle,  puis  le  nombre  de  degrés  entre  la  règle  et 
le  méridien  du  lieu  donné  ;  mesurons  la  ligne  qui  les  comprend  : 
elle  donnera  Tangle  de  position  cherché. 

La  dernière  Partie  de  notre  Traité  est  consacrée  à  une  représen- 
tation de  la  Terre  sur  un  plan,  en  suivant  les  instructions  précé- 
dentes. 

De  l'étude  attentive  des  œuvres  de  J.  Werner  on  peut  dégager 
diverses  conclusions  importantes  pour  l'histoire  des  Mathéma- 
tiques. Les  principaux  résultats  obtenus  par  J.  Werner  dans  le 
domaine  de  ces  sciences,  envisagées  sous  leur  aspect  le  plus  gé- 
néral, peuvent  être  résumés  ainsi  qu'il  suit  : 

I.  Werner  est  le  premier  astronome  qui  ait  attiré  l'attention 
sur  la  méthode,  si  tardivement  appréciée,  de  détermination  de  la 
hauteur  du  pôle  au  moyen  des  culminations  inférieure  et  supé- 
rieure d'une  étoile  circumpolaire,  et  qui  ait  affranchi  la  détermi- 
nation des  latitudes  géographiques  des  nombreuses  causes  d'erreur 
])ro venant  des  observations  de  la  hauteur  du  Soleil. 

II.  On  lui  doit  le  problème  des  longitudes  en  mer.  Il  en  ramena 
le  premier  la  solution  à  de  nouvelles  théories,  basées  sur  les  dis- 
tances de  la  Lune  aux  étoiles  fondamentales. 

m.  La  modification  qu'il  apporta  à  l'antique  rayon  astrono- 
mique, ainsi  que  les  nouvelles  Tables  corrigées  pour  la  division 
de  cet  instrument,  doivent  faire  époque  dans  l'histoire  des  instru- 
ments d'observation. 

IV.  L'esprit  de  combinaison  de  Werner  a  contribué  à  éclaircir  la 
bizarre  et  confuse  méthode  à  l'aide  de  laquelle  les  anciens  géogra- 
phes s'efforçaient  de  corriger  les  erreurs  qui  affectaient  les  descrip- 
tions topographiques  laissées  par  les  explorateurs  et  les  navigateurs. 

V.  En  matière  de  dessin  cartographique,  Werner  n'a  pas  préci- 
sément inventé  les  projections  en  forme  de  cœur,  mais  il  leur  a 
donné  une  base  scientifique  et  leur  a  fait  accomplir  un  progrès 
marqué.  Au  nombre  des  principes  nouveaux  les  plus  importants, 
on  peut  mentionner  au  moins  le  principe  de  la  représentation 
équivalente. 

21, 
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VI.  De  même,  pour  la  projection  stéréographique,  inventée  par 
les  anciens,  Werner  n'a  fait  que  la  réinventer,  mais  il  a  introduit 
un  nouveau  point  de  vue  dans  le  procédé,  car  il  a  enseigné  à  re- 
présenter la  sphère  en  prenant  pour  centre  de  projection  un  point 
quelconque^  autre  que  le  pôle  ou  un  point  de  Téquateur,  exclusi- 
vement employés  jusqu'alors. 

VU.  L'étude  que  Werner  a  faite  des  écrits  d'Amirucius  a  con- 
tribué à  améliorer  dans  son  principe  même  la  solution  du  pro- 
blème fondamental  de  la  Géographie  mathématique  :  Evaluer  la 
longueur  de  Varc  de  grand  cercle  qui  réunit  deux  points  dont 
on  connaît  les  coordonnées  sphériques. 

VIII.  La  manière  dont  il  a  traité  le  problème  inverse  n'est  pas 
moins  originale  au  point  de  vue  mathématique.  Etant  données  les 
latitudes  et  la  distance,  en  conclure  la  dillérence  de  longitudes^  et 
grâce  à  une  méthode  indirecte,  mais  claire  et  applicable  à  un  point 
qui  ne  soit  pas  trop  éloigné,  il  a  abordé,  par  un  côté  entièrement 
nouveau,  le  difficile  problème  de  la  détermination  des  longitudes 
géodésiques. 

La  Météorologie  descriptive  tient  une  assez  grande  place  dans 
rOuvrage  de  Werner,  mais  elle  se  ressent  de  l'influence  astrolo- 
gique du  moyen  âge  :  ce  n'est,  en  réalité,  que  de  l'Astroméléo- 
rologie. 

L'hypothèse  d'une  influence  des  phénomènes  célestes  sur  notre 
atmosphère  parait  avoir  pris  naissance  chez  les  Grecs.  On  en  trouve 
le  premier  indice  à  l'époque  de  la  guerre  du  Péloponèse.  L'occu- 
pation des  astronomes  grecs,  d'après  Ideler,  était  d'observer  les 
phénomènes  et  de  tenir  des  Tables,  où  devaient  aussi  figurer  les 
principaux  changements  de  temps.  Elles  s'appelaient  Parapegmes 
(napamyiioLTa)^  parce  qu'elles  étaient  portées  par  voie  d'affiches  à 
la  connaissance  du  public.  Méton  perfectionna  l'emploi  de  ces  | 

Tables  ^  il  y  ajouta  l'indication  des  solstices,  des  levers  et  couchers  I 

des  étoiles  fixes  et  du  temps  observé  dans  le  cours  de  sa  période  de  | 

dix-neuf  ans.  C'était  un  premier  pas  vers  la  prédiction  du  temps. 
Cet  art  prit  un  nouvel  essor  avec  Plolémée.  Le  célèbre  astronome 
d'Alexandrie  imagina  de  noter  les  aspects  des  planètes  et  leiu*  in- 
fluence sur  l'atmosphère,  ce  qui  contient  le  germe  des  doctrines  de 
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TAstrologie  naturelle.  Le  moyen  âge  les  accepta  et  les  suivit  sans 
réserve;  les  Arabes  les  accueillirent  pareillement.  JNous  les  retrou- 
vons, sous  une  forme  curieuse,  dans  les  éciits  d'un  Anglais,  John 
Eschvid,  auteur  d'un  Livre  publié  vers  i347  ^^  appelé  ordinai- 
rement Somme  anglicane,  mais  plus  exactement  Encyclopédie 
judiciaire  des  accidents  du  monde.  Il  y  est  question  des  influences 
du  chaud,  du  froid,  de  la  sérénité  du  ciel,  de  la  pluie,  de  la  neige, 
de  la  grêle,  du  vent,  du  tonnerre,  des  tremblements  de  terre,  de  la 
peste,  de  la  disette  et  de  la  guerre.  On  peut  donc  prévoir,  d'après 
cela,  que  Werner  devait  suivre  une  voie  devenue  classique  depuis 
longtemps. 

L'ensemble  de  ses  observations  météorologiques  lui  suggéra 
bientôt  le  projet  de  les  résumer  dans  une  monographie  spéciale, 
destinée  à  être  publiée  après  sa  mort.  Jean  Schooner,  alors  pro- 
fesseur de  Mathématiques  à  Nuremberg,  se  chargea  des  frais  de 
l'édition  et  dédia  l'Ouvrage  au  médecin  Otto  Flosser.  La  jeunesse 
studieuse  avait  besoin,  d'après  lui,  plutôt  d'exemples  pratiques 
que  de  Livres  théoriques.  Le  Journal  d'observations  de  Werner 
.semblait  devoir  remplir  exactement  cette  condition,  et  l'éditeur  ne 
croyait  pouvoir  mieux  faire  que  de  le  dédier  à  un  médecin,  at- 
tendu qu'il  regardait  la  Météorologie,  cette  branche  de  la  Physique, 
comme  un  auxiliaire  précieux  pour  la  Médecine.  L'autorité  de 
Galien  et  d'Hippocrate  avait  consacré  depuis  longtemps  l'idée  que 
chaque  tempérament,  par  exemple,  était  soumis  à  l'influence  spé- 
ciale du  cours  des  planètes. 

Le  Journal  de  Werner  renferme  l'indication  de  quelques  règles 
fondamentales.  Werner  regarde  le  Soleil  comme  le  promoteur  de 
tous  les  phénomènes  météorologiques,  sans  oublier  pour  cela  l'in- 
fluence des  planètes,  qui,  par  leur  nature  chaude  ou  froide,  ou  bien 
encore  par  leurs  conjonctions  et  oppositions,  modifient  la  tempéra- 
ture d'une  saison  de  l'année.  Sous  ce  rapport,  Kepler  a  été  encore 
plus  précis  que  Werner.  Mais  notre  météorologiste  ne  limite 
pas  l'influence  des  planètes  aux  combinaisons  de  leurs  situations. 
Il  attribue  aussi  des  changements  de  temps  à  la  conjonction  des 
planètes  avec  des  étoiles  fixes  de  la  région  de  l'écliptique. 

Le  relevé  de  la  situation  journalière  du  temps  pour  l'année  i5i3 
est  tenu  avec  un  grand  soin.  Chaque  phénomène  observé  est  at- 
tribué à  l'aspect  astrologique  des  planètes.  Citons  un  passage  au 


Digitized  by 


Google 


3io  PREMIERE  PARTIE. 

hasard  :  «  Du  7  au  i5  mars,  la  constante  scronité  de  l'atmosphère 
doit  être  expliquée  par  l'entrée  de  Vénus  dans  le  Taureau.  Aussitôt 
que  cette  planète  se  trouva  en  opposition  avec  Saturne,  il  se  pro- 
duisit un  changement  de  temps,  etc.,  etc.  )>  Tout  cet  Almanach 
parait  inspiré  des  principes  de  l'Astrologie  judiciaire;  c'est  une 
collection  d'horoscopes  entremêlés  de  théories  astronomiques  et 
météorologiques,  dont  Kepler  a  réuni,  sous  le  titre  de  Alargi- 
nalia  ex  E phemeridibus ,  une  collection  semblable,  embrassant 
une  durée  totale  de  vingt  ans  (161 7-1636)  (voir  Bulletin,  t.  XI, 
p.  71;  1876).  Des  documents  de  cette  nature  peuvent  avoir  une 
très-grande  utilité  pour  l'histoire  de  la  Météorologie;  il  y  a 
intérêt  à  connaître  au  moins  les  Ouvrages  qui  les  renferment. 

Le  Recueil  se  termine  par  une  diatribe  dirigée  contre  les  astro- 
logues, qui  établissent,  pour  un  lieu  déterminé,  des  prédictions 
qu'ils  croient  applicables  à  tout  l'univers,  sans  se  préoccuper  des 
influences  climatologiques  :  «  Ce  qui  s'observe  à  Nuremberg  ne 
saurait  avoir  lieu  à  Rome,  où  la  chaleur  du  Soleil  est  plus  grande 
et  le  climat  beaucoup  plus  doux.  »  Des  observations  météorolo* 
gîques  pareilles  à  celles  de  Werner  se  trouvent  dans  les  écrits  de 
David  Fabricius,  astronome  bien  connu  par  la  correspondance 
active  qu'il  entretint  avec  Kepler.  Ces  observations  commencent 
en  1690  et  embrassent  une  partie  de  la  période  étudiée  par  Tycho 
Brahe. 

M.  La  Cour  a  publié  récemment,  pour  la  première  fois,  un  Journal 
d'observations  météorologiques  recueillies  par  Tycho  Brahe,  le 
rénovateur  des  méthodes  d'observation  (voir  Bulletin,  t.  XII, 
I2,  II®  Partie,  p.  196).  Tycho  a  noté  l'état  du  temps  et  les 
circonstances  atmosphériques  pour  chaque  jour,  durant  une  pé- 
riode de  quinze  ans,  de  1682  à  1597,  qu'il  passa  à  Uranibourg. 
L'extrait  suivant  permettra  de  juger  la  précision  d'observations 
faites  sans  le  secours  d'instruments. 

23  UK^ril  iSgo.  —  Vent  de  nord  avant  midi;  calme;  vent  d'ouest 
après  midi  ;  temps  calme  et  passablement  clair. 

24.  —  Assez  pur  avant  midi;  éclat  du  Soleil;  temps  cal  oie, 
chaud,  mais  avec  courants  frais  de  vent  de  sud  par  intervalles. 
A  l'est  et  à  l'ouest,  près  de  l'horizon,  une  nuance  grise,  plus  mar- 
quée à  l'est  qu'à  l'ouest.  Même  temps  après  midi,  sauf  qu'il  n'exis- 
tait plus  de  brumes  autour  de  l'horizon. 
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a5.  —  Soleil  radieux*,  assez  chaud;  avec  rafales  de  venl  frais 
de  sud  par  intermitteuces. 

a6.  —  Soleil  radieux  •,  vent  de  nord-est,  froid  et  assez  fort,  par 
moments,  pour  pousser  les  navires  à  pleines  voiles.  Le  ciel  est  par- 
semé ça  et  là  de  quelques  nuages  blancs  et  noirs. 

M.  La  Cour  a  eu  Tidée  de  figurer  par  des  courbes  ces  données 
météorologiques,  d'après  les  règles  actuellement  suivies.  lia  ainsi 
acquis  la  preuve  «  que  Tétat  général  de  l'atmosphère,  rapporté  au 
même  calendrier,  était  le  même,  il  y  a  près  de  trois  cents  ans,  que 
de  nos  jours  ». 

Nous  avons  épuisé  tout  ce  que  les  écrits  de  Werner  pouvaient 
donner  d'utile  à  la  Science  moderne.  Au  point  de  vue  de  la  Géo- 
graphie mathématique,  Werner  a  laissé  des  travaux  importants. 
Ses  contributions  à  l'histoire  de  la  Météorologie  offrent  aussi  un 
grand  intérêt,  mais  elles  semblent  moins  en  rapport  avec  l'objet 
des  Mémoires  analysés  jusqu'à  présent. 

Si  donc  M.  Gûnther  a  cru  devoir  leur  consacrer  aussi  une  large 
place,  c'est  parce  que  les  écrits  de  Werner  lui  ont  offert  l'attrait 
particulier  que  trouve  toujours  un  ami  de  la  Science  aux  œuvres 
d'un  géomètre  qui  a  illustré  sa  ville  natale.  H.  B. 


MÉLANGES. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  UNÉAIRE8; 
Pab  m.  CH.  HERMITE  (*}. 

C'est  à  Euler  qu'est  due  la  première  méthode  d'intégration  de  ces 
équations  dans  le  cas  où,  les  coefficients  étant  supposés  constants, 
l'équation  a  la  forme 


(')  M.  Hermitc  a  bien  voulu  nous  autorisera  faire  connaître  à  nos  lecteurs  cette 
belle  Leçon,  qui  fait  partie  de  son  Cours  d' Analyse  de  l'École  Polytechnique,  a*  année; 
nous  publions  la  rédaction  faite  par  les  élèves  dans  Tannée  1874-187S. 
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Cauchy  a  ensuite  douné  une  seconde  méthode,  qui  est  celle  que 
nous  allons  exposer. 

A  cette  équation  difierentlelle,  Cauchy  a  rattaché  Téquation  algé- 
brique suivante, 

«  -h  |3z  +  7Z*  H-  . .  .  +  z**  =  o, 

obtenue  en  remplaçant  les  dérivées  successives  de  la  fonction  y  par 
les  puissances  de  Tinconnue  z,  dont  les  exposants  sont  respective- 
ment égaux  aux  ordres  de  dérivation.  Soit  F  (z)  le  premier  membre 
de  cette  équation,  que  Cauchy  a  appelée  V équation  caractéristique 
deTéquation  diilérentiellc  proposée.  Si  nous  envisageons  l'intégrale 
suivante, 

(2) 


"F(I) 


'  dzf 


où  n(z)  est  un  polynôme  entier  enz  à  coeflicients  arbitraires,  et  si 
nous  supposons  cette  intégrale  effectuée  en  faisant  décrire  à  la  va- 
riable z  un  contour  fermé  tout  à  fait  quelconque,  nous  allons 
montrer  que  cette  intégrale  est  une  solution  de  Téquation  diffé- 
rentielle proposée. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  contour  ne  renferme  aucun  pôle  de 

la  fonction        .  ^>    >  c'est-à-dire  aucun  point  qui  ait  pour  affixe  une 

racine  de  l'équation  caractéristique,  l'intégrale  est  nulle,  et  j  =  o 
est  bien  une  solution  de  l'équation  différentielle  proposée;  mais 
c'est  dans  le  cas  où  le  contour  renferme  des  pôles  que  nous  obtenons 
effectivement  des  solutions. 

Pour  démontrer  ou  plutôt  pour  vérifier  ce  théorème,  formons 
les  dérivées  successives  de  l'intégrale  par  rapport  à  x\  nous  au- 
rons 

dr         re-^'zUiz)^ 


-/ 


^a:«""j         ¥{z) 


dz. 
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chacune  de  ces  intégrales    étant  toujours    supposée  eflectuée  le 
long  du  contour  fermé. 

Substituons  dans  Téquation  proposée  ^  le  premier  membre  de- 
vient 


f 


On  voit  que  F(z)  disparaît  comme  facteur  commun  et  que  Tîn- 
tégrale  est  celle  de  e^^îl(z)^  qui,  ellbctuée  le  long  du  contour 
fermé,  est  nulle,  puisque  II  (z)  est  un  polynôme  entier.  L'équation 
est  donc  vérifiée,  ce  qui  démontre  que.  quel  que  soit  le  contour 
fermé  d'intégration,  l'intégrale 


/ 


'^^'1(1)^5 


F(.) 


est  une  solution  de  l'équation  proposée. 

Remarque.  —  H  (z)  étant  un  polynôme  de  degré  quelconque,  il 
semble  qu'il  entre  dans  la  solution  un  nombre  quelconque  de  con- 
stantes arbitraires^  mais  il  est  facile  de  voir  que  ce  nombre  est  au 
plus  égal  à  n.  En  elfet,  on  peut  toujours,  si  11(2;)  est  de  degré 
supérieur  à  celui  deF(z),  écrire  identiquement 

y  («)  étant  un  polynôme  entier  en  z  de  degré  inférieur  à  w,  d'où 
Ton  tire 

mais,  en  intégrant  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque,  on  voit 
que  la  première  intégrale  s'évanouit,  puisque  4>(z)  est  un  polynôme 
entier,  et  il  ne  reste  que  la  seconde  où  ^[z)  renferme  au  plus 
n  constantes  arbitraires,  puisque  son  degré  est  au  plus  égal  à 
//  —  I. 

Nous  allons  maintenant  passer  de  l'expression  de  la  solution  sous 
forme  d'intégrale  à  une  expression  sous  forme  explicite. 

Soit  S  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  ■■,,,■  qui  corres- 
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pondent  aux  Racines  du  dénominateur  affixes  de  points  intérieurs 
au  contour  d^ntégration. 

L'intégrale  aura  pour  yaleur  2iirS. 

Calculons  ces  résidus. 

Supposons  d'abord  que  l'équation  caractéristique  n'ait  pas  de 

racine  multiple,   et   décomposons  la  fonction  ^j-j  en  éléments 

simples.  On  peut  toujours  supposer  que  le  degré  TI[z)  est  in- 
férieur à  celui  de  F  (^)-,  par  suite,  le  résultat  de  la  décomposition 
sera 

n{z]  A  B  L 

l[z)       z  —  a       z^  b  z—  i 

Faisons  r  =  /i  -h  A  dans  la  fonction  ■    ,,    .    ;  elle  devient 

h(z) 

j— -i =e^'  {i  H 1 H  ...  ) 

puisque  le  terme  — -— -  donne  seul  un  terme  en  -•  Le  résidu  sera 

donc  égal  à  Ae'^;  on  a  donc  pour  première  solution,  en  intégrant 
le  long  d'un  contour  qui  ne  contient  que  la  racine  a,  aiirAe^. 
En  général,  le  contour  pouvant  contenir  un  nombre  quelconque 

de  pôles  de  la  fonction  -     ,  ^>- ?  la  solution  générale  sera  de  la 

forme 

j  =  Ae«'  -+.  Btf **  4-  ...  -h  Ltf'^ 

a,  &,  • . .  y  /étant  les  racines  de  l'équation  caractéristique,  et  A, 
B,  •  • . ,  L,  71  constantes  arbitraires  qui  peuvent  être  nulles  et  qui 
renferment  le  facteur  aiTr. 

Supposons  maintenant  que  l'équation   caractéristique  ait  des 
racines  multiples,  et  soit 

T{z]  z^[z  —  a)-^»  {z  -  /y)?+» ...  (3  -  Z)"^--». 
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La  formule  de  décomposilion  est  alors 

n(z]_     A  B 

1*  ^5j       3  —  a        (z^  0) 


A.  B* 


Mous  aurons,  en  faisant  z=^  a-+-h, 

U{a-^/i)___A       At  A, 

F^a  -t-  /i)  —  /i       A«  '  •       /!•+»  ' 

les  termes  suivants  ne  contenant  pas  de  puissances  négatives  de  h  ^ 
d'ailleurs, 

<?*(«+*  )  =  !?«'(  iH 1 4- ...  H +...)• 

Pour  avoir  le  résidu  correspondant  k  z  =z  a^  c'est-à-dire  le  coeffi- 
cient du  terme  en  r-  dans  le  développement  de  -rrr A  e'^^'^^K   il 

//  ^^  F(«-»-//)  ' 

suffit  de  multiplier  les  coefficients  des  termes  qui  se  correspondent 
dans  les  seconds  membres  des  deux  égalités  précédentes.  On  trouve 
ainsi  pour  expression  du  résidu,  et  par  conséquent  pour  une  solu- 
tion de  l'équation  diflérentielle  proposée, 

2/7re«'|A-+--î h.  ..-f -^ )• 

\  I  1 .2. . . a/ 

La  solution  générale  sera  donc  de  la  forme 

<?^'(X-f--^iJ:-h...-4-X,a:«l  -*-<?*'(in) -f- lfî>iJ? -h  .  ..-hlJl»?^) 
-r  ... -H  €''(<_ 4- 4^1^  H- ...-+- O^)' 

et,  comme 

(«4-i)  -4-((3-+.  i)-4-...-f  (X  -m)=:/i, 

on  voit  que  la  solution  générale  contient  n  coefficients  arbitraires* 
Faisons  une  vérification  dans  le  cas  des  racines  simples. 
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Montrons  d'abord  que  j^  =  Ae^^  est  une  solution;  nous  parti- 
rons de  là  pour  vérifier  la  solution  générale.  Soit  donc 


r^ 

-Ke^', 

dy  _ 

^ka&^. 

=  Aa«e«', 

=  A/i'»*?^'. 

Substituant  dans  Téquation  dillérentielle,  le  premier  membre 
devient 

A<;^^(«-+-13«  -f-  7a*  -+-.  .  .-hrt"). 

Or  le  second  facteur  n'est  autre  chose  que  F  (a);  il  est  donc 
nul,  puisque  F(z  )  =  o  admet  la  racine  a.  Donc  j  =  Ae<*^  est  une 
solution. 

Je  dis  que,  sî^«  et  j^j  sont  des  solutions,  il  en  est  de  même  de 

En  eilet,  si  l'on  a 

^dy.  dr]  d'^Yy 

il  vient,  en  ajoutant, 


"•^«"^ptzt-^'^^^---^^^^' 


«(  Ji -H  Ji)  H- |3  ^  (  Ji -H  Jî) -^  V  ;^  (ri  H- J.).-H .  •  •  =  o, 

ce  qui  montre  quej^j  -h  y 2  est  une  solution.  Il  en  serait  de  même 
de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  solutions  de  la  forme 
K&^y  ce  qui  vérifie  la  solution  générale 

Atf«-»^-hBe'^''-4-...-^L<?'-'. 

Passons  au  cas  des  racines  multiples.  La  vériOcation  est  moins 
immédiate.  Nous  considérerons,  pour  y  parvenir,  une  transformée 
de  l'équation  différentielle  proposée,  dont  la  variable  z  sera  liée  à 
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la  variable  j'  par  la  relation 


mêlant  une  constante  arbitraire.  Formons  les  dérivées  successives 
Je  y  ;  on  aura 

djc^  ^  ' 


On  voit  que,  en  substituant  dans  l'équation  proposée,  on  obtient 
le  produit  de  e"*^  par  une  fonction  linéaire  de  z  et  de  ses  dérivées. 
Nous  avons  donc  identiquement 

«j  -4-  /S^-''  H- . . .  +  ^^  =  ^f'^'lGs  -f.  H2'  4- . .  . -h  L8«). 
dx  djrJ*  ' 

Pour  calculer  les  coefficients  constants  G,  H, . .  . ,  L,  remarquons 
que  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la  nature  de  z,  qui  est 
une  fonction  quelconque  de  x.  Faisons  z  =  e^,  h  étant  une  con- 
stante-, nous  devons  avoir  identiquement,  en  divisant  les  deux 
membres  par  le  facteur  e('»+A)'^, 

«  H- jS(/»-+.A)  +  y(/w -+. //)«-h. .  . -f- (m -+- i^)«=:  G-hlI/i -f-. .  .4- L/i". 

Le  premier  membre  est  F(w  -h  /i) 5  Tidcntité  précédente  devant 
avoir  lieu  quel  que  soit  A,  les  coefficients  G,  H,  . . .  doivent  être 
égaux  respectivement  aux  coefficients  des  puissances  successives  de 
h  dans  le  développement  de  F  (m  -f-  A).  On  a  donc 

G=-F(m), 


[='»(/w) 


i  .1 , ,  .n 
L'équation  transformée  est  donc  la  suivante  : 
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Supposons  que  m  soit  une  racine  simple  de  Téquation  caracté- 
ristique^ alors  F  (m)  =  o.  L'équation  précédente  commence  par  un 

terme  en  —  ;  elle  est  donc  vérifiée  si  Ton  suppose  que  z  est  une 

constante  A.  L'équation  proposée  aui*a  pour  solution  correspon- 
dante 

jr  =  Ae*"*. 

Si  m  est  une  racine  double,  on  a  F(/w)  =o,  F'(w)  =  o;  la 

transformée,  commençant  par  un  terme  eu  —,  >  est  vérifiée  si  Ton 

suppose  que  z  est  un  binôme  du  premier  degré  ena:(z=Â+Bx). 
La  solution  correspondant^  pour  l'équation  proposée  est 

On  verrait  de  même  que,  si  m  est  une  racine  d'ordre  de  multi- 
plicité a  +  I  de  la  caractéristique,  on  t  pour  solution  de  l'équation 
différentielle 

^  =  (?«"( A  -h  Bx  -h  ...  -h  Lj?*), 

A,  B,  •  « . ,  L  étant  des  coefficients  arbitraires. 

Nous  allons  maintenant  déterminer  les  constantes  arbitraires 
que  renferme  la  solution  générale  de  l'équation  difTëreiitielle  li- 
néaire, de  façon  que  pour  une  valeur  particulière  de  a:,  poiirx=o 
par  exemple,  la  fonction  j"  et  ses  dérivées  successives  prennent  des 
valeurs  données. 

Voici  quelle  était  la  méthode  suivie  avant  queCauchy  eût  donné 
une  solution  générale  de  ce  problème.  Prenons  le  cas  où  F(2)  n'a 
que  des  racines  simples;  la  solution  est  de  la  forme 

X  =  ké^'  -H  B<f*'  4-  ...  -h  Le'*. 

On  forme  les  [n  —  i)  premières  dérivées,  on  y  fait  x  =  o,  et, 
en  égalant  les  valeurs  qu'elles  prennent  aux  valeurs  données 
Joo'oï  •  •  mJo~S  ^^  obtient,  pour  déterminer  A,  B,  . . .,  L,  les 
n  équations  suivantes  : 

A    -+-  B    H-  ...  H-  L    =  joi 
A/?-4-BÔ4-...-f  L;  =:r'o, 


A,;«-i  -L-B^^-^H-.  ..-i-L/«  =  rr*- 
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Quand  on  passe  au  cas  où  Téquation  caractéristique  a  des  racines 
multiples,  cette  méthode  est  d'uue  application  difficile,  puisque 
les  dérivées  de^  sont  plus  compliquées  et  que  les  diverses  racines 
n'entrent  plus  de  la  même  manière  dans  les  équations  à  résoudre. 

Cauchy  a  donné  une  méthode  très-simple,  qui  est  la  même  dans 
le  cas  des  racines  simples  et  des  racines  multiples. 

Reprenons  la  solution  de  l'équation  différentielle  sous  la  forme 


pour  que  cette  intégrale  soit  la  solution  générale,  il  faut  supposer 
que  le  contour  d'intégration  renferme  à  son  intérieur  tous  les 
points  dont  les  affixes  sont  les  racines  de  F{^)^  et,  comme  l'inté- 
grale ne  change  pas  de  valeur  quand  on  agrandit  le  contour,  je 
supposerai  que  c'est  un  cercle  dont  le  centre  est  à  l'origine  des 
coordonnées  et  dont  le  rayon  sera  très-grand. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  coefficients  de  Tl(z)  de  sorte  que,  pour 

X  =  o,  -T-  I     „.  \    9  clz  et  ses  /i  —  i  premières  dérivées  prennent 

les  valeurs  données,  que  je  supposerai  être  j^o,  j „,..,,  j'î""*; 
nous  avons  les  n  équations 


n(») 


17 

2iirJ 


¥(z)  *^* 

Pour  obtenir  ces  diverses  intégrales,  développons  -rp-j  suivant  les 

puissances  décroissantes  de  la  variable;  n(^)  étant  en  général  de 
degré  n  —  i ,  le  premier  terme  du  développement  sera  du  degré 
—  I  en  z,  et  Ton  aura 

"(^)  _  'J    .    il    .    !î    .  -4-  'JLII  ^ 

)f{Z]         z         «*        z^  z'' 
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Eu  effectuant  le  long  du  cercle  de  rayon  infini  les  n  intégrales 
précédentes,  il  suffira  d'avoir  égard  dans  chaque  développement  au 

terme  en  -9  et  nous  nous  trouverons  immédiatement  amenés  aux 

z 

relations 

puisque  les  valeurs  des  intégrales  sont  respectivement 


Nous  connaissons  ainsi  dans  le  développement  de  --— r  les  coeffi- 

cients  des  termes  de  degré  égal  ou  supérieur  à  —  n\  cela  suffit  pour 
déterminer  complètement  n(z)y  puisqu'on  a  identiquement 

nW=Fw(Ç  +  -^  +  ...H-Ç) 

et  que  Tl[z)  doit  être  un  polynôme  entier;  par  conséquent,  F(r) 
étant  de  degré  71,  on  voit  que  les  n  premiers  termes  de  la  série  sont 
seuls  utiles  à  la  détermination  de  ce  polynôme  et  qu'on  obtient 

n(z)  =jo(|3  -4-  73  -4-  Jz*  -4- ...  4-  z"-*) 
-f-^'J^H-ez  -f-...4-z«-3) 


On  a  donc  Tl(z)  par  une  méthode  qui  s'applique  aussi  bien  au 
cas  des  racines  simples  qu'à  celui  des  racines  multiples.  Cela  étant, 
et  pour  obtenir  explicitement  la  valeur  dej^,  il  suffira,  connaissant 

Iî(z),  de  calculer  les  résidus  de  la  fonction     ^,  \-^'    Ce     calcul, 
^    ^'  F(z)  ' 

que  nous  avons  effectué  précédemment,  n'exige,  comme  on  l'a  vu, 

que  l'opération  algébrique  élémentaire  de  la  décomposition  de  la 

fraction  rationnelle  rrr4  en  fractions  simples. 

Comme  application  des  formules  obtenues  dans  la  dernière  Leçon 
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pour  rintégration  des  équations  linéaires  à  coefficients  constants 
sans  second  membre,  je  prendrai  l'équation 

qui  se  rencontre  dans  les  applications  de  l'Analyse  à  la  Physique, 
et  en  particulier  à  l'Optique.  Elle  appartient  à  un  type  déjà  étudié 
d'équations  diiTérentielIes  du  second  ordre;  mais  nous  la  traiterons 
suivant  les  procédés  que  nous  venons  d'expliquer. 

L'équation  caractéristique  est  <3-  -f-  «-  =  o;  elle  admet  les  deux 
racines  z  =  zb  in,  SI  nous  voulons  que,  pour  x  =  o,  j^  et  j^' prennent 
certaines  valeurs  fixées  d'avance,  j^o  et  j'^,,  il  faudra  déterminer  le 
polynôme  entier  n(z)  par  la  relation 

qui  donne,  en  multipliant  les  deux  membres  par  F(z)  et  ne  conser- 
vant dans  le  second  que  les  termes  ne  contenant  pas  z  en  dénomi- 
nateur, 

La    fonction  — «r  T^'    ^^^^  ^^  doit   calculer  les  résidus,   est 

li[z) 

>'o»-+-yn   -^  .  /  .1  fr^niz] 

" — 5 -r  ^  -  pour   une   racine    z.  son    résidu    est      ,.,,     '    ou 

-  n'o  -t-  -2  I  e--^-,  pour  la  racine  —  z^  ce  sera  -  (  jo  — '-7  )  e"""*'-  La 
somme  de  ces  deux  résidus  est  alors 

en  y  faisant  z  =  m,  on  trouve  l'intégrale  cherchée 

,  sin/2.r 
rocos/ix -4-^^  • 

D'après  la  forme  de  l'équation  différentielle,  il  est  évîdent'que, 
si  l'on  a  une  solutionj^  =  q(^),  j^,  =:Ç)(j:-hc)  sera  encore  une 
solution,  c  étant  une  constante  quelconque.  On  profite  de  cette  re- 

BuU,  des  Sciences  math.,  a«  série,  t.  IIÏ.  (Juillet  1879.)  22 
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marque  pour  mettre  Tintégrale  sous  une  forme  telle  qu'elle  prenne 
des  valeurs  jKo  ety^,  non  plus  pour  la  valeur  x=  o,  mais  pour  une 
valeur  quelconque  x  =  C'^  il  suffit  de  prendre 

,           ,         ,  sîn/ifjr  —  c) 
y  =  joH;os/iar(  j:  —  r)  -f- Jo "  • 

Cette  intégrale,  comme  on  voît,  est  une  expression  réelle,  bien 
que  les  racines  de  l'équation  soient  imaginaires  \  or,  en  général, 
étant  donnée  une  équation  diflérentielle  linéaii*e  sans  second 
membre  et  à  coefficients  constants,  je  dis  que,  si  ces  coefficients 
sont  réels,  ainsi  que  les  quantités  ^oiyoîjoî  •  •  •  ?  ^^  pourra  mettre 
aisément  l'intégrale  sous  forme  explicitement  réelle.  En  efiet,  a 
étant  une  racine  imaginaire  de  Téquation  caractéristique,  on  pren- 
dra sa  conjuguée  h  et  on  considérera  les  deux  termes  A  e*^ -f-  BeK 
Â  et  B  sont  évidemment  conjugués,  puisque  ce  sont  les  résidas 

d'une  même  fonction  réelle  rrpr  pour  deux  racines  conjuguées  du 

dénominateur. 

Supposons  que  a=:a-f-4j3,  A  =  a  —  i|3  et  A  =  P-+-iQ, 
B  =  P  —  iÇ^\  nous  aurons 

A«?«^  -h  Bc*'  =  Kef^  (cosiSjr  -+-  /sinjB.r  )  -4-  Btf«*  (cos|3jf  —  /  sin^x) 
—  c?*'cos|3.r(A4-B) -+-<?** sin|3.r(A—B)/ 
=  aPc"^  cosp.r  —  2Qc«*  sin]3 j:, 

quantité  qui  est  en  efiet  réelle. 

Nous  avons  vu  tout  à  l'heure  que,  étant  donnée  une  solution  de 

-—-+-«-7  =  0,  en   y  changeant  x  en  x-4-c,  on  a  encore  une 

solution.  Cela  se  voit  immédiatement  sur  la  forme  générale 
y=^k  e^  -r-  B^**^  +  . . . ,  car  les  diflérents  termes  se  trouvent  sim- 
plement multipliés  par  e^-*^,  e*^,  ce  qui  revient  à  changer  les  con- 
stantes A,  B,  qui  sont  arbitraires. 

Equations  linéaires  à  second  membre  et  à  coefficients  constants. 

Je  supposerai  que,  ce  second  membre  étant  un  polynôme  entier 
F(.r)  de  degré  p,  l'équation  proposée  soit 
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Si  je  prends  la  dérivée  d'ordre  p  4-  i  des  deux  meoibres,  je 
trouverai 

que  je  sais  intégrer  et  dont  les  solutions  fourniront  celles  de  la 
proposée.  A  la  vérité,  cette  nouvelle  équation  est  plus  générale 
que  la  première^  aussi  devrons-nous  particulariser  le  résultat 
obtenu. 

L'équation  caractéristique  est 

a^zP-^^  ^-  ^ZP^^  +...-+-  Z«+^*=:  o. 

Le  premier  membre  est  zP^^  multiplié  par  le  premier  membre 
de  l'équation  caractéristique  qui  correspondrait  à  l'équation  diflé- 
rcntielle  proposée  sans  second  membre.  On  sait  qu'une  racine  a 
d'ordre  [p-^i)  de  l'équation  caractéristique  donne  dans  l'inté- 
grale un  terme  e^^[g-^hx  -f-  ...  -f-  x/*  ) .  Ici  rt  =  o  ;  on  aura  donc 
simplement  un  polynôme  de  degré  /;,  F(a:),  auquel  il  faudra  ajouter 
l'ensemble  des  termes  correspondant  aux  racines  simples  ou  mul- 
tiples de  l'équation  caractéristique 

aH-j33H-...-f-z'*=:o. 
La  valeur  de  y  sera  donc 

^-  rr:  F(x)  -h  Ac-^'  -\-  Btf^'  H-  .  .  .  , 

où  la  partie  ajoutée  à  F(a:)  représente  la  solution  de  l'équation 
proposée,  privée  de  second  membre. 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  les  coefficients  de  F(x)  ^  on 
pourrait  le  faire  en  effectuant  la  substitution  de  cette  valeur  de  y 
dans  l'équation  proposée,  et  il  n'y  aura  qu'à  s'occuper  des  termes 
produits  par  F(x)  et  ses  dérivées  successives  et  identifier  la  somme 
de  ces  termes  au  second  membre  F(x). 

Mais  nous  donnerons  le  moyen  de  déterminer  plus  rapidement 

les  coefficients  de  F  (a:).  Effectuons  la  division r » 

et  représentons  le  quotient  par  a©  •+•  Po  ^  -H  70  ^'  -+-  3©  r^'  ^- .  . . . 
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Les  coefficients  ao,|3o,7o)  •  •  •  seront  liés  par  les  relations 

1  aao  =  I , 

(l)  I  aj3o4-l3«o  =  0. 


Cela  étant,  je  dis  que 

F(^)=:«oF(x)+l3oF'(ar)-h7oF''(x)  +  ..., 

série  qui  s'arrêtera  d'elle-même  quand  on  arrivera  à  F/^*  (x),  qui 
est  nul. 

Pour  vérifier  cette  valeur  de  F(j:),  il  suffit  de  faire  la  substitu- 
tion comme  il  a  été  dit  tout  k  Tlieure;  or  on  trouvera  ainsi 

«aoF(ar)  +  (apo  -hl3ao)F(a:)  4-  («7o  -H  pjSo  -h  7«o)F''(x) +  . . . , 

qui  doit  être  identique  à  F(x),  et  cette  condition  est  satisfaite 
d'après  les  relations  (i). 

Comme  exemple,  je  prendrai  l'équation  linéaire  du  premier  ordre 

g  +  «^  =  F(x). 

que  nous  savons  déjà  intégrer  ;  nous  allons  ainsi  retrouver  le  ré- 
sultat précédemment  obtenu.  En  appliquant  la  méthode  qui  vient 
d'être  exposée,  nous  ferons  le  quotient 


a  -j-  z       a       or       n* 
En  posant  alors 

^    '  a  àr  a* 

la  solution  générale  sera 

^=:c^-«*  -I-F(j:). 

Remaî'que.  —  Dans  un  grand  nombre  de  questions,  on  se  sert* 
comme  nous  l'avonsfaitici, d'une  fonction  ç  (a:)=at 4- |3x-f-7X--f-..<' 
dans  laquelle  les  exposants  de  la  variable  correspondent  k  des  iu' 
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dices  de  dérivation  d'une  fonction  donnée  F[x),  Lorsqu'on  déduit 
ainsi  deF(x)  la  nouvelle  fonction  aF(x)H-j3F'(x)-f-yF''(j:)--h...i 
cela  s'appelle  opérer  sur  F(x)  à  l'aide  de  9{x). 

En  terminant,  nous  indiquerons,  sans  la  démontrer,  la  consé- 
quence suivante  :  Lorsque  l'équation  caractéristique  a  toutes  ses 
racines  réelles,  le  nombre  des  racines  réelles  deV[x)  est  au  plus 
égal  au  nombre  des  racines  réelles  deF{x). 


APPLICATION  DE  LA  HËTHODE  PRÉCÉDENTE  A  L'ÉQÏÏATION  LINÉAIRE 
A  COEFFICIENTS  CONSTANTS  AVEC  SECOND  MEMBRE; 

Fa»  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  les  Leçons  que  nous  venons  de  reproduire,  M.  Hermite  a 
traité  seulement  l'équation  linéaire  sans  second  membre.  Mais  un 
résultat  très-important  obtenu  par  l'illustre  géomètre  va  nous  con- 
duire d'une  manière  sîmple  h  l'intégration  de  l'équation  linéaire  à 
coefficients  constants  et  avec  second  membre.  Cauchy,  du  reste, 
n^avait  pas  négligé  cette  dernière  équation,  et  il  l'a  considérée  dans 
différents  Mémoires  insérés  aux  Exercices  de  Mathématiques  (*). 

Supposons  que  l'on  se  propose  d'intégrer  l'équation 

où  a,  ^, . . . ,  X  sont  des  constantes  et  y*  (x)  une  fonction  quelconque. 
On  pourra  appliquer  la  règle  suivante,  due  aussi  à  Cauchy. 

On  formera  d'abord  une  solution  particulière  4>(x,i)  de  l'équa- 
tion sans  second  membre,  se  réduisant  à  zéro  ainsi  que  ses  n  —  i 
premières  dérivées  pour  a:  =  f,  et  telle,  en  outre,  que  sa  dérivée 


(  '  )  Foir  les  Mémoires  suivants  de  Cauchy  : 

jépplication  du  calcul  des  résidus  à  l* intégration  des  équations  linéaires  à  coef" 
Jicients  constants  {^Exercices  de  Mathématiques ^  t.  I,  p.  nos). 

Sur  la  détermination  des  constantes  arbitraires  renfermées  dans  les  intégrales  des 
équations  différentielles  linéaires  (Exercices  de  Mathématiques,  t.  11,  p.  q5). 

Sur  la  transformation  des  fonctions  qui  représentent  les  intégrales  générales  des 
équations  différentielles  linéaires  exercices  de  Mathématiques^  t.  II,  p.  'Jio). 
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fi — i'*»*'  se  réduise  à  f{t)  pour  la  même  valeur  de  x.  Cela 
posé,  la  fonction 

(2)  r=r^[^y^]dt. 

où  x^  est  une  constante  quelconque,  sera  une  solution  particulière 
de  l'équation  différentielle  proposée. 

Nous  avons  donc  à  former  ici  la  fonction  4>  (x,  f  ),que  nous  venons 
de  définir.  Or,  d'après  une  règle  démontrée  par  M.  Hermite,  l'in- 
tégrale 

prise  sur  le  contour  d'un  cercle  de  rayon  très-grand,  est  une  solu- 
tion de  l'équation  sans  second  membre,  se  réduisant  â  zéro  ainsi  que 
ses  n  —  2  premières  dérivées  pour  x  =  o  et  ayant  pour  la  même 
valeur  de  x  sa  (n —  i)**"*  dérivée  égale  à  l'unité.  Changeons  dans 
l'intégrale  précédente  x  en  x  —  f,  multiplions  pary(f),  et  nous 
obtiendrons  la  fonction  qu'il  s'agissait  de  former, 

'^'  ♦(''')- 3.,- Jr       F(,)     ' 

l'intégrale  étant  toujours  prise  sur  le  contour  d'un  cercle  de  rayon 
suffisamment  grand. 
Ainsi  l'intégrale  double 

est  une  solution  particulière  de  l'équation  différentielle  (1). 

Voici  comment  on  peut  vérifier  directement  ce  résultat.  En  dif- 
férentiant  la  formule  (4),  on  a 


r)    r  dz  I      /•*   ,  .  ,    /•e=('-0; 


dx         ini 


L'intégrale  curviligne  qui  figure  dans  le  premier  terme  est  évidem- 
ment nulle.  Il  reste  donc 

(K^  r/Y         1      /•'.,  .   ,    re'-('-nzdz 
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Si  l'on  remarque  que  toutes  les  intégrales 


sont  nulles  tant  que  p  est  inférieur  kn  —  i ,  on  trouvera,  en  dîilë- 
rentiant  successivement  la  formule  (5), 

(6)  -y^^^r-.  I   f[t]dt  I        ,.,  ,       > 


iUP 


tant  que  p  sera  inférieur  à  n. 

Pour  obtenir  la  dérivée  n**"*,  nous  différentierons  la  formule 
précédente,  en  y  supposant  p  =  n  —  i .  Nous  avons 


f(x)   rz'^-^dz         I      /•'-,,,    rir('-nz"dz 


dx^ 


et,  comme  on  a 
il  restera 

Il  suffit  maintenant  de  substituer  les  valeurs  de  Y  et  de  ses  dé- 
rivées pour  reconnaître  que  Y  est  une  solution  particulière  de 
Téqnation  ditférentielle  (i).  Au  reste,  la  démonstration  pré- 
cédente est  au  fond  celle  de  Cauchy. 

Reportons-nous  à  la  formide  (4)  et  posons 

R(t)    sera   la  somme  des  résidus  relatifs  à  toutes  les  racines  de 

Supposons  qu'on  ait  décomposé  =r-— ^  en  fractions  simples,  et  po- 
sons 
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on  aura 


et  le  résidu  relatif  à  la  racine  a  sera 

L  I  1.2. ../7  —  ij 

On  aura  donc 

et  Y  sera  alors  donné  par  la  formule 

(fo)  T=  r/{i)R[i]dt, 

absolument  identique  à  celle  qui  a  été  donnée  pages  199  et  200. 
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•—  SuUa  Geometria  baricenlrica.  Monogrufla.  {Ateneo  Ft-neto,   37   gennajo  1870). 
Gr.  in-8,  11  p. 

—  Kicerca  snlla  involuzione  quadratica.  {Aui  delt  IstittUo  Veneta-t  t.  XVI,  3'  sé- 
rie, 1871).  ln-8,  ao  p. 

^—  Intorno  ail'  uso  del  sistema  polo-tangenziale  in  alcune  questioni  di  Geooie 

tria  analitica.  [^Ibid.,  t.  III,  4<^  série,   1874).  In-8,  8  p. 
-^  Sopra  uno  strumento   che  realizza  la  trisezione  meccanica  dell'  angolo.  {Att- 

necventtOf  11  aprtle  1878).  Gr.  ln-8,  8  p.,  i  pi. 

{A  suivre.) 
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GUNTHER  (S.).  —  Studïkn  zur  Gbsghichtb  der  mathematischen  und  pht- 
siKALisGHEN  GEOGRAPHIE.  YI.  Heft.  Halle,  1879.  In-S"",  75  pages  (']. 

Lorsque  l'analyse  du  premier  Mémoire  de  M.  Gûnther  a  été 
publiée  dans  le  Bulletin,  le  travail  de  ce  géomètre  allemand  n'était 
pas  encore  terminé.  Depuis  cette  époque,  l'auteur  a  complété  son 
Ouvrage  par  un  essai  historique  du  développement  de  la  courbe 
loxodromique.  La  forme  sous  laquelle  il  a  présenté  ses  divers  Mé- 
moires montre  bien  qu'il  n'a  pas  eu  l'intention  de  refaire  une  his- 
toire de  la  Géographie  mathématique  et  physique  ;  il  s'est  préoc- 
cupé d'étudier  avec  plus  de  détails  certains  Chapitres  de  cette 
histoire  et  d'y  apporter  quelques  contributions  inédites  et  nou- 
velles. Il  est  vivement  à  désirer  que  l'auteur  poursuive  ses  re- 
cherches, mais  il  faut  reconnaître  qu'il  ne  néglige  aucune  occasion 
d'enrichir  la  bibliographie  mathématique  dans  les  trop  courts 
loisirs  que  lui  laissent  ses  fonctions  parlementaires. 

Le  sixième  Mémoire  de  M.  Gûnther  est  intitulé  :  Histoire  de  la 
courbe  loxodromique  (333-4o7  5  i4  figures). 

La  courbe  à  double  courbure,  désignée  sous  le  nom  de  courbe 
loxodromique,  est  définie  par  la  condition  géométrique  de  couper 
sous  un  même  angle  tous  les  méridiens  d'une  surface  de  révolution, 
et,  en  particulier,  de  l'ellipsoïde  et  de  la  sphère.  ' 

n  semble  que  l'histoire  de  cette  courbe  doive  se  rattacher  à  celle 
de  la  science  nautique  plutôt  qu'à  l'histoire  de  la  Géographie  ma- 
thématique^ mais  il  n'est  pas  aisé  de  l'en  séparer  complètement, 
et  il  est  intéressant  de  suivre  le  développement  historique  de  cette 
ligne  célèbre  depuis  la  première  notion  de  son  existence  jusqu'aux 
dernières  phases  de  son  évolution. 

n  va  de  soi,  d'abord,  que  l'idée  d'une  semblable  route  suivie  par 
un  navire  à  la  surface  de  l'Océan  n'a  pu  prendre  naissance  avant 
la  découverte  de  la  boussole.  C'est  en  vain  que  divers  auteurs  ont 
essayé  d'attribuer  cette  invention  aux  Phéniciens,  aux  Égyptiens, 

(*)  Voir  Bulletin,  ll„  4io  et  43;;  Ul„  78,  392  et  3oa. 

BnlL  des  Sciences  mathém,^  2*  Série,  t.  III.  (Août  1879.)  ^^ 
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aux  Carthaginois  et  aux  Juifs.  Il  est  certain  que,  vers  le  milieu  du 
XIII*  siècle,  le  compas  de  mer  était  en  usage  chez  les  riverains 
espagnols  et  italiens  de  la  Méditerranée,  sous  une  forme  très-voi- 
sine de  celle  qu'il  a  de  nos  jours  ^  mais  nous  n'avons  pas  à  examiner 
cette  question,  pour  l'étude  de  laquelle  nous  renverrons  à  des  mo- 
nographies plus  spéciales,  entre  autres  à  celle  d'Ausserer. 

Les  premiers  germes  de  l'invention  ou  de  la  notion  de  la  courbe 
loxodromique  semblent  s'être  manifestés  à  l'apparition  des  Cartes 
plates,  dont  le  plus  curieux  spécimen  se  trouve  dans  deux  Ouvrages 
espagnols  publiés  en  i545  et  en  i556  par  Pedro  de  Médina  et 
Martin  Cortes. 

Peu  à  peu,  les  règles  suivies  au  moyen  âge  pour  la  navigation  se 
perfectionnèrent  sensiblement.  Toaldo  a  fait  connaître,  d'après  un 
manuscrit  vénitien  d'un  auteur  resté  inconnu^  la  règle  pratique 
employée  au  moyen  âge  sous  le  nom  de  marteloio  ou  de  marte' 
logio. 

Les  historiens  des  Mathématiques,  M.  Chasles  entre  autres,  ont 
attribué  à  Nunez  un  rôle  important  dans  le  progrès  de  la  navigation 
théorique.  Nunez  publia  ses  découvertes  dans  un  Ouvrage  écrit 
d'abord  en  portugais  et  traduit  plus  tard  en  latin.  Garçào  Stockler 
en  a  donné  une  analyse  dont  nous  extrayons  le  passage  suivant  : 
«  Le  premier  et  le  plus  remarquable  de  ses  deux  Ouvrages  nous 
montre  que  Pedro  Nunez  a  eu  la  gloire  d'être  le  premier  géomètre 
qui  ait  commencé  à  dégager  la  théorie  de  la  loxodromie,  en  établis- 
sant que  la  ligne  décrite  par  un  navire  à  la  surface  des  mers  lors- 
qu'il recoupe  tous  les  méridiens  sous  une  même  direction  oblique 
n'est  pas  un  grand  cercle  de  la  sphère  terrestre,  mais  une  ligne 
spirale  à  double  courbure,  dont  il  a  démontré  quelques  propriétés 
les  plus  dignes  de  remarque.  »  M.  Gûnther  appuie  ce  témoignage 
en  reproduisant  les  notions  dont  la  Science  est  redevable  à  Nunez. 
Ce  géomètre  appelle  rhomb  ou  ligne  rhombique  la  courbe  qui 
vient  d'être  définie. 

Cette  manière  d'envisager  la  loxodromie  a  été  adoptée  générale- 
ment par  les  géomètres  et  navigateurs  qui  l'ont  étudiée.  C'est  ainsi 
que  l'appelle  Simon  Stevin,  de  Bruges,  dans  son  Précis  de  Géo^ 
graphie.  Le  quatrième  Livre  de  cet  Ouvrage  est  intitulé  :  Histio- 
dronUe,  ou  Cours  des  navires.  La  troisième  définition  qu'il  contient 
se  rapporte  au  rhomb  :  «  Romb  )>,  dit-il,  ce  ou  cours  oblique,  est  une 
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ligne  qui  fait  tousiours  de  mesmes  angles  à  tous  les  méridiens  et 
n'est  ny  Téquatcur  ny  un  méridien.  »  Ce  terme  nouveau  deman- 
derait à  être  précisé.  En  effet,  à  cette  époque ,  on  venait  à  peine 
d'acquérir  la  notion  de  la  déclinaison  magnétique,  et  on  la  regar- 
dait comme  constante  sur  toute  la  Terre.  C'est  pourquoi  Stevin 
suppose  que  l'aiguille  aimantée  doit  se  diriger  toujours  vers  le  nord, 
pourvu  que  le  navire  suive  une  route  loxodromique.  Stevin  re- 
marque, d'ailleurs,  la  forme  spirale  de  cette  courbe.  Il  est  aussi,  ce 
nous  semble,  le  premier  qui  ait  établi  une  distinction  nette  entre 
la  navigation  suivant  un  grand  cercle  et  la  navigation  suivant  une 
loxodromie.  Voici,  en  effet,  comment  il  les  caractérise  lui-même  : 
«  Après  que  Son  Excellence  (le  prince  stathouder  Maurice)  eust 
entendu  la  navigation  par  rombs,  comme  on  les  verra  cy  après,  et 
comparant  lés  cours  droits  à  iceux,  comme  plus  courts,  il  luy  a 
semblé  bon  que  j'en  escrive  quelque  chose,  puis  que  Tordre  mesme 
le  requerroit,  si  on  s'en  vouloit  servir,  et  ainsi  j'en  ay  fait  ces  deux 
descriptions  suivantes,  l'une  mécbanique,  l'autre  mathématique.  » 

Bien  que  les  géomètres  dont  il  vient  d'être  question  aient  saisi 
l'intérêt  de  la  navigation,  leurs  recherches  ont  eu  plutôt  pour 
objet  la  théorie  de  la  manœuvre  des  navires  à  voiles.  Ce  fut  aussi 
la  préoccupation  d'un  autre  géomètre,  presque  contemporain  de 
Stevin  et  de  Nunez  :  nous  voulons  parler  du  célèbre  géographe 
Kremer,  plus  connu  sous  le  nom  de  Gerhard  Mercator.  Cet  habile 
dessinateur  de  Cartes  porta  toute  son  attention  h  chercher  des  con* 
structions  simples,  exactes,  donnant  un  format  convenable  aux 
Cartes  marines.  L'invention  de  sa  mëthode  de  projection  remonte  à 
l'année  i56g.  Mercator  n'a  point  mentionné  la  propriété  de  ses 
Cartes  pour  le  tracé  de  la  route  loxodromique;  mais  un  passage  de 
sa  correspondance  avec  Granvella,  rapporté  par  Breusing,  biographe 
de  Mercator,  renferme  une  donnée  plus  précise.  Il  est  certain  que 
Mercator  a  été  sur  la  voie  de  la  découverte  de  la  loi  de  variation 
des  points  de  la  loxodromie  en  adoptant  son  échelle  dé  latitudes 
croissantes.  Il  doit  même  avoir  eu  la  notion  la  plus  simple  et  la 
plus  générale  de  la  courbe  loxodromique. 

L'idée  était  en  germe,  et  divers  géomètres  manifestaient  une  cer- 
taine tendance  à  modifier  les  règles  suivies  jusqu'alors.  Ed.  Wright 
signala  des  erreurs  dans  la  navigation  et  enseigna  à  les  corriger; 
mais  il  n'a  pu  éviter  de  tomber  lui-même  dans  d'autres  erreurs. 

23. 
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Pour  revenir  à  Stevin,  il  est  à  observer  que  ce  géomètre  a  établi 
sur  de  nouvelles  bases  la  théorie  de  la  loxodromie  considérée  comme 
route  nautique.  Voici  comment  il  énonce  la  propriété  fondamen- 
tale :  ((  Comme  la  déclinaison  du  roinb  de  Téquateur  progrediant 
d'un  degré  de  longitude,  à  la  déclinaison  suivante,  d'un  degré  en 
longitude  ^  ainsi  fort  près  la  sécante  par  le  commencement  du  der- 
nier progrès,  à  la  sécante  par  le  commencement  du  premier  pro- 
grès. »  Le  développement  de  cette  proposition  occupe  un  long 
passage  de  l'Ouvrage.  Il  est  dit  ensuite  (c  comment  on  pourrait  faire 
des  Tables  de  rombs  certaines  selon  l'opinion  de  l'autheur  ». 

Voici  les  réflexions  que  Girard  ajoute  à  ses  remarques  :  (c  La 
manière  parfaite  est  plus  facile  que  celle  que  Stevin  a  faite  et  qu'on 
n'a  trouvée  jusques  à  présent^  mais  où  sont  ceux  qui  payeroyent  la 
peine  de  celuy  qui  feroit  quelque  chose  d'excellent?  Tout  va  d'un 
si  bon  ordre  entre  les  hommes  et  la  Science  est  si  bien  estimée, 
que  c'est  merveilles  si  on  ne  revient  en  un  siècle  plus  barbare  que 
celuy  mesme  de  fer  :  là  dessus  je  feray  cette  question  à  la  vue  d'un 
chacun.  »  Les  dures  épreuves  qu'un  homme  aussi  exceptionnelle- 
ment doué  que  Girard  a  été  obligé  de  supporter  devaient  empêcher 
l'entier  développement  de  son  génie  et  peuvent  servir  de  réponse 
à  une  proposition  aussi  pessimiste. 

La  loxodromie  est  devenue  l'objet  d'une  étude  systématique  de 
la  part  du  géomètre  Willebrord  Snellius ,  auteur  d'un  Cours 
de  navigation  intitulé  Tiphjrs  Batavus,  ou  Histiodromie,  publié  à 
Leydeen  1624*  «  La  loxodromie  »,  dit-il,  «  est  une  ligne  hélicoï- 
dale tracée  A  la  surface  du  globe  terrestre  et  qui  rencontre  sous  un 
même  angle  les  méridiens  successifs.  Elle  s'approche  indéfiniment 
des  deux  pôles,  sans  pouvoir  jamais  y  atteindre.  »  Snellius  indique 
également  la  loi  de  variation  de  la  longueur  de  la  loxodromie.  Son 
Traité  renferme  une  Table  destinée  à  faciliter  l'emploi  de  ses  for- 
mules. Il  contient  aussi  d'autres  indications  fort  utiles,  qui  contre- 
disent, ce  nous  semble,  le  jugement  qu'a  porté  Bouguer  au  sujet 
de  ce  Livre,  <c  écrit  »,  dit-il,  «  d'une  manière  très-obscure,  qui  ne 
nuisit  pas  à  la  grande  réputation  que  l'auteur  méritoit  par  ses 
autres  Ouvrages  » . 

Les  géomètres  du  xvii*  siècle  ont  laissé  diverses  remarques  sur  la 
courbe  loxodromique.  L'encyclopédie  scientifique  de  cette  époque, 
composée  par  Alsted,  renferme  une  description  de  cette  ligne. 
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On  en  trouve  encore  une  dans  le  Cours  de  Mathématiques  d*Hérî- 
gone.  Le  Traité  d'Hydrographie  de  Foumier,  S.  J.,  paru  en  i643) 
contient  les  premières  théories  scientifiques  relatives  à  la  mer  et  à 
l'art  nautique.  Il  introduisit  la  considération  d'un  triangle  loxo- 
dromique  infiniment  petit,  que  Snellius  n'avait  pas  réussi  à  dé- 
gager pleinement.  Yarenius,  célèbre  auteur  de  la  Géographie 
générale  (i65o),  donna  pour  la  loxodromie  une  définition  beau- 
coup plus  précise.  Il  observa  que  cette  ligne  n'a  pas  de  courbure 
simple,  et  que  quatre  points  consécutifs  de  la  courbe  ne  peuvent  se 
trouver  dans  un  même  plan. 

Un  écrivain  de  cette  période  de  compilation,  Riccioli,  a  publié 
en  1672  un  Traité,  en  douze  Livres,  intitulé  :  Géographie  et  Hr~ 
drographie  récemment  réjormées,  revues  et  augmentées.  Il  y  établit 
une  distinction  entre  les  deux  genres  de  navigation,  suivant  le  grand 
cercle,  comme  l'avait  déjà  dit  Snellius,  et  suivant  la  loxodromie. 
(c  La  navigation  sphérique  circulaire,  c'est-à-dire  la  plus  courte 
suivant  un  même  grand  cercle,  exige  un  changement  de  rhomb 
presque  perpétuel,  ou  fréquent,  qui  suppose  une  très-grande  habi- 
tude de  la  Géométrie,  qui  n'est  accordée  qu'à  un  petit  nombre  de 
marins.  On  conserve  le  même  rhomb  en  naviguant  le  long  d'une 
loxodromie.  »  Il  ajoute  que  le  marin  est  toujours  libre  de  choisir 
entre  ces  deux  méthodes  :  <c  En  dehors  des  méridiens  et  de  l'équa- 
teur  et  des  parallèles  à  ce  dernier,  il  est  nécessaire  que  le  naviga- 
teur suive  la  ligne  du  romb,  s'il  veut  parcourir  un  même  grand 
cercle  ou  changer  de  grand  cercle,  s'il  veut  parcourir  la  même 
ligne  de  rhomb  et  suivre  une  ligne  loxodromique  ou  une  route 
oblique.  »  Riccioli  ne  perd  pas  de  vue  la  précision  théorique  ni 
Tintérêt  pratique  :  «  La  ligne  du  chemin  total  que  suivrait  un  na- 
vire, en  dehors  du  méridien,  de  l'équateur  et  de  ses  parallèles,  en 
conservant  le  même  rhomb,  cette  ligne  n'est  pas  circulaire,  mais 
pratiquement  et  essentiellement  formée  de  plusieurs  segments  de 
divers  grands  cercles,  bien  que,  théoriquement  et  géométriquement, 
elle  doive  être  une  ligne  courbe,  infléchie  à  la  façon  d'une  hélice.  » 
A  la  neuvième  proposition  il  dit  :  «  La  loxodromie  est  comme  l'hy- 
poténuse d'un  triangle  rectangle  plan  appliqué  à  la  surface  de  la 
sphère,  et  dont  un  côté  serait  la  distance  des  parallèles  qu'il  com- 
prend, pourvu  que  cette  distance  soit  très-petite.  )> 

Leibnitz  a  étudié  aussi  la  loxodromie.  Il  a  publié,   dans  les 
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Actes  de  Leipzig,  la  quadrature  arithmétique  ordinaire  des  sections 
coniques  à  centre,  étendue  par  la  Trigonométrie  à  une  approxi- 
mation quelconque,  sans  le  secours  de  Tables,  avec  application 
de  la  spirale  à  Tétude  de  la  ligne  nautique  de  rhombs,  avec  le  pla- 
nisphère adapté  à  cette  courbe. 

Jacques  BernouUi  a  étudié  en  détail  les  propriétés  de  la  loxo- 
dromie.  Les  Actes  de  Leipzig,  que  nous  venons  de  citer,  con- 
tiennent un  Mémoire  de  BemouUi,  intitulé  :  Nouvelle  application 
du  Calcul  différentiel  à  la  mesure  de  la  spirale  logarithmique,  de 
la  loxodromie  des  marins,  et  de  la  surface  des  triangles  sphé- 
riques,  avec  supplément  relatif  au  problème  funiculaire  et  à 
d'autres  questions. 

Les  autres  géomètres  de  la  famille  des  Bemoulli  ne  semblent 
point  s'être  occupés  spécialement  de  la  loxodromie.  Jean  Bemoulli, 
cependant,  a  laissé,  dans  son  Ouvrage  sur  la  navigation,  des  traces 
évidentes  d'uue  connaissance  étendue  des  propriétés  de  la  courbe 
loxodromique. 

Léonard  Euler  a  repris  le  thème  de  Bemoulli,  et  il  est  à  observer 
que  jamais  il  ne  s'est  servi  du  mot  de  loxodromie  pour  désigner 
ce  genre  de  route  des  navires. 

Un  intéressant  extrait  de  Ghr.  Wolf  donne  une  idée  de  la  dispo- 
sition des  Tables  loxodromiques  que  Ton  trouve  dans  son  Diction- 
naire mathématique.  Ces  Tables  indiquent  Tangle  du  vent  et  de  la 
voile  avec  le  vaisseau,  l'angle  du  vent  avec  la  loxodromie,  l'angle 
de  déviation  et  le  logarithme  du  cai'ré  de  la  vitesse. 

Au  milieu  du  xvii®  siècle,  Halley  publia  un  essai  de  démons- 
tration de  l'analogie  des  tangentes  logarithmiques  avec  la  ligne 
méridienne  ou  somme  des  sécantes,  augmenté  de  divers  moyens 
de  la  déterminer  le  plus  exactement  possible.  Halley  définit  la 
ligne  méridienne  une  échelle  de  tangentes  logarithmiques  des  demi- 
compléments  des  latitudes  ;  mais,  le  premier,  il  ne  songe  pas  à  faire 
usage  de  constructions  sphériques.  Il  adopte  la  projection  stéréo- 
graphique  de  cette  ligne  sur  le  plan  de  l'équateur,  faisant  observer 
que  les  angles  ne  sont  pas  altérés.  Il  obtient  donc  pour  projection 
une  ligne  plane,  trajectoire  oblique  d'un  système  de  rayons  du 
cercle  de  l'équateur.  Halley  appelle  cette  ligne  spirale  proportion-- 
nelle;  ce  n'est  autre  chose  que  la  courbe  que  Jacques  Bemoulli 
venait  de  découvrir  et  de  symboliser  sous  la  devise  :  Eadem  nuUata 
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resurgo,  allusion  à  ce  fait  que  la  spirale  logarithmique  se  retrouve 
toujours  intacte  après  les  diverses  transformations  qu'on  lui  fait 
éprouver.  Halley  a  reconnu  la  loi  des  variations  géométriques  de 
la  loxodromie.  «  Cependant  »,  dit-il,  a  la  ligne  méridienne  nautique 
n'est  autre  qu'une  Table  de  longitudes  répondant  à  chaque  minute 
de  latitude  sur  la  ligne  de  rhomb  faisant  un  angle  de  4^^  avec  le 
méridien.  C'est  pourquoi  la  ligne  méridienne  n'est  autre  qu'une 
échelle  de  logarithmes  des  tangentes  des  demi-compléments  des 
latitudes.  » 

Les  découvertes  de  Halley  ont  donné  à  Roger  Cotes  l'idée  de  la 
représentation  graphique  des  logarithmes  «  :  Adapter  »,  dit-il,  «  la 
Table  de  logarithmes  à  la  spirale  équiangle.  » 

Pour  terminer  l'examen  des  travaux  des  géomètres  sur  la  loxo- 
dromie à  la  surface  de  la  sphère,  il  faut  mentionner  un  Mémoire 
de  Perks,  intitulé  :  Procédé  mécanique  facile  de  diviser  la  ligne 
méridienne  nautique  sur  la  projection  de  Mercator,  suivi  des 
relations  de  cette  ligne  avec  la  chaînette* 

Nous  arrivons  actuellement  à  la  série  des  généralisations  dont 
la  loxodromie  a  été  l'objet.  Dans  ce  nouvel  ordre  d'idées,  la  prio- 
rité parait  devoir  être  revendiquée  en  faveur  du  magister  J.  Gott- 
frîed  Walz,  auteur  d'un  Mémoire  intitulé  :  Recherche  de  la  courbe 
loxodromique  à  la  surface  d'un  solide  quelconque,  engendré  peu' 
la  rotation  d'une  courbe  autour  de  son  axe,  et  principalement 
du  sphéroïde  elliptique  qui  se  rapproche  de  la  forme  du  globe 
terrestre.  11  représente  un  point  de  la  courbe  par  deux  coor- 
données rectilignes  et  une  coordonnée  angulaire.  U  exprime  les 
éléments  de  la  loxodromie  dans  les  cas  où  la  méridienne  de  la  sur^ 
face  est  une  circonférence,  une  ellipse  ou  une  parabole. 

Les  premières  recherches  de  Maupertuis  sur  la  courbe  loxodro- 
mique datent  de  la  même  année  que  celles  de  G.  Walz. 

Les  recherches  des  géomètres  anglais  avaient  pour  but  de  pré- 
parer l'emploi  de  la  loxodromie  dans  la  navigation.  Maclaurin  a 
traité  la  question  de  représenter  un  sphéroïde  sur  une  Carte  au 
moyen  de  latitudes  croissantes  et  de  longitudes  invariables.  Mur- 
doch  adressé  des  Tables  loxodromiques,  destinées  à  faciliter  l'appli- 
cation de  la  théorie  de  la  figure  de  la  Terre  à  la  construction  de 
Cartes  marines. 

Lrs  travaux  de  Simpson  sur  la  doctrine  et  les  applications  de  la 
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théorie  des  fluxions  renferment  des  aperçus  plus  clairs  et  plus 
précis  que  ceux  de  Maclaurin.  Il  s'est  proposé  de  déterminer  les 
régions  méridionales  répondant  à  une  latitude  donnée  en  suivant 
la  projection  de  Wright  et  adoptant  la  véritable  sphéricité  de  la 
Terre. 

De  la  théorie  de  Simpson  à  la  méthode  systématique  d'Euler  il 
n'y  avait  qu'un  pas  :  Th.  Schubert  a  eu  la  gloire  de  le  franchir. 
Son  Mémoire  sur  le  cours  des  navires  sur  un  sphéroïde  elliptique 
débute  en  ces  termes  :  a  Toute  la  navigation  peut,  sans  difficulté, 
se  réduire  au  problème  suivant  : 

<c  Étant  données  les  situations  de  deux  localités,  troui^er  quelle 
route  doit  suivre  entre  elles  un  navire  ou  V angle  constant  sous 
lequel  la  direction  du  navire  rencontre  tous  les  méridiens,  décri- 
vant ainsi  une  courbe  que  l'on  appelle  ordinairement  loxo" 
dromie.  » 

Schubert  a  résolu  cette  question  en  construisant  une  Table  des- 
tinée à  faciliter  l'usage  de  la  formule  qu'il  avait  démontrée.  Cette 
Table  renferme  la  variation  de  latitude  de  la  loxodromie,  en  passant 
d'un  méridien  à  l'autre,  lorsque  la  latitude  du  point  de  départ 
varie  par  intervalles  de  dix  minutes.  Le  calcul  est  effectué  dans 
l'hypothèse  de  la  forme  sphérique  et  de  la  forme  elliptique. 

Nous  arrivons  avec  Schubert  à  la  seconde  moitié  du  dernier 
siècle.  C'est  aussi  l'époque  à  laquelle  il  faut  placer  les  importantes 
contributions  de  Kastner  à  la  Géographie  mathématique  ;  mais, 
comme  le  lecteur  a  pu  le  reconnaître,  la  tendance  des  travaux  des 
géomètres  jusqu'à  cette  époque  a  été  purement  scientifique.  Bientôt 
allaient  paraître  les  savantes  études  ayant  pour  objet  l'application 
de  la  théorie  à  la  pratique  de  la  navigation.  Les  travaux  dont  il  va 
être  question  sont  dus  à  un  Allemand,  Kaschub,  à  un  Français, 
Bouguer,  et  à  un  Anglais,  Robertson. 

Kaschub  a  publié  un  Cours  de  Mathématiques  sous  une  forme 
semblable  à  celle  d'un  Ouvrage  estimé,  dû  à  Wolf.  Un  de  ses 
Chapitres  se  rapporte  à  l'Hydrographie,  ou  art  nautique.  Il  y  est 
question  de  la  navigation  suivant  la  loxodromie,  qu'il  réduit  à  ses 
principes  les  plus  simples. 

Bouguer  a  laissé  un  Ouvrage  qui  a  longtemps  été  regardé  comme 
le  meilleur  et  le  plus  complet  des  Traités  de  navigation.  Ce  géomètre 
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s'est  distingué  aussi  comme  géodësien  -,  on  lui  doit  la  découverte 
de  l'attraction  des  montagnes  et  les  premières  recherches  scienti- 
fiques de  photométrie.  L'Ouvrage  que  nous  avons  ici  en  vue  est 
intitulé '.Nouveau  Traité  de  navigation,  contenant  la  théorie  et  la 
pratique  du  pilotage ^  1753.  L'auteur  est  amené  à  la  considération 
de  la  loxodromie  par  l'étude  «  des  lignes  courbes  que  les  rumbs 
de  vent  suivent  sur  le  globe  et  de  la  forme  qu'on  a  été  obligé,  en 
conséquence,  de  donner  aux  cartes  réduites  »  •  Un  Chapitre  de  l'Ou- 
vrage est  réservé  à  la  théorie  du  quartier  de  réduction.  Bouguer 
désigne  ainsi  une  sorte  de  Carte  auxiliaire.  «  Le  quartier  de  réduc- 
tion», dit-il,  «  est  comme  une  Carte  qui  convient  à  tous  les  endroits 
du  globe  terrestre.  On  pointe,  pour  ainsi  dire,  les  routes  sur  cet 
instrument,  et,  après  avoir  vu  la  latitude  et  la  longitude  où  elles 
conduisent,  on  transporte  le  point  sur  la  Carte  réduite.  »  Enfin,  la 
courbe  loxodromique  est  décrite  avec  beaucoup  de  soin,  sa  projec- 
tion stéréographique  est  étudiée  d'une  manière  élégante,  et  l'Ou- 
vrage entier  donne  la  preuve  que  l'auteur  s'est  préoccupé  de  donner 
à  ses  résultats  une  utilité  pratique. 

Le  géomètre  anglais  Robertson  a  laissé,  comme  Bouguer,  un 
Ouvrage  sur  la  navigation,  publié  en  1754.  Il  s'est  placé  à  un  point 
de  vue  tout  à  fait  analogue  à  celui  de  Bouguer.  Toutefois,  il  ne 
parait  pas  avoir  tenu  compte  de  l'insuffisance  de  la  projection  de 
Mercator  pour  la  représentation  des  zones  glaciales.  Des  contrées 
telles  que  l'Islande  et  le  Groenland  éprouvent  alors  des  déforma- 
tions bizarres,  qui  nuisent  beaucoup  à  la  valeur  des  Cartes.  Pour  y 
remédier  en  partie  et  corriger  Tinfluence  que  cette  altération  pro- 
duirait sur  la  loxodromie,  ou  route  la  plus  courte  entre  deux  points 
de  l'Océan,  Robertson  imagine  une  courbe  tangente  au  parallèle 
du  point  le  plus  rapproché  du  pôle  et  aboutissant  au  point  le  plus 
rapproché  de  l'équateur,  en  coupant  à  4^°  le  parallèle  correspon- 
dant. Il  prend  pour  exemple  le  capLizard,  à  la  pointe  sud-ouest  de 
l'Angleterre,  et  les  lies  Bermudes,en  passant  à  hauteur  du  cap  Race, 
au  sud-est  de  Tile  de  Terre-Neuve,  en  arrière  du  grand  banc. 

Ces  notions  historiques  épuisent  ce  que  nous  avions  a  dire  au 
sujet  de  la  loxodromie  durant  le  xviii*  siècle.  Actuellement,  cette 
courbe  a  surtout  un  intérêt  théorique,  et  l'on  ne  s'astreint  plus  à 
la  regarder  comme  la  base  des  routes  marines. 

On  doit  à  Gudermann  l'invention  d'un  système  de  coordonnées 
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sphériques,  dont  il  fit  une  première  application  à  i*étude  d'une 
nouvelle  courbe  transcendante,  la  chaînette  sphérique,  qui  se  rat* 
tache  à  la  loxodromie  par  plusieurs  propriétés  intéressantes  et 
remarquables,  parmi  lesquelles  nous  pouvons  signaler,  par  exemple, 
la  présence  d'un  point  asymptotique. 

L'idée  d'une  comparaison  de  la  loxodromie  avec  la  chaînette 
plane  paraît  être  venue  déjà  au  géomètre  anglais  Perks. 

La  monographie  de  Verdam  contient  aussi  un  grand  nombre  de 
remarques  nouvelles. 

Grunert  et  Plagemann  ont  étudié  les  propriétés  de  la  loxodromie. 
On  doit  au  premier  de  ces  géomètres  une  Trigonométrie  loxodro- 
mique  et  la  notion  de  la  surface  du  triangle  loxodromique  sur  le 
sphéroïde  de  révolution  engendré  par  une  ellipse  tournant  autour 
de  son  petit  axe.  Quant  à  Plagemann,  il  a  donné  une  théorie  des 
lignes  loxodromiques  sur  Tellipsoïde  et  sur  la  sphère. 

Grunert  a  laissé  aussi  des  travaux  sur  la  navigation  suivant  un 
grand  cercle.  On  doit  à  Von  Friesach  la  description  d'une  Table 
spéciale  destinée  à  faciliter  les  règles  à  suivre  pour  l'application  des 
principes  de  la  théorie. 

Il  nous  resterait  encore  à  citer  les  travaux  de  géomètres  contem- 
porains :  il  nous  suffira  de  dire  que  tant  d'études  variées  ont  à  peu 
près  épuisé  la  série  des  propriétés  de  la  loxodromie.  Nous  ne  men- 
tionnerons ici  que  pour  mémoire  les  essais  d'application  de  cette 
courbe  à  la  théorie  des  mouvements  de  l'atmosphère. 

Ici  se  terminent  les  études  de  M.  Gûnther.  On  conçoit  aisément 
la  possibilité  d'en  étendre  le  programme.  Voici,  en  effet,  divers 
sujets  de  recherche  qui  nous  semblent  rentrer  dans  le  même  cadre 
que  les  Mémoires  dont  nous  venons  d'essayer  l'analyse  : 

Théories  et  expériences  relatives  à  l'attraction  de  la  Terre  5  va- 
riation de  la  pesanteur  à  la  surface  et  à  l'intérieur  du  globe; 

Histoire  des  essais  de  représentation  cartographique  ; 

L'OEuvrc  d'Alexandre  de  liumboldt  et  de  Maury  ; 

Discussion  et  résultats  des  nivellements  des  diverses  contrées  du 
globe; 

La  Géographie  physique  considérée  dans  ses  rapports  avec  la 
Météorologie  générale*, 

La  Géographie  physique  des  naturalistes  de  l'antiquité. 


Digitized  by 


Google 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  339 

Toutes  ces  questions,  et  bien  d'auties  qui  surgiraient  incidem* 
ment,  et  que  Ton  ne  peut  prévoir  dès  à  présent,  donneraient  lieu 
k  des  études  fort  curieuses  et  relativement  faciles.  Nous  souhai* 
tons  qu'elles  fixent  l'attention  de  M.  Gûnther  et  des  géomètres  que 
la  variété  et  la  ressource  de  ces  études  pourraient  intéresser. 

H.  Brocard. 


BORCHARDT  (C-W.].  —  Théorie  des  arithmetisgh-gbometrisghbn  Mittels 
Aus  viBR  Elementen.  Aus  den  Abhandlungen  der  Kônigl.  Akademie  der  Wis- 
senscbaften  zu  Berlin,  1878.  Berlin,  1879,  66  pages. 

En  1876,  M.  Borchardt  a  déjà  communiqué  à  l'Académie  de 
Berlin  le  résultat  principal  de  ses  recherches  sur  la  moyenne  arith- 
mético-géométrique  de  quatre  éléments,  résultat  qui  consistait  à 
montrer  de  quelle  manière  on  pourrait  en  déterminer  la  valeur  par 
une  intégrale  double. 

Voici  comment  l'auteur  a  généralisé  la  notion  de  la  moyene 
arithmético-géomé trique  de  deux  éléments. 

Soient  a,  i,  c,  e  quatre  nombres  positifs  et  réels  ^  calculons 


(0 


<?!  = 


{^ab-h  sjcey 
(v/flë-f-  sfbê)> 
{^aê'{-  sfbc)> 


En  répétant  le  calcul  indiqué  un  nombre  de  fois  illimité  pour 
ai,  i|,  C|,  ei,  . . .,  on  obtient  une  suite  infinie  de  quantités  trans- 
formées réelles  et  positives  /?„,  i„,  c„,  e„,  qui  tendent  vers  une  limite 
commune  g"  si  7t  croit  indéfiniment.  La  détermination  de  cette  limite 
fait  l'objet  du  Mémoire.  Pour  pouvoir  résumer  le  résultat  comme 
le  fait  M.  Borchardt  à  la  fin  de  son  travail,  posons  encore 

û  =  «-h  b  -i-c  '\'  e^ 

bi=rt-4-/>  —  c  —  e^ 

c  =  a  —  b  -h  c  —  Cy 

\  e  =:  a  —  b  —  c  -h  c, 
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enfin 

(3)  c'  =  l(v^rH-v^)      c^  =  \{)/7c-^t) 

Alors  on  peut  énoncer  cette  proposition  : 

«  Qu'on  dérive  la  moyenne  arithmético-géométrîqueg^de  quatre 
éléments  réels  et  positifs  a,  &,  c,  e  par  l'algorithme  (i)  réitéré  un 
nombre  de  fois  illimité-,  qu'on  détermine  d'après  (2)  et  (3)  les 
six  quantités  i',  cf  d^  i",  c",  eP  coordonnées  aux  quatre  éléments; 
qu'on  désigne  par  â[^)^  ^W)  ^^^  deux  expressions  homogènes  e» 
coscp,  sincp  et  cosv};,  sin^, 

£[^)=z  (  cosy'  -f-  T-,  smy' 1  (  cosy*  H-  ^-^  sm^' j  I  cosy'  h ;  sui^*J , 

6(4»)  =  I  cosip*4-T-sin.{/*|  (cos^»*  ^- t"^  sinip*}  (cos4»*H y  sîn-j»']; 


alors  on  a 


^N/i/"""'/"'-* 


s/-f  (?)«(+) 


-> 


où  les  racines  carrées  doivent  être  prises  avec  le  signe  positif.  1» 

Dans  ses  Communications  de  1876  et  1877,  M.  Borchardt  n'a- 
vait publié  que  ce  résultat,  sous  une  forme  peu  différente  de  celle 
qu'il  a  choisie  actuellement.  Le  Mémoire  qui  vient  de  paraître  est 
consacré  au  développement  de  la  théorie  qui  Ta  mené  à  ce  but. 
L'Introduction  révèle  complètement  la  marche  de  ses  idées,  et  les 
onze  Sections  suivantes  donnent  en  entier  tous  les  calculs  néces- 
saires pour  les  démonstrations.  Nous  nous  bornons  à  citer  un  pas- 
sage de  l'Introduction  qui  sert  à  caractériser  la  tendance  de  ces 
calculs  : 

«  La  détermination  de  la  moyenne  arithmético-géométrique  de 
deux  éléments  par  une  intégrale  simple,  détermination  que  l'on 
connaît  depuis  Lagrange  etGauss,est  déduite  communément  delà 
transformation  du  second  ordre  des  fonctions  5  elliptiques.  Sem- 
blablement,  le  résultat  que  j'ai  établi  peut  se  démontrer  avec  faci- 


Digitized  by 


Google 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.         34i 

lité  au  moyen  de  la  transformation  du  second  ordre  des  fonctions  d- 
kjperelliptiques  de  deux  variables.  Cependant  je  ne  me  servirai  pas 
de  ce  moyen  dans  ce  qui  va  suivre  ^  mais  comme,  indépendamment 
de  la  théorie  de  ces  transcendantes,  j'ai  été  conduit,  il  y  a  des  an- 
nées, à  la  notion  du  moyen  arithmético-géométrique  de  quatre  élé- 
ments par  des  considérations  algébriques,  j'en  déduirai  aussi  l'ex- 
pression comme  fonction  analytique  de  ces  éléments  par  la  voie 
algébrique.  » 
Voici  encore  les  titres  des  Parties  du  Mémoire  : 
Introduction.  —  1.  Établissement  de  l'algorithme,  notion  de  la 
Ipoyenne  arithmético-géométrique.  —  2.  Introduction  de  six  quan- 
tités coordonnées  aux  éléments.  —  3.  Inversion  de  l'algorithme. 

—  4.  Systèmes  de  variables  qui  sont  en  connexion  avec  les  élé- 
ments et  les  quantités  transformées.  Variables  coordonnées  de  pre- 
mière espèce.  —  5.  Variables  coordonnées  de  seconde  espèce.  Rela- 
tion biquadratique  de  Goepel.  —  6.  Expression  des  seize  variables 
par  des  variables  indépendantes.  —  7.  Seize  agrégats  linéaires  com- 
posés des  variables  x^  j^  z,  w.  Connexion  entre  les  signes  de  ces 
agrégats.  Représentation  d'une  surface  kummérienne  biquadra- 
tique à  seize  points  nodaux  au  moyen  de  la  relation  de  Goepel. 

—  8.  Caractère  invariantif  de  la  fonction  biquadratique  de 
Goepel.  —  9.  Les  parties  centrales  de  deux  surfaces  kummé- 
riennes  dépendant  l'une  de  l'autre  par  transformation  se  cor- 
respondent mutuellement.  —  10.  Formation  d'une  différentielle 
qui  se  change,  k  l'occasion  de  la  transformation,  en  elle-même, 
abstraction  faite  du  facteur  numérique -j.  —  11.  Intégrale  double 
étendue  sur  la  partie  centrale  de  la  surface  kummérienne  qui 
mène  à  la  détermination  du  moyen  arithmético-géométrique. 

E.  L. 


B.  BONCOMPAGNI.  —  Deux  Lettres  inédites  de  Joseph-Louis  Lagrange, 
tirées  de  la  Bibliothèque  royale  de  Berlin  (collection  Meusebach,  portefeuille 
n*  21,  et  collection  Radowitz,  n*  4952).  Berlin,  imprimerie  de  Gustav  Schade 
(Otto  Francke),  1878.  —  Reproduction  photographique,  six  feuillets  non  nu- 
mérotés. 

Cette  nouvelle  publication  de  M.  le  prince  Boncompagni  se  dis- 
tingue de  son  ainée  par  Tintérèt  anecdotique  et  littéraire. 
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Il  est  curieux  de  voir  Lagrange  s'adonner  à  rHistoîrect  lire  avec 
intérêt  l'ouvrage  de  Denina  sur  le  Piémont,  de  Tcntendre  demander 
V Histoire  des  Alathématiques  de  Kaestner,  et  porter  sur  le  livre 
de  Montucla  un  jugement  qui  est  ratifié  par  la  postérité  pour  le 
dernier  Volume  (*),  mais  qui  est  beaucoup  trop  flatteur  pour  les 
premiers  (*). 

Il  n'est  pas  moins  intéressant  de  l'entendre  juger  un  roman  de 
M"*  de  Genlis  (')  et  d'apprendre  ses  relations  avec  le  marquis 
Lucchesini,  ministre  plénipotentiaire  de  Prusse,  et  avec  le  bota- 
niste Thouin. 

La  première  des  deux  Lettres  est  datée  de  ce  Paris,  le  25  nivôs|^ 
an  IX,  »  c'est-à-dire  du  i5  janvier  i8oi.  Une  Note  autographe 
d'Alexandre  de  Humboldt  nous  apprend  que  la  seconde  a  été  écrite 
de  Berlin  à  Laplace.  Celle-ci  ne  porte  pas  de  date  et  celle-là  pas 
d'adresse. 

Mais  on  remarque  bien  vite  que  la  première  est  écrite  à  un 
homme  peu  considérable.  Lagrange  ne  signe  que  par  les  initiales 
L.  G.,  et  les  témoignages  de  politesse  ne  sont  pas  sans  froideur  (^). 
Après  avoir  fait  part  à  son  correspondant  des  remercîments  de 
sa  femme:  «  Elle  a  voulu,  »  écrit-il,  a  profiter  d'un  envoi  que  Fuchs 
avait  à  vous  faire  pour  envoyer  à  son  tour  une  bagatelle  à  M"*  de 
la  Garde.  »  Cette  Lettre  doit  avoir  été  adressée  à  M.  de  la  Garde, 
l'éditeur  de  Mères  rivales  et  de  la  traduction  allemande  de  Vllis- 
toire  du  Piémont. 

Il  n'est  pas  très  difficile  non  plus  de  dater  la  seconde,  au  moins 
d'une  façon  approximative.  Lagrange  remercie  Laplace  de  son  tra- 
vail sur  \^s  Approximations  y  dont  la  première  Partie  parut  en  1780, 
la  suite  en  1809  (^).  Or  il  s'agit  de  la  première,  puisque  Lagrange 

(*)  «  Je  crois  que  la  matière  était  au-dessus  des  forces  de  l'auteur  :  je  parie  de  la 
partie  qui  traite  du  progrès  des  Mathématiques  dans  le  siècle  qui  vient  de  s'écouler.  ■ 

(*)  «  Car,  pour  la  partie  déjà  connue,  il  me  semble  qu'elle  laisse  bien  peu  à  dé- 
sirer. » 

(')  «  C'est,  en  effet,  une  des  meilleures  productions.de  M"*  de  Genlis.  »  M.  Ge- 
nocchi  pense  qu'il  s'agit  des  Mères  rivales,  qui  parurent  en  1800,  à  Berlin,  chex  de  la 
Garde.  {Intorno  a  due  Lettere  del  Lagrange  pubblicate  da  B.  Boncompa-gni,  p.  a.) 

(^)  «  J'ai  reçu,  mon  cher  correspondant....  Je  tous  offre  de  mon  côté  l'hom- 
mage sincère  des  sentiments  par  lesquels  je  vous  suis  attaché  ainsi  que  le  désir  de 
trouver  des  occasions  de  vous  en  donner  des  preuves.  • 

(•)  Histoire  de  VJcadémie  roj-aie  des  Sciences  y  année  1782;  Mémoires  de  l' Institut, 
1809. 
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éiait  alors  à  Berlin.  D'autre  part,  Lagrange  fail  hommage  de  la 
seconde  Partie  d'un  travail  dont  la  première  avait  été  déjà  offerte 
à  Laplace.  M.  le  prince  Boncompagn!  croit  qu'il  est  fait  allusion  à 
la  Théorie  des  ^variations  séculaires  des  éléments  des  planètes, 
dont  la  première  Partie  fut  publiée  dans  les  Nouveaux  Mémoires 
de  l'Académie  royale  des  Sciences,  année  1781  (Berlin,  1783), 
et  la  seconde  dans  la  même  collection,  année  1782  (Berlin,  1784). 
Nous  pouvons  donc  placer  cette  seconde  Lettre  dans  Tannée  1784. 
Nous  n'insisterons  pas  plus  longtemps  sur  ces  pièces,  qui,  pour 
être  analysées  complètement,  devraient  être  reproduites  en  en- 

Les  amis  de  l'histoire  des  Sciences  sauront  gré  à  l'éditeur  du 
libéral  présent  qu'il  vient  de  leur  faire,  et  ils  souhaiteront  de  voir 
se  multiplier  ces  reproductions  héliographiques  qui,  à  l'avantage 
de  rendre  impossibles  les  méprises  de  lecture,  joignent  le  rare  mé- 
rite de  la  couleur  locale.  G.  Henry. 


MÉLANGES. 

DÉTERMIllATIOll  DE  LA  VALEÏÏR-LIMITE  D'UNE  INTÉGRALE  QUI  SE  PRÉ- 
SENTE DANS  LA  THÉORIE  DES  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES  ; 

Pab  m.  p.  d<]  BOIS-REYMOND. 
Établir  la  limite  de 

^   '  Jq      I  —  2 e cos ( ô  —  a] -h  s* 

quand  t  s'approche  de  l'unité. 

L 

Supposons 

i>s>o     et     2îr>'«>o. 
On  commence  par  partager  l'intégrale  J  en  deux  autres,  de  o  à  a 
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et  de  a  à  21:^  ce  qui  donne,  après  un  changement  de  variables, 

^     '  Jq        I  — 2ICOSÔ-+-I*  Jq  I  — 2fCOSe-M* 

En  écrivant  9(6)  au  lîeu  de  /(a — 6)  ou /(a  4- 6),  on  voit 
que  les  deux  intégrales  du  second  membre  de  (2)  ont  la  forme 
commune 

qu'il  faut  discuter. 

n. 

Considérons  en  premier  lieu  l'intégrale  plus  simple 

On  sait  qu'elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(  I  —  t'  ]  sîn  a 
arc  tang  z — >—  -x — \ 

®     I-f-C*)C0S<ï  —  2l' 


mais  cet  arc  tang  a  l'inconvénient  de  n'être  pas  renfermé  entre  — - 

et  -!--•  Pour  le  rendre  tel,  il  faut  lui  ajouter  tt,  comme  je  l'ai 

montré  dans  les  annales  de  Leipzig,  t.  Vil,  p.  aSy.  Toujours  est- 
il  que  cette  forme  de  l'intégrale  (4)  ^^  prête  moins  aisément  à  la 
recherche  qui  nous  occupe,  qu'une  autre  transformation  que  je 
vais  indiquer. 
Dans 


(5)  (y)  =  (._..)£__^ 

Q 

on  introduit  -  au  lieu  de  6,  ce  qui  donne 


ces  9 


(6)  i  (y)  =  (,-.«) 


r/tang- 

(i  — f)»-f-(i-4-s)*tang«; 
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Maintenant,  en  faisant  tans-  ==  t    -  -  9  la  difiereutielle  de  Tin- 

tégraie  prend  la  forme  canonique ^—\  mais  il  est  indispensable 

de  traiter  séparément  les  cas  a  ^  tt  et  a  [>  ?r. 
Supposons  d'abord  a  5  tt.  On  trouve 


(7)  ^^''^=X 

Pour  a  }>  TT,  on  a 


i(y)=(— »*,  /  ^^^ — ô=^'~*"^(  T-^  f)' 

I       (,_,}«+ (n-t)«tang-  V*^"        «^^    / 

•  '  o  ^ 

ô  T  —  ■ 

On  peut  se  servir  de  la  substitution  tanc  -  =  t dans  les 

deux  intégrales  du  second  membre,  en  songeant  que  tang  ~  est 
négative,  de  sorte  que  (7)  devient,  dans  ce  cas, 


14-T» 


A  présent  (j)  est  ramené,  dans  les  deux  cas  a  ^  77,  a  ]^  tt,  à  des 
formes  qui  permettent  d'en  établir  sur-le-champ  la  limite  pour  e 

s' approchant  de  l'unité.  Si, dans  les  équations  (7)  et  (8}, con- 

^  arc  tang  7, 

et  la  seconde  intégrale  dans  (8)  tend  vers  zéro,  h  cause  de  tang- 
négative. 

III. 

Reprenons  maintenant  la  formule  générale  (3)  : 

J==   I ^— i»        2ir>a>o  . 

J^    I  — 2icos^  H- ï-        \       ^     ^     ] 

Bull,  des  Sciences  mathém,,  i*  Série,  t.  III.  (Aoât  1879.)  24 
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La  substitution  tang  -  =  t  — —  l'aurait  transformée,  pour /î^r,en 


(9)  éy=^  ,[aarcung(.l^)]-^, 
et,  pour  «^TT,  en 

(10)  -  i-f-«  rt 

Pour  simplifier,  faisons 

—--  =  7,     tang-=:A,     ^^[aarc  lang(j?)  ]  =  >;/(  j). 
Les  formules  (9)  et  (lo)  deviennent  ainsi 

A 

(9«)       kJ=Ï\{l^)^j,>     (A>o), 

A 


I  —  £ 


Quant  à  y  = >  on  a  o  <[y,  et,  pour  lime  =  i,limy  =  o. 

Cherchons  d'abord  la  limite  de  7  dans  (9«).  Nous  partageons 
cette  intégrale  en  deux  autres  : 


II 


)  i>=X'*i-")r$?-X*i")7^'  ("<'<7)- 


La  fonction  ^(j^)  est  supposée  finie  entre  les  limites  des  inté- 
grales (9^)  et  (io«),  c'est-à-dire  que  (y(6)  =  vî^(x)  est  finie  entre 
les  limites  o5  0<27r.  De  plus,  ^(.r)  est  supposée  intégrable.  C'est 
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à  cela  que  se  bornent  nos  suppositions.  Alors,  à  cause  de  j 

positif  et  du  théorème  ordinaire  des  valeurs  moyennes  : 

J  a  va  * 

lequation  (11)  devient 

A 

(12,  ^Jzrz-yyci)  j    rfaïc  tangT -+- -^  (  yr,  ]  I    rfarctangT,  . 

t,'o  *y  c 

Pour  trouver  la  limite  de  7,  y  tendant  vers  zéro,  nous  suppose- 
rons c  croissant  au  delà  de  toute  limite  pendant  que  y  décroit,  mais 
sous  cette  condition,  que  le  produit  yc  converge  en  même  temps 

vers  zéro,  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  si  Ton  fait  c  =  y  ',  Évi- 
demment on  aura 

lim  ^y  =  -  lim]/  yc,  ) -t- o.  IimT;;('/c,), 

et,  si  Ton  suppose  finalement  encore  que  linnp(o),  (o  <[  cî), 
pour  0=0,  est  une  quantité  déterminée,  quelle  que  soit  la  nature 
de  la  quantité  évanouissante  0,  on  trouve 

(i3)  Hmy  =  7rlim'|(d^),     (^>o). 

L'équation  (lo^)  donne  la  même  limite  dej;  car,  en  opérant  sur 
la  première  intégrale  de  son  second  membre  comme  nous  venons 
de  le  faire  sur  l'intégrale  ^  y  de  Téquation  (p^),  on  voit  immé- 
diatement que  sa  limite  est  7rlim4'(5).  La  seconde  intégrale,  mise 
sous  la  forme 

A 

a  la  limite  zéro,  à  cause  de  ^(yr^)  finie  et  de  A  <^o. 
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Tout  ceci  aboutit  donc  au  t1iéorèni<;  : 
Soit  donnée  l'intégrale 

J^    I  —  26  C(ysÔ  -f-  g*        ^       ^     ^     ff 

la /onction  (f{6)  étant  assujettie  aux  conditions  d'être  intégrable 
dans  l'intervalle  o^ô^aTr,  et  d'ai^oir  une  limite  déterminée 
liin(ip(^)  pour  î^o,  cJ  s' approchant  d'une  manière  quelconque 
de  zéro.  Si  dans  V intégrale  j  la  quantité  e,  supposée  <^i^tend 
vers  l'unité,  j  tend  vers  ir  lim  9  (  ^  ) . 

IV. 

Après  avoir  établi  la  limite  de  y\  celle  de  l'intégrale  J,  qui  est 
l'objet  de  cette  analyse,  n'offre  plus  aucune  difficulté. 
Nous  avons  en  effet,  formule  (2), 

/>«(!- en /-(«-eue       r^^--«(i-c«)/(«-f-&i./9 

J^        1  —  ascosô -*-«*  J^  I  —  2ecoî>ô-t- ôr* 

En  faisant  tour  à  tour /(« -f- 0)  = ':5'(6),/(a  —  (?)  =  ot{ô), /lou.f 
trouvions  pour  a,  contenu  entre  o  et  a7r, 

(i4)  limJ  =  7r[lim/(a  — d^)  -+-  Iim/(« -*- <î)], 

sous  l'hypothèse  du  théorème  que  je  viens  d'énoncer,  quey(x) 
est  intégrable  dans  rintervalle  o^or^aTr,  et  que  limy(a  —  î), 
]iDi/(a  +  ^)  sont  des  valeurs  déterminées,  indépendantes  de  la 
manière  dont  d  s'évanouit. 

Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  a  différent  de  zéro  et  de  2?:. 
Pour  achever  notre  tache,  il  reste  à  trouver  la  limite  de  J  pour  a =0, 
a  =  27t  et  a  en  dehors  de.  l'intervalle  o.  ».  27t. 

Pour  a  =  o  on  fait 

X      i-2ecosô  +  «^       J^         X 

La  première  intégrale  à  droite  donne,  d'après  ce  qui  précède, 
Tk  \imf[d)  pour  limite.  Dans  la  seconde  intégrale,  on  pose 

$  =  7.7:—  <?,. 
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ce  qui  la  transforme  en  celle-ci, 


r 


.«)/(2ir-^,)^'<?i 


1  —  2CCOS0 


dont  la  limite  est  1:  limy*(  27r  —  ô)- 
Donc  on  a,  pour  a  :=  o, 

(i5)  lim  J  =  7r[Iim/((y]  4-  Hin/(  2ir  —  ^) ]. 

Pour  ft  =  27t,  J  ne  change  pas,  de  sorte  qu'on  obtient  la  même 
valeur  de  lim  J. 

Quant  aux  valeurs  de  a  en  dehors  de  V interv'alle  o.  •  •  27:,  elles 
résultent  de  la  périodicité  de  la  fonction  limJ  =  F(a), 

Le  résultat  de  notre  recherche  par  rapport  à  cette  fonction  peut 
donc  s'énoncer  ainsi  : 

La  fonction 

^        Jo      I  —  2«cos(ô  — of) -f- r* 

est,  pour  les  fonctions  f[6)  qui  n'ont  un  nombre  infini  ni  de 
niaxima  et  mininia  ni  de  discontinuités,  identiquement  la  même 
que  celle^i 

F,  J«j==-   I      /( // ) rf«  4- eos a  I      /(a)cosa€/« -+-. . . 

X27r 
/(«)  sxnudtt  -f-, . . . 

Une  première  dillérence  entre  les  deux  représentations  F  (a)  cl 
F|(a)  s'accuse  quand  on  les  applique  à  des  fonctions  possédant 
un  nombre  iuiini  de  maxima  et  minima.  Alors  on  trouverait 
que  la  première  est  bien  plus  générale  que  la  seconde,  qui  se 
refuse  déjà  à  représenter  certaines  fonctions  continues,  tandis 
que  la  première  n'exige  que  l'intégrabilité  de  f[x)^  et  donne 
F  (a)  =  71  [lim/(«  4-^)4-  \im  f{oi  —  cî)]  partout  oit  ces  limiter 
existent. 
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V. 


Une  autre  différence  peut  être  constatée  si  l'on  ne  cherche  pas 
seulement  les  valeurs  lim,-,  J(a)  pour  des  a  fixes,  mais  plus  gé- 
néralement toutes  les  valeurs  lim,  =  ,^j_^  J(€,  a  -h  6)  pour  des  rela- 
tions quelconques  entre  i  —  e  et  â. 

Le  problème  d'établir  dans  sa  conception  la  plus  générale  ia 
limite  d'une  expression  analytique  ne  saurait  être  considéré  comme 
entièrement  résolu  si  sa  limite  mixte,  comme  ou  peut  nommer 
des  limites  telles  que  lim,_,  ^-^  J  (^î^c -f- J),  n'est  déterminée 
aussi.  Ce  problème  des  limites  mixtes  peut  présenter  des  difficultés 
Irès-sérieuses  ;  mais,  pour  des  cas  analogues  a  celui  que  nous  trai- 
tons ici,  on  en  trouve  facilement  là  solution  au  moyen  d'une  pro- 
position que  j'ai  communiquée  dans  les  annales  de  Leipzig 
(t.  VII,  p.  aSi),  et  dont  voici  la  teneur  : 


Soient 


/.O 

J — a 

des  quantités  indépendantes  de  b  et  de  a»  On  aura  générale- 
ment 

(G_-f-  G^)/(x)  =limA=x  J     d?f[?]*[?  -  *,/';, 

en  supposant  A  <^  x  <[  B,  etf(x)  continue  entre  les  limites  A  e^B. 
Mais,  si  f[x)  prend  pour  un  point  x^=Xx  deux  valeurs  dijffé- 
rentes  f(Xi  —  o)  et/^Xt-j-  o)^  on  aura 

HmA=x  .  :r=^.     /       ^?f[  ?  ^  *    13  —  ^y  h  ] 

--/{^i  -f-  o ) G+  -r- /( Xj  —  o )  G_ 


*'o 
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Si  Ton  applicjiir  cc»Uc  formule  à  la  svnc 


•5  M 


du 


'       /[u]cosurla  4-  ...  4-  cos/ia   I       f^^u)cosnudu 
0  •/ o 


o 


-T-sina   /       /  «1  sin//r/// -4- .  . . -h  sîn//a  1       /  u)sinnuduj 
•/ o  t  o 

rn  posant  n  =  h^  r  ^=  a,  X|  =  «1,  elle  devient  [u4nii,  de  Leipzig, 
t.  Ml,  p.  254) 

Hm„=,ao  .  «=*.  F,  (  a,  //)  i^r  ^  [/.;  7.1  4-  o  )  +/;  «j  —  O  )  ] 

o  •'^ 

En  l'appliquant  ensuite  à  la  fonction 

'    ''  2j^         I   —  '2gCOS(Ci  —  «;  -h  î'' 


rt  en  posant 


:  //,  X  =  «,  .r,  =  «1,  on  trouve 


;.6) 


l  11111.=,.  .=.,F(a,«;i--  -[/(a,-l-o)-H/"(«,— 01] 

\  1  2 


(       -i-  [/'>-i  -^  <^)  — /(«i  —  O  ]  lime  =  i.  «r..,  arctang   -j—  *  tang      ^  ""'    • 


Ces  deux  formules  pour  les  limites  mixtes  de  F|  (a,/i)  et  F(a,e) 
peuvent   èlre  comparées,    si    Ton  suppose  les    quantités  //  =  n, 

//  = •  égales . 

I  —  e     " 

Soit,  par  exemple, 

/,  — 1_, 

a  —  «1 

selon  que  «^«n  ^^  P  signifiant  une  constante  arbitraire.  Nos  deux 
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formules  deviennent 


Hin„=x  .«=«,Fi  («,/»)  =  -[/(«i-i-o)  -+-/{«,  — o)] 

«/o       -^ 


TT 


lmii=,..=«,F[«,£;  — -[/(«H-o)  4- /(a,—  o)] 


:s 


—  [/(«i  -^-  o)  — /(«i—  o}]  arc  tango, 

et  donnent  évidemment  des  valeurs  de  F  vx  F,   diOerentes  entre 
elles  quand  on  assigne  des  valeurs  quelconques  à  l'arbitraire  p. 

Les  n°*  IV  et  V  de  cet  article,  notamment  les  formules  (i4)î  [}^) 
(i6),  contiennent  la  solution  complète  du  problème  proposé. 
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LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

QDAI  DES  AUGOSTINS,  55,   A  PARIS. 

BULLETIN  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

ET  ASTRONOMIQUES. 

[Journal  Mensuel,) 

Le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  fondé  en  1870,  a  formé 
par  an,  jusqu'en  1873,  un  volume  de  sS  à  !26  feuilles  grand  in-8  (tomes  I,  II,  III). 
—  Â  partir  de  cette  époque,  un  accroissement  considérable  lui  a  été  donné,  sans 
augmentation  de  prix,  et  ce  Journal  s'est  composé,  depuis  janvier  1873  jusqu'en 
décembre  1876,  de  2  volumes  par  an  (i  volume  par  semestre,  avec  Tables),  com- 
prenant en  tout  \i  feuilles  grand  in-8  environ.  Les  tomes  1  à  XI,  1870  à  1876, 
constituent  la  1''"  Série. 

La  2*  Série,  qui  a  commencé  en  janvier  1877,  forme  chaque  année  un  Ouvrage 
de  5o  feuilles  environ  (854  pages),  ^"^  comprend  deux  Parties  ayant  une  pagination 
spéciale  et  pouvant  se  relier  séparément.  La  V^  Partie  contient:  \^  Comptes  rendus 
de  Livres  et  Anal/ses  de  Mémoires;  2°  Mélanges  scientifiques,  Traductions  de  A/ié- 
moires  importants  et  peu  répandus,  et  Réimpression  d'Ouvrages  rares.  La  II*  Partie 
contient  :  Revue  des  Publications  académiques  et  périodiques. 
Les  abonnements  sont  annuels  et  partent  de  janvier. 
Prix  pour  un  an  (i3  numéros)  : 

Paris 18  fr. 

Départements  et  Union  postale 20 

États-Unis  de  l'Amérique  du  Nord 2a 

Autres  pays 2/1 

La  l*^*  Série,  Tomes  I  à  XI,  1870  à  1876,  suivie  de  la  Table  générale  des  onze 
Tolumes,  se  vend 90  fr. 


OUVRAGES  REÇUS  PAR  LA  RÉDACTION. 

(suite.) 

Cassani  (P.).  —  Sopra  due  fochi  particolari  in  un  sistema  di  due  specchi  concavi. 
(Memorie  délia  Società  degli  spettroscopisti  italiani,  t.  Vï,  1877),  In-^»  ^1  p. 

—  La  cfuadrica  dei  dodicî  punti  e  le  sue  relazioni  con  altri  elementl  geometrici. 
{Atti  delR.  Istituto  f^eneto,  t.  V,  5«  série,  1870).  In^,  13  p. 

—  Intorno  ad  alcune  generazioni  délia  retta  e  del  piano.  {Ateneo  Feneto,  2  geo- 
najo  1879).  Gr.  in-8,  9  p. 

Catalan  (E.  ).  --  Sur  les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  et  de  la  surface  des 

ondes.  {Association  Française  pour  Vavaneement  des  Sciences.  Congrès  do  Paris, 

1878).  In-8,  7  p. 
Crbmona  (L.\  —  Domenico  Chelini.  Cenno  necrologico.  {Atti  délia  R.  Acead.  dei 

Lincei,  vol.  3",  série  3*,  Transunti,  5  gennajo  1879).  '""h  ^  p. 
CuRTZE  (M.). — Jahresbericht  ûber   Mathematik,    Astronomie  und  Mechanik  im 

Alterthum  fur  1813-1877.  {Jahresbericht  Uber  die  Fortschritte  der  classisehen  Al- 

terthumswissenscna/t),  ln-8,  69  p. 

4E^APK)  (4. -M.).  —  AeKv^m  iicqiicAeHiii  6e3KOHeqHO-MajiwxT>. 
Vacmb  Bmopan.  npH.Ao»ceHifl  HcqHc^eHifl  GesKOHeqHO-Ma.iux'b. 
XaphROBi,  1876.  Lithographie,  grand  in-4>  168  p. 
Dr  Tillt.  —  Essai  sur  les  principes  fondamentaux  de  la  Géométrie  et  de  la  Méca- 
nique. {Mémoires  de  la  société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Rordeaax, 
a*  série,  t.  III,  1879).  Gr.  in-8,  viii-192  p.,  2  pi. 

—  Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  A.-H.-E.  tamarle.  {Annuaire  de  VAcad,  roy\ 
de  Belgique,  !\^*  année,  1879).  In-18,  49  P-  -  " 

Erestrôh  (G.).  —  Framst&llning  af  striden  om  det  isoperimetrlska  problemet. 
(Upsala  Universitets  Ârsskrift,  1876).  Gr.  în-8,  77  p. 

—  Differenskalkylens  historia*  {ïbid,,  1879).  Gr.  in-B,  71  p. 

{A  suivre. 
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roUCAULT  (Léon).  —  Recueil  de  ses  travaux  scientifiques,  publié  par  Ma- 
dame veuve  Foucault,  sa  mère,  mis  en  ordre  par  C.-M.  Gariel,  ingénieur 
des  Ponis  et  Chaussées,  et  précédé  d'une  Notice  sur  les  Œuvres  de  L.  Fou- 
cault, par  J.  Bertrand,  Secrétaire  perpétuel  de  TAcadémie  des  Sciences,  i  vol. 
in-4*,  xxviii-Sqï  pages,  accompagné  d'un  allas  de  19  PI.  •—  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1878. 

AVERTISSEMENT. 

En  acceptant  la  pieuse  mission  de  présenter  au  inonde  savant  le 
Recueil  des  Mémoires  de  Léon  Foucault,  j'avais  songé  d'abord  à  tra- 
4!erle  rapide  résumé  des  ingénieuses  inventions  qui  lui  sont  dues. 
Un  tel  travail  serait  sans  utilité  ^  la  simplicité  et  la  netteté  sont  le» 
qualités  dominantes  des  pages  qui  vont  suivre,  et  il  suffît  de  dire  au 
lecteur  curieux  :  Lisez  et  jugez.  Le  temps  n'est  plus  où  il  fallait, 
pour  défendre  le  génie  inventif  de  Léon  Foucault,  en  montrer  le 
principe  et  le  guide  dans  une  science  exacte  et  profonde  ^  au  moment 
où  une  mort  prématurée  nous  l'a  enlevé,  il  avait,  depuis  bien  des 
années  déjà,  conquis  le  rang  élevé  que  la  postérité  doit  lui  conserver. 

L'histoire  de  ses  études  est  celle  de  ses  découvertes.  11  apprenait 
en  inventant  et  consultait  la  Science  suivant  ses  besoins  et  dans  la 
mesure  nécessaire  seulement;  bien  souvent,  au  début  d'une  recherche 
nouvelle,  il  avait  recours  à  l'érudition  de  ses  amis,  et,  en  se  fai- 
sant enseigner,  sans  aucun  embarras,  les  premiers  éléments  d'une 
théorie  classique,  il  prenait  l'indication  des  Ouvrages  à  consulter. 
Quelques  mois  après,  ceux  qu'il  avait  surpris  par  l'absence  des  no- 
tions élémentaires  dans  nos  écoles  le  retrouvaient  riche  d'une  in- 
vention ingénieuse  et  brillante,  prêt  à  en  discuter  les  conséquences 
et  les  principes,  aussi  bien  préparé  à  tenir  tête  aux  savants  qu'à 
éclairer  les  ignorants. 

Léon  Foucault  ne  fut  élève  d'aucune  école  \  les  études  classiques 
semblaient  dans  son  enfance  trop  fatigantes  pour  son  esprit  rêveur; 
il  fut  un  écolier  médiocre,  et  jugea  nécessaire,  à  la  fin  de  ses  études, 
de  se  faire  aider  par  un  répétiteur  pour  préparer  l'examen  du  bac- 
calauréat. 

11  commença  ses  études  en  Médecine,  mais  un  Cours  de  Micro- 
scopie,  dont  il  devint  l'auditeur  assidu  et  bientôt  après  l'habile  pré- 
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parateur,  lui  révéla  ses  facultés  d'expérimentateur.  Le  professeur 
ctaitleD*"  Donné,  quî,  sachant  apercevoir  dans  ce  jeune  homme 
si  habile  à  monter  un  appareil  un  esprit  aussi  droit  que  pénétrant, 
le  présenta,  dès  Tannée  i845,  comme  son  successeur^  à  la  rédaction 
scientifique  du  Journal  des  Débats.  Foucault  avait  alors  26  ans. 

La  tâche,  périlleuse  à  plus  d*un  titre,  exigeait  beaucoup  de 
science,  et  Foucault  se  proposait  d'en  acquérir;  beaucoup  de  pru- 
dence en  môme  temps  et  de  sens  critique  :  il  y  mêla  beaucoup  de 
hardiesse.  Toujours  attentif  à  ne  pas  se  compromettre  par  des  juge- 
ments erronés  ou  douteux,  ses  appréciations  n'avaient  rien  de 
banal.  Entre  tant  de  travaux,  non  moins  différents  par  le  but  que 
par  la  méthode,  il  marquait  nettement  ses  préférences,  non  sans 
quelque  dédain  pour  la  Science,  si  élevée  qu'elle  fût,  quand  elle  se 
déployait  sans  résultat  immédiat  et  précis. 

Malgré  l'importance  croissante  de  ses  propres  travaux,  il  n'aban- 
donna jamais  complètement  cette  tache  qu'il  aimait  et  dans  laquelle 
la  franchise  de  ses  jugements,  toujours  pleins  cependant  de  con- 
venance et  de  courtoisie,  a  éveillé  plus  d'une  rancune  et  par  là 
peut-être  retardé  ses  succès. 

Léon  Foucault,  associé  bientôt  à  un  collaborateur  digne  de  lui, 
tourna  ses  premières  recherches  vers  la  Photographie,  puis  vers  les 
questions  les  plus  élevées  de  la  théorie  de  la  lumière,  en  faisant 
faire  à  l'expérience  fondamentale  des  interférences  un  progrès 
aussi  considérable  qu'inattendu.  Cette  admirable  expérience,  si 
justement  célèbre  dans  l'histoire  de  la  Science,  fait  paraître,  on  le 
sait,  des  raies  complètement  obscures  à  la  rencontre  de  deux  rayons 
dont  chacun,  s'il  était  seul,  donnerait  une  lumière  brillante  et  pure. 
L'explication  depuis  longtemps  n*est  plus  douteuse  ^  Téther,  dont 
les  vibrations  propagent  la  lumière,  est  excité  en  sens  opposé  au 
point  de  rencontre  des  deux  rayons  quî  se  contrarient  et  se  détrui- 
sent 5  il  suffit  pour  cela  que  la  différence  des  chemins  parcourus 
depuis  la  source  commune  corresponde  à  une  différence  de  phase. 
Dans  les  expériences  antérieures  de  Fresnel  et  de  Thomas  Young, 
rette  différence  de  marche  correspondait  à  un  petit  nombre  de  lon- 
gueurs d'onde  ;  MM.  Fizeau  et  Foucault,  par  une  disposition  ingé- 
nieuse et  simple,  l'ont  portée  jusqu'à  8000  longueurs  d'onde, 
en  ajoutant  une  preuve  nouvelle  et  brillante  à  la  parfaite  précision 
de  la  théorie.  Arago,  si  bon  juge  de  ces  matières,  et  glorieusement 
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inêlé  lui-même  à  riiistoire  de  ces  mémorables  découverles,  fît  à  cet 
élégant  travail  le  plus  chaleureux  accueil  et  conmiença  à  espérer 
que  Fresuel  aurait  des  successeurs. 

Mi\I.  Fizeau  et  Foucault  étaient  trop  ingénieux  Pun  et  l'autre  à 
inventer  de  belles  expériences,  trop  habiles  en  même  temps  à  les 
réaliser,  pour  avoir  besoin  d'aide  et  d'appui.  Leur  collaboration, 
quoique  très  fructueuse  pour  leur  commune  renommée,  dut  cesser 
cependant  le  jour  où  chacun  d'eux,  en  pressentant  des  découvertes 
de  premier  ordre  et  se  sentant  la  force  de  les  réaliser  seul,  voulut 
s'en  réserver  la  gloire  tout  entière.  Leur  séparation,  en  effet,  fut 
suivie,  pour  tous  deux,  d'expériences  aussi  brillantes  que  neuves 
dont  le  retentissement  fut  immense.  Je  n'ai  pas  à  faire  connaître 
ici  les  admirables  travaux  de  M.  Fizeau  ;  il  est  moins  nécessaire 
encore  d'analyser  en  tête  de  ce  Volume,  où  elles  sont  si  bien  expo- 
sées, les  découvertes  presque;  simultanées  de  Foucault,  dirigées 
bientôt  vers  des  régions  entièrement  diflërentes  ;  on  me  pardonnera 
cependant  de  reproduire  ici  une  Notice  écrite  en  1864  dans  le  but 
très-hautement  proclamé  d'aider  Léon  Foucault  dans  une  candi- 
dature académique.  Le  jugement  que  j'y  porte,  relu  après  quatorze 
ans,  me  semble  strictement  équitable;  mon  amitié  n'a  rien  exagéré  : 
il  sera  ratifié,  j'en  ai  le  ferme  espoir,  par  le  suifrage,  aujourd'hui 
impartial,  de  tous  les  juges  compétents.  Je  ne  veux  rien  changer  à 
ces  pages,  qui  out  procuré  à  Foucault,  je  suis  heureux  de  citer  ses 
propres  expressions,  une  des  joies  de  sa  vie. 

Cette  joie,  hélas!  fut  une  des  dernières.  Lorsque  tout  semblait 
lui  sourire  et  que,  compté  parmi  les  maîtres  de  la  Science,  il  éprou- 
vait et  retrempait  ses  forces  dans  une  lutte,  toujours  heureuse, 
avec  les  difficultés  pratiques  des  problèmes  industriels,  quelques 
jours  après  le  succès  d'une  expérience  décisive,  il  tombait  terrassé 
par  un  mal  sans  espoir.  Un  voile  chaque  jour  plus  épais  enveloppait 
sa  pensée,  intacte  jusqu'au  dernier  jour,  en  l'obscurcissant  sans 
l'éteindre  et  l'isolant  sans  l'affaiblir  \  quand  elle  perçait  le  nuag(* 
qui  l'entourait,  la  mémoire  des  mots  lui  manquait.  Tout  en  lui  était 
frappé  à  la  fois  ;  sa  vue  rapidement  ailaiblie  lui  permettait  à  peine 
de  reconnaître  les  amis  qu'il  invitait  encore  «1  venir  causer  devant 
lui.  (c  Je  comprends  tout  »,  disait-il  avec  eifort  ;  et»  par  un  ge&tc 
désespéré,  il  marquait  à  la  fois  la  fermeté  de  sa  pensée,  l'impossi- 
bilité de  Texprîmer  et  la  triste  certitude  d'une  fin  prochaine.   11 
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n'avait  pas  achevé  sa  tàclie  :  de  nouvelles  et  précieuses  inventions 
étaient  entrevues  et  ébauchées  ;  malheureusement  il  écrivait  peu,  et 
sa  famille,  en  publiant  les  courtes  Notes  inédites  qu'il  a  laissées, 
aura  seulement  la  triste  consolation  de  montrer  que  la*  Science,  eu 
même  temps  qu'elle,  a  fait  une  perte  irréparable  et  profonde  (  ^}. 

J.  Bertkaivd. 


(*)  Jean-Bernard-Léon  Foucault  naquit  à  Paris  le  19  septembre  1819;  il  était  fils 
d'un  libraire  que  d'intéressantes  publications  sur  l'histoire  de  France  ont  fait  con- 
naître. Sa  vie  ne  présente  d'autres  éyénements  à  rapporter  que  les  découvertes  qu'il  a 
faites;  quelques  dates  suffiront  pour  compléter  tous  les  renseignements  qui  peuvent  ètr« 
intéressants  pour  la  postérité  et  qui  n'ont  pas  été  consignés  dans  la  Notice  précédente. 

Après  avoir  passé  sa  thèse  de  docteur  es  sciences  physiques,  sur  la  détermination  de 
la  vitesse  de  la  lumière,  en  i853,  L.  Foucault  fut  nommé  physicien  à  rObservatoirc 
en  1854  :  cette  place  fut  créée  pour  lui  d'après  les  idées  de  l'empereur  Napoléon  lU. 
En  .1863,  il  devint  membre  du  Bureau  des  Longitudes. 

Il  avait  reçu  la  croix  de  la  Légion  d'honneur  après  l'expérience  du  pendule  (1801') 
et  il  était  nommé  officier  en  186a. 

En  1857,  il  se  présentait  à  l'Académie  des  Sciences  et  il  obtenait  asseï  de  voix  pour 
qu'il  y  eût  ballottage  :  il  échouait  cependant.  Il  l'emportait,  en  revanche,  après  une 
lutte  qui  se  traduisit  par  trois  scrutins  successifs,  lorsqu'il  posa  sa  candidature  une 
seconde  fois  en  i865  :  il  succédait  à  Clapeyron. 

11  était  membre  correspondant  de  la  Société  Royale  de  Londres,  qui  lui  décerna,  en 
i855,  une  des  plus  hautes  récompenses  qu'un  savant  puisse  ambitionner  :  la  grande 
médaille  d'or  de  Gopley.  Les  Académies  de  Berlin,  de  Saint-Pétersbourg  et  la  plupart 
des  corps  savants  de  l'étranger  l'appelèrent  successivement  dans  leur  sein. 

En  1867,  l'installation  de  son  dernier  modèle  do  régulateur  à  l'Exposition  univer- 
selle l'avait  vivement  préoccupé,  par  suite  des  difficultés  exceptionnelles  qu'il  avait 
rencontrées  dans  la  nature  des  machines  dont  il  s'agissait  de  régler  la  marche  :  une 
machine  à  tisser  et  une  machine  à  travailler  le  bois.  Les  opérations  du  jury  des  ré- 
compenses, dont  il  faisait  partie,  avaient  également  contribué  à  le  fatiguer.  Une  cniell<^ 
maladie  vint  le  frapper  dans  le  courant  du  mois  de  juillet  :  la  parah'sie  se  manifesta 
d'obord  par  un  léger  engourdissement  de  la  main.  II  ne  se  fit  pas  illusion  sur  ion 
état  et,  dès  les  premiers  symptômes,  comprit  qu'il  était  perdu.  Peu  à  peu  la  parole 
s'embarrassa,  la  vue  fut  atteinte,  et  après  sept  mois  d'un  long  martyre  il  mourut  le 
1 1  février  1868. 

Après  sa  mort,  une  Commission,  composée  de  MM.  Rolland,  directeur  général  des 
manufactures  de  l'État,  J.  Regnault,  directeur  de  la  Pharmacie  centrale,  professeur  à 
In  Faculté  de  Médecine;  Wolf,  astronome  à  l'Observatoire  impérial,  Ad.  Martin, 
docteur  es  sciences;  Lissnjous,  professeur  au  Lycée  Saint-Louis,  fut  chargée  de  pré- 
parer la  publication  des  OEuvres  de  L.  Foucault,  par  les  ordres  de  l'empereur.  Les 
événements  malheureux  de  1870  ont  rois  fin  à  ces  projets. 

La  mère  de  L.  Foucault,  qui  conserve  pour  la  mémoire  de  son  fils  un  pieux  et  tendre 
souvenir,  a  repris  l'idée  abandonnée  par  suite  de  ces  désastreuses  circonstances  :  par 
son  ordre,  et  h  ses  frais,  les  travaux  scientifiques  de  L.  Foucault  ont  été  réunis,  et  elle 
a  assuré  leur  publication,  souhaitant  seulement,  et  ce  souhait  a  été  rempli,  de  vivre 
assez  pour  voir  la  réalisation  complète  de  cette  pensée,  qui  sauvegardera  l'hérilage 
scientifique  d'un  homme  dont  les  découvertes  ont  enrichi  la  Science.  C.  M.  G. 
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Des  progrès  de  la  Méctutique  (•). 
M.  LÉON  FOUCAULT. 

L'Evangile  a  dît  :  «  Celui  qui  croit  ne  sera  pas  jugé.  »  Les  savants 
devraient  s'inspirer  de  cette  maxime  et  dire  à  leur  tour  :  Celui  qui 
trouve  ne  sera  pas  jugé.  Toute  méthode  qui  fait  trouver  doit  être 
accueillie  avec  reconnaissance^  et  quiconque  apporte  une  vérité 
nouvelle  doit  toujours  être  bien  reçu.  Les  voies  de  la  Science  sont 
infinies,  et  le  plus  grand  préjudice  que  Ton  puisse  lui  porter  est 
d'en  proscrire  quelques-unes  en  décourageant  par  un  injuste  dédain 
ceux  qui  les  suivent  ou  les  développent.  Plus  large  et  plus  féconde 
sera  la  voie  dans  laquelle  un  grand  homme  aura  engagé  ses  con- 
temporains ou  la  postérité,  plus  méritants  et  plus  utiles  seront  sou- 
vent les  esprits  rebelles  qui,  refusant  le  joug,  persisteront  dans  les 
vieilles  méthodes  ou  sauront  s'en  créer  de  nouvelles. 

Deux  puissants  génies  ont,  à  des  époques  différentes,  changé  la 
face  de  la  Géométrie  et  celle  de  la  Mécanique.  Descartes  et  Lagrangc, 
à  deux  siècles  d'intervalle,  ont  créé,  l'un  la  Géométrie  analytique, 
l'autre  la  Mécanique  analytique;  ils  ont  montré  comment  le  Calcul 
algébrique  et  l'Analyse  infinitésimale  embrassent  dans  leurs  combi- 
naisons la  solution  de  tous  les  problèmes  de  Géométrie  et  de  Méca- 
nique, sans  qu'il  soit  nécessaire  de  recourir  aux  raisonnements  faits 
sur  la  figure  ou  inspirés  par  l'étude  profonde  des  mécanismes, 
comment  on  peut  espérer  d'obtenir  la  proportion  des  figures  et  des 
mouvements  au  moyen  de  règles  uniformes  qui  remplaceraient  le 
génie  du  géomètre  par  la  patience  du  calculateur. 

La  Mécanique  a  été  renfermée  dans  une  seule  formule,  mais  il 
est  difficile  de  l'en  faire  sortir  :  cette  haute  vérité,  qui  contient 
toutes  les  autres,  ne  les  montre  facilement  que  lorsqu'on  les  con- 
naît à  l'avance.  La  raison  soumise,  avant  d'être  éclairée,  y  trouve 
rarement  la  vue  distincte  de  chaque  résultat  particulier,  et  ce  n'est 
pas  par  là  que  ceux  qui  ne  voient  pas  commenceront  à  voir.  Parce 
que  Lagrange  s'est  élevé,  par  un  admirable  effort  de  génie,  jusqu'/i 
la  source  de  toutes  les  vérités  de  la  Science,  n'a-t-on  plus  qu'à  se 

(*)  Voir  Revue  des  Deux-Mondes,  i**  mai  1864. 
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confier  au  courant  en  abandonnant  le  gouvernail  pour  se  laisser 
doucement  et  paisiblement  descendre?  Ce  n'est  pas  ainsi  qu'il  le 
faut  entendre.  Le  fleuve  n'est  pas  navigable,  et  il  n'est  pas  donné  à 
tous  de  le  parcourir  sans  rencontrer  bien  des  écueils.  En  présence 
de  cette  formule  maîtresse  qui  contient  tout,  il  reste  beaucoup  à 
chercher,  et  pour  la  transformer  en  vérités  sensibles  il  faut  être 
doué  d'un  génie  spécial,  qui  n'est  à  proprement  parler  ni  celui  de 
la  Mécanique  ni  celui  de  la  Géométrie. 

Lors  même  que  les  géomètres,  réussissant  dans  cette  grande  en- 
treprise, atteindraient  le  but  vers  lequel,  depuis  plus  d'un  demi- 
siècle,  ils  s'avancent  incessamment,  et  qui  dépasse  peut-être  la 
portée  de  l'esprit  humain,  la  Mécanique  ne  serait  pas  absorbée  par 
l'Analyse^  les  deux  sciences,  unies  d*un  lien  de  plus  en  plus  étroit, 
n'en  resteraient  pas  moins  distinctes  et  grandiraient  l'une  par  l'autre 
en  se  prêtant  un  mutuel  secours.  La  perfection  des  méthodes,  pas 
plus  là  qu'ailleurs,  ne  pourra  jamais  suppléer  à  la  puissance  du 
talent,  et  les  grands  génies,  quoi  qu'il  arrive,  conserveront  la  pos- 
sibilité de  faire  de  grandes  découvertes. 

((  Toutes  les  grandes  choses  ont  leur  excès  »,  a  dit  un  illustre 
écrivain  ;  cela  est  vrai,  même  dans  la  Science.  Quoique  l'on  ne  soit 
jamais  allé  jusqu'il  rejeter  l'étude  directe  des  questions  particu- 
lières, on  s'est  trop  souvent  élevé  au-dessus  d'elles  -,  les  belles  mé- 
thodes générales  de  la  Mécanique  analytique  ont  été,  pendant  quel- 
que temps,  suivies  d'une  manière  trop  exclusive,  et,  en  s'attachant  à 
montrer  ce  que  les  divers  problèmes  ont  d'identique,  on  s'est  exposé 
à  perdre  de  vue  ce  qui  les  distingue  les  uns  des  autres.  Les  géo- 
mètres purs,  en  embrassant  avec  une  savante  monotonie  l'infinie 
variété  des  détails  connus  dans  l'application  des  formules,  en  van- 
tant l'élégance  et  l'uniformité  de  leurs  méthodes,  en  y  pliant  peu  à 
peu  l'enseignement  tout  entier  de  la  Science  dans  tous  les  pays,  ont 
acquis  à  leurs  procédés  préférés  une  autorité,  je  dirai  presque  une 
tyrannie,  sous  laquelle  les  méthodes  opposées,  plongées  dans  un 
sommeil  que  nul  ne  troublait  plus,  semblaient  mourir  faute  d'ali- 
ments. 

On  raconte  que,  il  y  a  une  trentaine  d'années  à  peine,  un  profes- 
seur, curieux  des  vieilles  traditions,  avait  eu  recours  aux  méthodes 
ilu  géomètre  grec  Apollonius  pour  démontrer  par  la  Géométrie 
juire  l(\s  propriétés  principales  des  sections  coniques;  ses  élèves. 
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avancés  déjà  dans  la  Science,  mais  habitués  à  rattacher  toutes  leurs 
recherches  à  la  méthode  de  Descartes,  exclusivement  suivie  jusque- 
Jà,  furent  charmés  de  l'élégance  de  ces  idées  nouvelles  à  leurs  yeux 
et  de  la  facilité  inattendue  avec  laquelle,  disaient-ils,  Tapplication 
de  V Algèbre  à  la  Géométrie  pouvait  se  traiter  sans  Algèbre, 

Trois  hommes  supérieurs  ont  réagi,  surtout  à  notre  époque, 
contre  cette  exagération  d'une  idée  grande  et  féconde  et  contre 
l'abandon  des  procédés  les  plus  fins  et  les  plus  brillants  de  l'esprit 
humain  :  M.  Poncelet,  dans  son  Traité  des  propriétés  projectiv^es, 
et  M.  Chasles,  dans  ses  nombreux  et  admirables  écrits,  ont  gagné, 
vraisemblablement  pour  toujours,  la  cause  des  méthodes  qui  les  ont 
conduits  si  haut,  tandis  que  M.  Poinsot,  dans  une  série  de  Mémoires 
qui  resteront  d'impérissables  modèles  d'élégance  et  de  profondeur, 
montrait  que,  dans  la  Mécanique,  rien  ne  dispense  de  considérer 
les  choses  en  elles-mêmes,  sans  jamais  les  perdre  de  vue  dans  le 
cours  du  raisonnement.  L'étude  des  beaux  travaux  que  je  viens  de 
citer  serait  intéressante  et  instructive  à  plus  d'un  titre  ;  mais  chaque 
jour  voit  augmenter  le  nombre  des  lecteurs  sérieux  qui  les  consi- 
dèrent à  bon  droit  comme  classiques,  et  celui  qui  voudrait  aujour- 
d'hui chercher  à  les  défendre  contre  une  appréciation  inintelligente 
et  injuste  arriverait  une  trentaine  d'années  trop  tard.  Les  chefs- 
d'œuvre  sont  peu  à  peu,  quoi  qu'on  fasse,  acceptés  comme  ils  doi- 
vent l'être^  ils  ne  changent  pas  toujours  les  esprits,  mais  ils  s'im- 
posent à  leur  attention.  Nul  n'oserait,  par  exemple,  aujourd'hui 
contester  l'importance  et  la  hauteur  des  travaux  mécaniques  de 
Poinsot^  il  semble  évident  déjà  que  la  postérité  doit  placer  l'illustre 
auteur  de  la  Statique  bien  au-dessus  des  contemporains,  jadis  plus 
célèbres,  qui  l'ont  si  longtemps  méconnu.  Poisson  disait,  au  sein 
même,  je  crois,  du  Bureau  des  Longitudes  :  «  Si  Poinsot  se  présen- 
tait à  l'École  Polytechnique,  ma  conscience  ne  me  permettrait  pas 
de  l'y  admettre.  »  La  Section  de  Géométrie,  en  i8i3,  était  moins 
sévère  dans  son  jugement  et  consentait  à  l'inscrire  au  troisième 
rang  sur  la  liste  des  candidats  à  la  succession  de  Lagrangc  :  l'Aca- 
démie le  nomma  et  fit  bien.  Une  exposition  de  l'ensemble  de  ses 
travaux  et  des  idées  neuves  qu'il  a  apportées  dans  la  Science  aurait 
été  alors  une  œuvre  utile  et  méritante;  sans  avoir  aujourd'hui  la 
même  raison  d'à-propos,  elle  offrirait  encore  un  intérêt  sérieux. 

Les  travaux  que  je  veux  signaler  aujourd'hui  sont  dus  à  un  esprit 
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iin  et  délicat  dont  l'analogie  avec  celui  de  Poinsot  m'a  scarent 
frappé.  Les  voies  qu'ils  suivent  sont  très-différentes  :  la  science  de 
l'un  tend  à  la  pratique,  celle  de  l'autre  à  la  contemplation  ;  mais 
ils  ont  tous  deux  le  même  sentiment  profond  de  la  réalité  ;  ils  té- 
moignent pour  les  routes  battues  le  même  éloignement,  poussé 
parfois  jusqu'à  l'injustice^  il  considèrent  tous  deux,  avec  un  dédain 
que  je  ne  partage  pas,  les  travaux  estimables  qui,  de  près  ou  de  loin, 
ressemblent  au  devoir  d'un  bon  écolier,  et,  pour  ajouter  enfin  un 
dernier  trait  qui  leur  est  commun,  tout  ce  qui  dans  la  Science  ne 
leur  semble  pas  clair  n'existe  pas  à  leurs  yeux.  M.  Léon  Foucault  se 
sent  capable  d'inventer -,  absorbé  par  l'exploitation  de  ses  idées, 
qu'il  creuse  consciencieusement,  sans  se  décourager  jamais,  il  nv 
se  croit  pas  toujours  le  temps  d'amasser  des  vérités  dont  l'usagr 
semble  encore  lointain,  et,  pour  combler  les  lacunes  d'une  instruc- 
tion mathématique  très-solide,  mais  peu  étendue,  il  attend  systé- 
matiquement que  le  besoin  s'en  fasse  impérieusement  sentir. 

On  lit  dans  Galilée  un  passage  très-curieux  où,  après  avoir 
énoncé  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  il  déclare,  pour  toute 
démonstration,  que  quiconque  niera  le  théorème  ou  conservera 
seulement  le  plus  léger  doute  prouvera  qu'il  ne  comprend  rien  h 
la  théorie  des  machines.  M.  Foucault  prononce  avec  la  même  con- 
viction des  anathèmes  du  même  genre  contre  ceux  qui  contestent 
l'exactitude  de  ses  conceptions  ;  il  va  tout  droit  où  le  conduit  sa  vue, 
et,  comme  il  est  fort  clairvoyant,  il  n'admet  pas  qu'on  le  soit  moins 
que  lui  :  ses  contradicteurs  sont  pour  lui  rebelles  à  la  vérité,  et  il 
les  accuse  de  nier  l'évidence.  S'il  se  trompait  souvent  ou  seulement 
quelquefois,  on  pourrait  lui  reprocher  l'ignorance  volontaire  des 
formes  classiques^  mais,  ses  «assertions,  qui  ont  tant  occupé  les 
géomètres,  s'étant  toujours  trouvées  exactes,  je  vois  dans  cette  igno- 
rance même  la  preuve  d'un  mérite  original  et  très-supérieur. 

I. 

La  première  invention  mécanique  de  M.  Foucault  est  l'éclatante 
démonstration  qu'il  a  donnée  du  mouvement  de  la  Terre,  en  le  ren- 
dant sensible  à  tous  les  yeux  au  moyen  d'un  pendule  librement 
suspendu  à  un  (il.  L'influence  que  la  rotation  de  la  Terre  devrait 
exercer  sur  les  phénomènes  observables  à  sa  sm'face  a  été  l'une  des 


Digitized  by 


Google 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  36i 

premières  objections  adressées  à  Copernic.  On  énumérait  des  con> 
séquences  très-dures  à  admettre,  qu'il  semblait  impossible  d'éviter 
après  avoir  accepté  le  principe^  mais  ses  partisans  ont  facilement 
dissipé  ces  vaines  et  chimériques  préoccupations  et  fait  triompher 
la  vérité  par  des  réponses  complètement  décisives.  Ils  ont  montré 
que,  malgré  la  rotation  de  la  Terre,  les  oiseaux  peuvent  s'élever 
au  plus  haut  des  airs  et  redescendre  tranquillement  vers  leur  nid 
sans  que  chaque  minute  les  en  éloigne  de  plusieurs  lieues,  qu'une 
pierre  lancée  verticalement  de  bas  en  haut  ne  doit  pas  retomber 
«  une  centaine  de  pas  vers  l'ouest,  et  qu'une  armée  peut  envoyer  des 
balles  et  des  boulets  de  canon,  des  flèches  même  et  des  javelots 
contre  un  ennemi  situé  à  l'est  sans  que  la  rotation  de  la  Terre  le 
dérobe  à  ses  coups.  Galilée  a  répondu  à  ces  objections,  mais  il  a 
légèrement  dépassé  le  but  :  suivant  lui,  tous  ces  phénomènes  sont 
absolument  illusoires,  et  le  mouvement  rapide  qui  nous  emporte 
tous  est  rigoureusement  et  mathématiquement  insensible. 

Si  la  Terre  était  entraînée  par  un  mouvement  de  translation, 
quelque  rapide  qu'on  voulut  le  supposer,  pourvu  qu'il  fût  uniforme, 
il  n'exercerait  aucune  influence,  petite  ou  grande,  sur  les  phéno- 
mènes qui  s'accomplissent  autour  de  nous  ^  mais,*la  Terre  tournant 
autour  de  son  axe,  cette  rotation  doit  produire  de  petites  perturba- 
tions qui  n'ont  été  analysées  que  plus  tard  et  peu  à  peu,  et  dont 
M.  Foucault  a  montré  pour  la  première  fois  les  eil'ets  avec  une 
incontestable  évidence. 

Varîgnon  paraît  avoir  signalé  le  premier,  en  1707,  la  contradic- 
tion géométrique  des  lois  de  Galilée  sur  la  chute  des  corps  avec 
l'hypothèse  de  la  rotation  de  la  Terre  et  celle  d'une  pesanteur  con- 
stante^ il  se  borne  à  montrer  que  la  réunion  de  ces  trois  hypothèses 
implique  contradiction,  sans  oser  décider  celle  qui  doit  être  modifiée 
et  sans  indiquer  même  ses  conjectures  ^  il  est  à  croire  d'ailleurs  que, 
s'il  se  fût  prononcé,  il  n'eût  pas  bien  choisi  :  son  Ouvrage  sur  la 
cause  de  la  pesanteur  le  montre  fort  mal  préparé  à  traiter  de  telles 
questions.  On  voit  sur  le  frontispice  une  petite  vignette  fort  élégante  • 
représentant  deux  personnages»  un  militaire  et  un  religieux,  auprès 
d'un  canon  braqué  vers  le  zénith  *,  ils  regardent  en  l'air  comme  pour 
suivre  le  boulet  qui  vient  d'être  lancé.  Sur  la  gravure  même  on  lit 
ces  mots  :  ce  Re  tomber  a- t-il?  »  Le  religieux  est  le  célèbre  P.  Mcr- 
scnne,  et  sou  compagnon  est  M.  Petit,  intendant  des  fortifications. 
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Ils  ont  répété  plusieurs  fois  cette  dangereuse  expérience,  et,  comme 
ils  ne  furent  pas  assez  adroits  pour  faire  retomber  le  boulet  sur 
leur  tète,  ils  crurent  pouvoir  en  conclure  qu'il  était  resté  en  l'air, 
où  sans  doute  il  demeurerait  longtemps.  Varignon  ne  conteste  pas  le 
fait,  mais  il  s'en  étonne  :  «  Un  boulet  suspendu  au-dessus  de  nos 
tètes,  en  vérité,  dit-il,  cela  doit  surprendre!  »  Les  deux  expérimen- 
tateurs, s'il  est  permis  de  les  nommer  ainsi,  firent  part  à  Descartes 
de  leurs  essais  et  du  résultat  obtenu.  On  sait  que  l'intrépide  philo- 
sophe ne  demeurait  jamais  court;  c'était  un  oracle  toujours  prêt 
qui  répondait  à  tous  et  à  tout.  Il  ne  vit  dans  le  fait  supposé  exact 
qu'une  confirmation  de  ses  subtiles  rêveries  sur  la  pesanteur.  Plus 
d'un  siècle  après,  d'Alembert,  qui  analysa  très-nettement  le  phé- 
nomène, calcula  la  déviation  du  boulet,  en  faisant  abstraction  de  la 
résistance  de  Tair.  Un  projectile  lancé  verticalement  de  bas  en  haut 
avec  une  vitesse  de  1800  pieds  par  seconde  doit  être  dévié  vers 
l'est  et  retomber  à  600  pieds  de  son  point  de  départ;  et  c'est,  sui- 
vant lui,  pour  l'avoir  cherché  trop  près  que  Mersenne  et  Petit  n'ont 
pas  retrouvé  leur  boulet.  Mais  cette  explication  n'est  pas  même 
admissible  :  la  résistance  de  l'air,  négligée  par  d'Alembert,  exerce 
une  très-grande  influence.  D'après  les  calculs  de  Poisson,  une  balle 
de  fusil  lancée  avec  une  vitesse  de  4^0"^  par  seconde,  qui  dans  le 
vide  retomberait  à  5o™  de  son  point  de  départ,  ne  serait  déviée  dans 
l'air  que  de  quelques  centimètres.  L'expérience  de  Mersenne  prouve 
donc  seulement  la  difficulté  de  lancer  un  boulet  dans  une  direction 
rigoureusement  verticale  :  une  balle  de  fusil  serait  plus  facile  à 
diriger,  mais  l'erreur  de  pointage,  ajoutée  à  l'influence  des  courants 
d'air,  produirait  certainement  des  déviations  plus  considérables 
encore  que  celles  qu'il  faut  mesurer.  D'Alembert  indiqua  dans  la 
même  dissertation  les  effets  du  mouvement  de  la  Terre  sur  les  pro- 
jectiles lancés  dans  une  direction  quelconque  et  sur  la  chute  verti- 
cale d'un  corps  pesant  abandonné  à  lui-même.  Laplace  a  repris  la 
question  dans  la  Mécanique  céleste,  et  trouvé  des  résultats  sem- 
blables. L'illustre  Gauss  s'en  est  également  occupé.  Poisson  enfin 
y  a  consacré  deux  longs  Mémoires,  dont  la  conclusion  générale  est 
que  les  déviations  sont  toujours  fort  petites  et  exigeraient,  pour 
être  constatées,  des  expériences  minutieuses,  presque  toutes  irréali- 
sables. 

Les  plus  célèbres  et  les  plus  exactes  ont  été  faites  en  i833,  dans 
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Jes  mines  de  Freyberg,  par  M.  le  professeur  Reecb.  Il  laissait  tom- 
ber librement  un  poids  et  mesurait  la  déviation  vers  Test^  la  Hau- 
teur de  chute  était  de  i58"  :  la  moyenne  de  cent  six  expériences  a 
donné  une  déviation  de  o"*,028  environ  et  trop  faible  pour  être 
dégagée  avec  certitude  de  toutes  les  influences  perturbatrices,  en 
sorte  que  Tévidence  du  résultat  n'est  pas  assez  frappante  pour  fer- 
mer la  bouche  aux  incrédules.  C'est  à  Toccasion  de  faits  de  ce 
genre  et  des  déductions  logiques  qui  y  conduisent  que  Laplace 
écrivait  :  a  Quoique  la  rotation  de  la  Terre  soit  établie  avec  toute 
la  certitude  que  les  Sciences  physiques  comportent,  une  preuve 
directe  de  ce  phénomène  doit  intéresser  les  géomètres  et  les  astro- 
nomes. »  Cette  preuve  sans  réplique,  M.  Foucault  Ta  apportée  h 
TÂcadémie  des  Sciences  le  3  février  i85i,  et,  comme  l'avait  prévu 
Laplace,  elle  intéressa  vivement  les  astronomes  et  les  géomètres  : 
elle  n'apprit  à  personne  que  la  Terre  tourne  et  que  sa  rotation 
peut  modifier  les  phénomènes  dynamiques  à  la  surface,  mais  elle 
en  montra  un  eifet  très-net,  très-facile  à  observer,  et  qui,  grandis- 
sant avec  le  temps,  ne  pouvait  être  ni  attribué  à  aucun  autre  prin- 
cipe ni  masqué  par  les  perturbations  accidentelles. 

Nous  croyons  devoir  reproduire  les  termes  mêmes  de  la  Commu- 
nication de  M.  Foucault  : 

«  Les  observations  si  importantes  et  si  nombreuses  dont  le  pendule  a  été 
jusqu'ici  l'objet  sont  surtout  relatives  à  la  durée  des  oscillations;  celles  que 
je  me  propose  de  faire  connaître  à  l'Académie  ont  principalement  porté  sur 
la  direction  du  plan  d'oscillation,  qui,  se  déplaçant  graduellement  d'orient 
en  occident,  fournit  un  signe  sensible  de  la  rotation  de  la  Terre. 

»  Afin  d'arriver  à  justifier  cette  interprétation  d'un  résultat  constant,  je 
ferai  abstraction  du  mouvement  de  translation  de  la  Terre,  qui  est  sans  in- 
fluence sur  le  phénomène  que  je  veux  mettre  en  évidence,  et  je  supposerai 
que  l'observateur  se  transporte  au  pôle  pour  y  établir  un  pendule  réduit 
à  sa  plus  grande  simplicité,  c'est-à-dire  un  pendule  composé  d'une  masse 
pesante  homogène  et  sphérique,  suspendu  par  un  fil  flexible  à  un  point  ab- 
solument fixe  ;  je  supposerai  même  tout  d'abord  que  ce  point  de  suspension 
est  exactement  sur  le  prolongement  de  Taxe  de  rotation  du  globe  et  que  les 
pièces  solides  qui  le  supportent  ne  participent  pas  au  mouvement  diurne.  Si, 
dans  ces  circonstances,  on  éloigne  de  sa  position  d'équilibre  la  masse  du 
pendule,  et  si  on  l'abandonne  à  l'action  de  la  pesanteur  sans  lui  commu- 
niquer aucune  impulsion  latérale,  son  contre  de  gravité  repassera  par  la 
verticale  et,  en  vertu  de  la  vitesse  acquise,  il  s'elcvcra  de  l'autre  côté  à  une 
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hauteur  presque  égale  à  celle  d'où  il  est  parti.  Parvenu  en  ce  point,  sa  vitesse 
expire,  change  de  signe  et  le  ramène,  en  le  faisant  encore  passer  |iar  la  ver- 
ticale, un  peu  au-dessous  de  son  point  de  départ.  Ainsi  Ton  provoque  un 
mouvement  oscillatoire  de  la  masse  suivant  un  arc  de  cercle  dont  le  plan  est 
nettement  déterminé,  et  auquel  l'inertie  de  la  matière  assure  une  position  inva- 
riable dans  l'espace.  Si  donc  ces  oscillations  se  perpétuent  pendant  un 
certain  temps,  le  mouvement  de  la  Terre,  qui  ne  cesse  de  tourner  d'occident 
en  orient,  deviendra  sensible  par  le  contraste  de  l'immobilité  du  plan  d  os- 
cillation dont  la  trace  sur  le  sol  semblera  animée  d'un  mouvement  conforme 
au  mouvement  apparent  de  la  sphère  céleste,  et,  si  les  oscillations  pouvaient 
se  perpétuer  {pendant  vingt-quatre  heures,  la  trace  de  leur  plan  exécuterait 
dans  le  même  temps  une  révolution  entière  autour  de  la  projection  verli- 
Ctde  du  point  de  suspensicm. 

»  Telles  sont  les  conditions  idéales  dans  lesquelles  le  mouvement  de  rota- 
tion du  globe  deviendrait  évidemment  accessible  à  l'observation  ;  mais  en 
réalité  on  est  obligé  de  prendre  un  point  d'appui  sur  un  sol  mouvant;  les 
pièces  rigides  où  s'attache  l'extrémité  supérieure  du  fil  ne  peuvent  être 
soustraites  au  mouvement  diurne,  et  Ton  pouvait  craindre  à  première  vue 
que  le  mouvement  communiqué  au  fil  et  à  la  masse  pendulaire  n'altérât  la 
direction  du  plan  d'oscillation.  Toutefois  la  théorie  ne  montre  ]>as  là  une 
difficulté  sérieuse  et,  de  son  côté,  l'expérience  m'a  montré  que,  pourvu 
c]ue  le  fil  soit  rond  et  homogène,  on  peut  le  faire  tourner  assez  rapidement 
sur  lui-même,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  sans  influer  sensiblement  sur 
la  position  du  plan  d'oscillation,  de  sorte  que  l'expérience,  telle  que  je  viens 
de  la  décrire,  doit  réussir  au  pôle  dans  toute  sa  pureté. 

»  Mais  quand  on  descend  vers  nos  latitudes,  le  phénomène  se  complique 
d'un  élément  assez  difficile  à  apprécier,  et  sur  lequel  je  désire  bien  vivement 
d'attirer  l'attention  des  géomètres.  A  mesure  que  l'on  s'approche  de  l'équa* 
teur,  le  plan  de  l'horizon  prend  sur  l'axe  de  la  Terre  une  position  de  plus 
en  plus  oblique,  et  la  verticale,  au  lieu  de  tourner  sur  elle-même  comme 
au  pôle,  décrit  un  cône  de  plus  en  plus  ouvert;  il  en  résulte  un  ralentisse- 
ment dans  le  mouvement  apparent  du  plan  d'oscillation,  mouvement  qui 
s'annule  à  l'équateur  pour  changer  de  sens  dans  l'autre  hémisphère.  Pour 
déterminer  la  loi  suivant  laquelle  varie  ce  mouvement,  ou  les  diverses 
latitudes,  il  faut  recourir  soit  à  l'Analyse,  soit  à  des  considérations  méca- 
niques et  géométriques  que  ne  comporte  pas  l'étendue  restreinte  de  cette 
Note.  Je  dois  donc  me  borner  à  dire  que  les  deux  méthodes  s'accordent, 
en  négligeant  certains  phénomènes  secondaires,'  à  montrer  le  déplacement 
angulaire  du  plan  d'oscillation  comme  égal  au  mouvement  angulaire  de  la 
Terre  dans  le  même  temps,  multiplié  par  le  sinus  de  la  latitude.   » 
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M.  Foucault  décrit  ensuite  l'expérience,  dont,  comme  chacun 
sait)  la  réalisation  est  des  plus  faciles.  Dès  la  séance  suivante,  un 
géomètre  habile,  membre  de  la  Section  de  Géométrie,  s'empi^ssa 
de  montrer  «  comment  Texpérience  importante  de  M.  Foucault 
aurait  pu  être  indiquée  par  les  équations  du  mouvement  intcr- 
prêtées  sans  inadvertance  ».  Les  équations  qui  auraient  pu  indi- 
quer Texpérience  de  M.  Foucault  avaient  en  effet  été  formées 
depuis  longtemps  :  elles  indiqueraient  bien  d'autres  choses  encore, 
si  Ton  savait  les  faire  parler;  mais,  interrogées  par  le  célèbre  géo- 
mètre Poisson,  elles  lui  avaient  répondu  que  «la  force  perpendi- 
culaire au  plan  d'oscillation  est  trop  petite  pour  écarter  sensible- 
ment le  pendule  de  son  plan  et  avoir  aucune  influence  appréciable 
sur  son  mouvement».  Dubuat,  Clairaut  et  Poleni  avaient,  avant 
Poisson,  étudié  mathématiquement  Tinfluence  du  mouvement  de 
la  Terre  sur  les  oscillations  du  pendule.  Le  phénomène  si  simple 
et  si  concluant  qui  a  tout  d'abord  frappé  M.  Foucault,  à  peine 
entrevu  par  Poleni,  était  resté  complètement  inaperçu  de  Clairaut 
et  de  Poisson. 

L'expérience  attira  l'attention  des  savants  les  plus  illustres, 
autant  et  plus  encore  peut-être  que  celle  des  ignorants;  la  Table 
des  Comptes  rendus  de  l'Académie  porte,  en  i85 1 ,  vingt-six  articles 
au  mot  Pendule  :  il  n'y  en  avait  pas  un  seul  en  i85o.  MM.  Binet, 
Sturm,  Poncelet,  Plana,  Bravais,  Hansteen,  Quet,  Dumas  en  ont 
fait  successivement  le  sujet  de  leurs  études  analytiques.  Leurs  tra- 
vaux sont  de  grande  valeur,  sans  doute,  mais  l'explication  la  plus 
nette  et  la  plus  élégante  du  phénomène  reste  encore  celle  que 
M.  Foucault  donnait  à  ses  amis,  en  s'aidant,  pour  plus  de  clarté, 
d'une  petite  boule  de  bois  sur  laquelle  il  avait  tracé  les  lignes  qui 
l'ont  aidé  à  trouver  la  loi  du  phénomène. 

Si  l'expérience  pouvait  se  faire  au  pôle,  il  n'y  aurait  aucune  dif- 
ficulté \  la  question  est  purement  géométrique  :  le  plan  d'oscilla- 
tion est  invariable.  L'observateur,  qui  tourne  avec  la  Terre  sans  en 
avoir  conscience,  doit  attribuer  à  ce  plan  fixe  un  mouvement  égal 
et  contraire,  et  le  voir  par  conséquent  exécuter  en  vingt-quatre 
heures  une  révolution  complète,  en  tournant  dans  le  même  sens 
que  les  étoiles.  Mais  à  toute  autre  latitude  la  diiBculté  est  plus 
grande  :  le  plan  d'oscillation  ne  reste  pas  immobile.  On  peut,  en 
effet,  regarder  comme  évident  qu'il  doit  être  constamment  vertical 
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et,  connue  la  verticale  change  de  direction,  qu'elle  décrit  en  vingt- 
quatre  heures  un  cône  plus  ou  moins  ouvert,  suivant  qu'on  est  plus 
ou  moins  près  de  Tëquateur,  le  plan  qui  la  contient  à  chaque 
instant  est  nécessairement  un  plan  mobile  dans  l'espace.  Les  appa* 
rences  sont  donc  produites  ici  par  la  combinaison  du  mouvement 
de  la  Terre  avec  le  mouvement  inconnu  que  va  prendre  le  plan  du 
pendule  et  qu'il  faut  déterminer.  Or,  pour  y  parvenir,  M.  Foucault 
invoque  un  principe  dont  la  démonstration  rigoureuse  n'a  pas  été 
donnée  jusqu'ici,  mais  qui  lui  semble  évident,  comme  à  Galilée  le 
principe  des  vitesses  virtuelles  et  comme  à  Hujgens  les  postulcUa 
sur  lesquels  il  a  fondé  la  théorie  du  pendule.  Le  plan  d'oscillation, 
tout  en  restant  vertical,  doit,  selon  M.  Foucault,  se  placer  à  chaque 
instant  de  manière  à  faire  le  plus  petit  angle  possible  avec  ta  posi- 
tion qu'il  occupait  dans  l'instant  qui  précède.  Si  l'on  se  donne,  eu 
un  mot,  la  position  du  plan  d'oscillation  à  un  certain  moment, 
pour  savoir  ce  qu'il  est  devenu  après  un  temps  très  court,  ^p^'^^^ 
de  seconde  par  exemple,  il  faut  déterminer  la  position  nouvelle 
qu'a  prise  la  verticale  par  suite  de  la  rotaxion  terrestre  et  chercher, 
parmi  tous  les  plans  qui  passent  par  cette  direction,  celui  qui  forme 
avec  le  plan  primitif  le  plus  petit  angle  possible.  Cette  ingénieuse 
hypothèse  conduit  très-simplement  à  la  loi  tant  de  fois  confirmée  : 
la  rotation  du  plan  d'oscillation  est  proportionnelle  au  sinus  de  la 
latitude, 

La  belle  expérience  fut  rapidement  répétée  dans  l'Europe  en- 
tière. Les  professeurs  de  Florence  l'exécutèrent  dès  qu'ils  en  eurent 
communication  et,  par  une  association  bien  naturelle  d'admira- 
tion, opérèrent  à  côté  même  de  la  tribune  de  Galilée.  Ils  voulurent 
ensuite  chercher  dans  les  procès-verbaux  inédits  de  l'Académie  del 
Cimento  si,  parmi  les  nombreuses  observations  faites  sur  le  pen- 
dule, il  ne  s'en  trouverait  pas  qui  eussent  trait  a  l'expérience  nou- 
velle. Us  trouvèrent  en  effet  les  lignes  suivantes,  écrites  par 
Viviani  :  Osservamnio  che  tutti  i  penduli  da  un  soljîlo  deviano 
dal  primo  verticale,  e  sempre  per  il  medesimo  verso. 

L'assertion  est  très  claire.  Il  n'est  pas  supposable  que  les  aca- 
démiciens del  Cimento  n'aient  pas  cherché  la  cause  d'un  effet 
aussi  extraordinaire^  mais  c'était  une  matière  délicate,  où  il  était 
dangereux  de  prendre  parti  ;  ils  avaient  connu  Galilée  5  les  aven- 
tures de  leur  illustre  compatriote  étaient  encore  récentes,  et  der- 
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rière  la  question  du  mouvement  de  la  Terre  ils  entrevoyaient  le 
Saint-Oiliee.  On  connaissait  son  aversion  opiniâtre  pour  certaines 
vérités,  et  la  critique  moderne  u  avait  pas  encore  révélé  toute  sa 
bienveillante  mansuétude.  Tout  en  gardant  le  silence  sur  la  cause 
présumée,  L'Académie  a  donné  dans  ses  Mémoires  imprimés  l'indi- 
cation, moins  précise  il  est  vrai,  du  même  phénomène,  et  la  décla- 
ration d'une  ignorance,  peut-être  volontaire,  sur  la  nature  des 
causes  qui  le  produisent  ^  elle  propose  de  mesurer^  le  temps  en 
comptant  directement  les  oscillations  d'un  pendule^  mais  elle  con- 
seille de  le  suspendre  à  deux  fils,  parce  que  le  pendule  à  un  seul 
fil,  quelle  qaen  soit  la  cause  y  s'écarte  insensiblement  de  sa  direc- 
tion primitive,  et  son  mouvement  ne  se  fait  plus  bientôt  dans  un 
arc  vertical,  mais  par  une  spirale  allongée  dans  laquelle  les  vibra- 
tions ne  se  distinguent  plus.  Comme  le  remarque  d'ailleurs  avec 
équité  le  directeur  de  l'Institut  Polytechnique  de  Florence,  ces 
citations  inédites  ou  obscures  et  oubliées  n'enlèvent  rien  au  mérite 
du  nouvel  inventeur,  auquel  elles  étaient,  comme  à  tous  les  phy- 
siciens »  restées  complètement  inconnues. 

Rien  n'est  plus  ordinaire  que  de  voir  des  inventeurs,  persuadés 
qu'ils  ont  atteint  le  but  aussitôt  qu'ils  en  ont  approché,  s'arrêter  eu 
laissant  à  d'autres  le  soin  de  suivre  les  conséquences  de  leur  idée 
et  de  perfectionner  leur  œuvre.  Un  premier  succès  éteint  leur  ardeur 
et  satisfait  leur  curiosité.  D'autres  au  contraire,  plus  persévérants 
et  plus  forts,  regardent  un  premier  résultat  comme  l'occasion  d'un 
nouveau  travail^  ils  marchent  avec  ardeur  vers  les  vérités  entre- 
vues, en  montrant  incessamment,  par  l'heureuse  abondance  de  leurs 
développements  et  par  des  preuves  continuelles  d'habileté,  que  le 
hasard  n'est  pas  leur  guide. 

C'est  à  cette  seconde  classe  d'inventeurs  qu'appartient  l'auteur 
de  l'expérience  du  pendule.  Après  avoir  heureusement  résolu  un 
problème  réputé  si  difGcile  et  mis  dans  une  lumière  éclatante  une 
expérience  inaperçue  jadis,  dont  il  ne  restait  que  quelques  traces 
obscures,  il  a  cherché  dans  des  combinaisons  nouvelles  des  preuves 
plus  sensibles  encore  du  mouvement  de  la  Terre,  et,  par  une  exacte 
analyse  des  forces  mises  en  jeu,  il  est  parvenu  à  les  diriger,  en  leur 
faisant  produire  des  effets  aussi  brillants  qu'inattendus.  Un  homme, 
enfermé  sans  boussole  dans  une  chambre  et  n'apercevant  pas  le  ciel, 
peut  trouver  la  direction  du  nord  et  la  latitude  du  lieu  qu'il  oc- 
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cupe.  Tels  sont  les  résultats  extraordinaires  démontrés  et  réalisés 
aujourd'hui,  et  que  tous  les  savants,  il  y  a  vingt  ans,  auraient,  sans 
hésiter,  déclarés  impossibles. 

Frappé,  comme  tous  les  géomètres,  par  l'expérience  du  pendule, 
M.  Poinsot  avait  porté  son  attention  sur  le  moyen  de  la  rendre  plus 
nette  encore,  en  substituant  au  plan  idéal  dans  lequel  se  meut  h 
iil  un  objet  matériel  dont  la  rotation  de  la  Terre  déterminât  le. 
mouvement,  ^a  disposition  qu'il  proposa  ne^emble  pas  réalisable, 
mais  elle  fut  peut-être  l'occasion  de  l'invention  du  gyroscope.  Le 
but  primitif  de  cet  instrument  est  de  suspendre  un  corps  de  telle 
sorte  qu'il  reste  indépendant  de  la  rotation  de  la  Terre  et  que  les 
supports,  tout  en  entraînant  son  centre  de  gravité,  ne  changent 
nullement  sa  direction  absolue  dans  l'espace.  Il  est  clair  que  cette 
immobilité  réelle,  contrastant  avec  la  rotation  terrestre,  dont  nous 
n'avons  pa&  conscience,  produira  un  mouvement  relatif  qui  mettra 
celle-ci  en  évidence;  mais  il  faut  pour  cela  que  le  système  de  sus- 
pension, permettant  au  corps  tous  les  mouvements  possibles  autour 
de  son  centre,  ne  puisse  par  cela  même  lui  en  imposer  aucun.  Lc?s 
moyens  de  réaliser  cette  condition  sont  connus  depuis  longtemps; 
la  recherche  n'en  était  d'ailleurs  qu'un  jeu  pour  un  mécanicien 
aussi  expérimenté  que  M.  Foucault,  et  son  gyroscope  y  satisfait 
avec  un  art  parfait.  Si  l'on  se  borne  cependant  à  suspendre  une 
masse  de  cette  manière,  l'expérience  ne  donne  aucun  résultat^  le 
mouvement  relatif  ne  se  produit  pas,  et  c'est  le  frottement  qui  Teui- 
pèche.  On  ne  peut  en  eii'et  alfranchir  le  corps  de  toute  attache^  si 
mobile  que  soit  le  support,  il  faut  bien  qu'il  soit  appuyé  sur  quelque 
chose,  et,  malgré  la  finesse  de  l'exécution,  le  frottement  intervient 
toujours  dans  le  mouvement  relatif  des  pièces  en  contact  pour  le 
ralentir  ou  pour  l'arrêter.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  d'autant 
plus  grave  que  les  forces  qu'il  s'agit  de  mettre  en  évidence  sont  plus 
petites,  M.  Foucault,  avant  de  suspendre  son  gyroscope,  lui  im- 
prime une  vitesse  de  deux  à  trois  cents  tours  par  seconde;  cette 
rotation  n'augmente  pas  la  pression  sur  les  supports  et  les  frotte- 
ments restent  les  mêmes,  mais  elle  accroît  la  résistance  qui  serait 
nécessaire  pour  empêcher  le  mouvement  relatif  que  l'on  veut 
observer,  et  l'axe  du  corps  peut  alors  s'arrêter,  en  semblant  par  là 
se  mouvoir,  puisque  tout  tourne  autour  de  lui. 

L'idée  de  faire  tourner  un  corps  pour  aifcrmir  la  stabilité  de  son 
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orientation  dans  l'espace  est  extrêmement  ingénieuse  ^  elle  repose 
sur  un  principe  que  l'auteur  regarde  comme  évident,  et  qu'il  justifie 
d'ailleurs  par  des  expériences  très  faciles  et  très  claires.  Quelques 
explications  semblent  cependant  nécessaires  pour  le  ïuettre  dans 
tout  son  jour. 

Les  géomètres  anciens  ont  méconnu  la  loi  d'inertie;  c'est  pour 
cela  que  la  Mécanique  est  une  science  toute  moderne.  Un  point 
matériel  isolé  se  meut  en  ligne  droite  et  d'un  mouvement  uniforme 
tant  qu'aucune  cause  étrangère  ne  vient  le  troubler.  Ne  go  ullum 
motum  perennem  non  rectum  a  Deo  conditum  esse,  a  dit  Kepler, 
et  les  géomètres  ont  fait  de  cet  axiome  la  base  solide  de  la  science 
du  mouvement;  toutefois,  en  voulant  appliquer  ce  principe,  on  ren- 
contre dès  les  premiers  pas  bien  des  difficultés.  Les  points  d'un 
même  corps  sont  solidaires,  leur  distance  doit  rester  invariable;  si 
donc  on  les  lance  dans  des  directions  diilérentes,  ce  qui  a  lieu  lors- 
qu'on imprime  au  corps  une  rotation,  il  faut  absolument  qu'ils 
réagissent  les  uns  sur  les  autres,  en  s'imposant  en  quelque  sorte 
des  concessions  mutuelles,  sinon  le  corps  se  brise  et  vole  en  éclats; 
c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  lorsque  dans  une  machine  la  roue 
du  volant  se  trouve  lancée  avec  une  trop  grande  vitesse.  Mais  les 
corps  solides  des  géomètres  ne  se'brisent  jamais;  ils  trouvent  dans 
leur  rigidité,  inflexible  par  hypothèse,  la  force  nécessaire  pour 
écarter  incessamment  chaque  point  de  la  ligne  droite  qu'il  tend  à 
suivre  et  qui  le  séparerait  des  autres.  Le  mouvement  général  qui 
concilie  tout  est  fort  compliqué  lorsqu'il  s'agit  d'un  corps  irrégu- 
lier, et  l'on  ne  s'en  fait  tout  d'abord  qu'une  idée  fort  obscure. 
Poinsot  l'a  beaucoup  éclaircie;  c'est  là  une  des  questions  qui  l'ont 
le  plus  occupé  et,  comme  il  le  dit  luî-mèinc,  une  des  choses  qu'il 
a  le  plus  désiré  de  savoir  en  Mécanique.  Dans  le  cas  d'un  corps  ré- 
gulier tournant  autour  de  son  axe  de  figure,  le  phénomène  devient 
d'une  extrême  simplicité;  la  rotation  persiste  indéfiniment  avec  la 
même  vitesse  et  se  fait  toujours  autour  du  même  axe  tant  qu'au- 
cune influence  extérieure  n'intervient.  Pour  changer  la  direction 
de  l'axe,  il  faut  changer  celle  de  toutes  les  vitesses  qui  animent  les 
différents  points;  l'eflbrt  nécessaire  grandit  avec  ces  vitesses,  et  l'on 
peut  faire  en  sorte  que,  dans  l'expérience  du  gyroscope,  les  frotte- 
ments qui  restent  les  mêmes  n'aient  plus  la  puissance  de  le  déve- 
lopper. Le  corps,  suspendu  comme  nous  l'avons  dît  et  animé  d'un 
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mouvement  rapide  de  rotation,  conservera  donc  la  môme  direction 
dans  l'espace;  il  est  soustrait  ainsi  à  la  rotation  de  la  l'erre,  son 
centre  seul  y  participe  ;  mais,  selon  notre  façon  de  juger  les  choses, 
nous  verrons  son  axe  décrire  un  cône  de  révolution  avec  une  vitesse 
telle,  que  si  Texpérience  se  prolongeait  il  accomplirait  un  tour  en 
vingt-quatre  heures. 

Le  système  de  suspension,  légèrement  modiâé,  permet  de  retirer 
peu  à  peu  à  l'instrument  la  liberté  absolue  qu'on  lui  laisse  dans  la 
première  expérience^  on  peut  à  volonté  fixer  Taxe  du  corps  dans 
un  plan  horizontal  ou  vertical  d'où  il  ne  peut  plus  sortir,  en  restant 
toutefois  absolument  libre  de  s'y  mouvoir  en  tous  sens.  Lorsque  le 
plan  choisi  est  horizontal,  l'axe  du  gyroscope  ne  peut  y  rester  en 
équilibre  qu'en  se  dirigeant  vers  le  nord,  et  c'est  autour  de  cette 
direction  qu'on  le  voit  immédiatement  osciller,  formant  ainsi  une 
sorte  de  boussole  mécanique  dans  laquelle  le  magnétisme  ne  joue 
aucun  rôle.  En  forçant  l'axe  du  gyroscope  à  rester  dans  le  plan 
méridien,  on  obtient  un  résultat  non  moins  remarquable  :  on  le 
voit  se  diriger  parallèlement  à  l'axe  du  monde,  et  il  donne  la  lati- 
tude approchée  du  lieu,  indépendamment  de  toute  observation  astro- 
nomique. 

A  ces  curieux  phénomènes,  qu'il  a  expliqués  et  prévus,  M.  Fou- 
eault  en  adjoint  un  grand  nombre  d'autres  dont  il  serait  malaisé 
de  faire  ici  l'énumération  et  qui  font  de  son  instrument  le  moyen 
le  plus  élégant  et  le  plus  net  d'étudier  la  rotation  des  corps;  les  lois 
suivant  lesquelles  les  phénomènes  se  composent  sont  rendues  vi- 
sibles eu  quelque  sorte,  et  l'autorité  infaillible  de  l'expérience  con- 
firme, quelquefois  même  à  l'avance,  les  déductions  très-assurées, 
mais  souvent  très-cachées,  de  la  Géométrie  la  plus  profonde. 

IL 

Tout  en  continuant  ses  travaux  sur  la  rotation,  M.  Foucault 
poursuivait  de  belles  recherches  de  Physique  entreprises  depuis 
longtemps.  Je  ne  veux  parler  ici  que  de  ses  inventions  mécaniques, 
mais  toutes  les  parties  de  la  Science  sont  étroitement  unies  \  les 
vérités  se  prêtent  une  clarté  mutuelle,  et  la  connaissance  profonde 
d'une  théorie  augmente  sur  tous  les  autres  points  la  puissance  et 
les  ressources  d'un  esprit  ingénieux. 
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M.  Foucault  avait  appliqué  son  génie  inventif  à  la  construction 
des  miroirs.  Les  lunettes,  dans  lesquelles  la  lumière  des  astres  est 
transmise  à  Tœil  par  réfraction^  étaient  préférées  depuis  longtemps 
aux  télescopes,  dans  lesquels  elle  est  réfléchie.  La  construction  des 
miroirs  présentait  en  eflet  de  grandes  difficultés  :  les  moindres  iné- 
galités ont  sur  la  netteté  de  l'image  une  influence  bien  plus  grande 
que  celle  d'une  incorrection  semblable  dans  la  construction  de  l'ob- 
jectif de  la  lunette.  La  substitution  du  verre  au  métal  dans  la  con- 
struction des  lunettes  a  été  un  véritable  événement,  dont  l'initiative 
appartient  en  grande  partie  à  M.  Foucault.  Il  a  montré  l'étonnante 
efficacité  des  retouches  locales  pour  perfectionner  indéfiniment, 
sans  les  recommencer,  les  surfaces  de  verre,  qui  ensuite,  argentées 
chimiquement,  fonctionnent  à  la  manière  des  plus  beaux  miroirs 
et  donnent  à  leur  foyer  d'excellentes  images.  Pour  l'exploration  du 
ciel,  un  télescope  ainsi  constitué  peut  lutter  avec  une  lunette  achro- 
matique de  même  diamètre  et  coûte  environ  six  fois  moins.  La 
matière  du  miroir  est  en  verre  commun,  tandis  que  les  cristaux  de 
haut  prix  doivent  former  les  éléments  de  l'objectif  achromatique  ; 
le  miroir,  en  outre,  n'a  qu'une  surface,  et  l'objectif  en  a  quatre^  la 
distance  focale  de  la  lunette  étant  enfin  trois  ou  quatre  fois  plus 
grande  que  celle  du  télescope,  les  frais  de  montage  et  d'abri  sont 
augmentés  par  là  dans  une  proportion  qui  rend  l'achat  de  l'instru- 
ment inaccessible  aux  particuliers.  Le  télescope  sera  donc  souvent 
préféré  et  tend  chaque  jour  A  l'être  davantage. 

Une  fois  construit  cependant,  il  faut  le  diriger  vers  le  ciel  pour 
y  contempler  l'astre  que  Ton  veut  étudier,  et,  comme  le  champ  de 
la  vision  est  malheureusement  très  borné,  il  faut  lui  imprimer  un 
mouvement  continu  pour  suivre  les  astres,  qui,  se  déplaçant  à 
chaque  instant,  ne  seraient  visibles  dans  un  instrument  fixe  que 
pendant  quelques  secondes  ;  le  télescope  doit  donc  tourner,  comme 
les  astres,  d'orient  en  occident,  en  faisant  un  tour  en  vingt-quatre 
heures.  Si  l'on  songe  que  le  grand  télescope  construit  récemment 
pour  l'Observatoire  de  Marseille  pèse  1000*^8^  on  comprend  toute 
la  difficulté  d'un  tel  problème. 

La  solution  obtetme  par  un  mécanisme  d'horlogerie  serait  com- 
plètement insuffisante  ;  les  impulsions  successives,  séparées  néces- 
sairement par  des  temps  d'arrêt,  donneraient  à  la  lunette  un  trem- 
blement continuel,  en  faisant  pour  ainsi  dire  sautiller  l'astre  observé 
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autour  du  fil  auquel  on  doit  rapporter  son  mouvement,  et  un  tel 
instrument  ne  saurait  suffire  aux  observations  scrupuleuses  et  assi- 
dues de  nos  astronomes.  Les  systèmes  le  plus  habituellement  em- 
ployés peuvent  être  comparés  à  des  tournebroclies  plus  ou  moins 
perfectionnés  et  ne  donnent  aucune  précision.  Il  faut  citer  néan- 
moins d'une  manière  spéciale  l'élégant  mécanisme  appliqué  par 
(iambey  au  petit  équatorial  qu'il  a  construit  pour  l'Observatoire  de 
Paris;  mais,  tout  en  admirant  cette  ingénieuse  solution,  les  con- 
structeurs l'ont  trouvée  généralement  trop  indirecte  et  trop  dispen- 
dieuse pour  cbercher  à  l'imiter.  A  Greenwicli,  le  nouvel  appareil 
est  rois  en  mouvement  par  un  mécanisme  dont  ou  dit  beaucoup  de 
bien  et  qui  cependant  ne  semble  pas  pouvoir  être  adopté  :  c'est  une 
petite  turbine  à  eau  dont  la  valve  est  gouvernée  par  un  pendule 
conique  ;  mais  la  nécessité  d'un  cours  d'eau  et  la  possibilité  de  la 
gelée  sont  des  inconvénients  graves  devant  lesquels  la  plupart  des 
Observatoires  reculeront  très-certainement. 

Peu  satisfait  de  ces  appareils  et  de  quelques  autres  proposés  ou 
essayés,  jusqu'ici,  M.  Foucault  ne  désespéra  pas  de  pouvoir 
résoudre  plus  simplement  ce  problème  si  difficile  :  il  y  est  parvenu 
h  l'aide  d'un  principe  dont  les  applications  doivent  s'étendre  dans 
toutes  les  branches  de  l'industrie.  Tout  le  monde  counait  les  boules 
massives  que  l'on  voit  tourner  dans  toutes  les  machines  à  vapeur 
et  qui,  s'écartant  lorsque  la  rotation  s'accélère,  diminuent  l'orifice 
d'admission  de  la  vapeur  en  modérant  la  force  dès  qu'elle  est  deve- 
nue trop  grande.  L'efficacité  de  cette  disposition  est  malheureuse- 
ment trop  douteuse  et  trop  lente  :  on  corrige  l'effet  que  l'on  veut 
combattre  en  lui  faisant  produire  un  effet  contraire  \  les  deux 
causes  opposées  se  choquent  confusément,  mais  rien  n'établit  entre 
elles  un  équilibre  rigoureux  et  ne  balance  exactement  leur  contra- 
riété pourdonner  une  solution  précise.  La  vitesse,  d'ailleurs,  ne  peut 
être  modérée  que  par  l'écartement  des  boules,  qui  en  suppose  l'ac- 
croisseuieut  préalable.  L'inégalité  est  donc  imparfaitement  corrigée, 
et  elle  n'est  pas  prévenue.  M.  Foucault,  profitant  d'une  idée  déjà 
émise  par  l'habile  constructeur  M.  Meyer,  de  Mulhouse,  s'est  pro- 
posé de  rendre  la  vitesse  de  rotation  de  l'appareil  indépendante  de 
l'angle  d'écartementet  de  diminuer  pour  cela  le  poids  des  boules  par 
un  contre-poids  dont  l'action  augmentequand  l'écart  est  plus  grand; 
il  a  trouvé  les  conditions  précises  d'une  compensation  rigoureuse, 


Digitized  by 


Google 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  3:3 

el  des  dispositions  diverses  permettent  de  les  réaliser  mathémati- 
quement avec  une  parfaite  justesse  :  il  suffirait,  par  exemple,  de 
faire  descendre  le  contre-poids  sur  la  courbe  tant  de  fois  rencontrée 
depuis  Hujgens  par  les  mécaniciens  géomètre*s,  et  que  Ton 
nomme  cjcloïde.  Cette  disposition  donnerait  un  instrument  théo- 
riquement parfait  comme  le  pendule  cycloïdal  d' Hujgens ^  mais  il 
n'a  pas  plu  h  M.  Foucault  de  Tadopter  ;  c'est  chez  lui  une  maxime 
absolue  que  dans  un  appareil  durable  et  précis  on  ne  doit  employer 
ni  chaînes,  ni  cordages,  ni  poulies^  ni  courbes,  ni  coulisses,  ni 
galeis,  ni  flotteurs,  ni  liquides,  rien  autre  chose  enfin  que  des 
contre-poids  guidés  par  des  droites  articulées.  C'est  à  ces  pièces 
solides  et  inflexibles  qu'il  réduit  ce  que  Fontenelle  appelait  la  ma^ 
tière  machinale.  N'acceptant  donc  ni  les  courbes,  ni  les  fils,  il  a 
remplacé  la  cycloïdc  par  un  système  de  leviers,  préférant  à  la  per- 
fection théorique  une  disposition  plus  efficace  et  plus  solide,  qui, 
sans  atteindre  rigoureusement  le  même  but,  satisfait  pleinement  à 
toutes  les  convenances  de  la  pratique. 

L'organe  principal  du  régulateur,  étant  mis  en  relation  avec  la 
machine,  indiquera  si  la  vitesse  est  plus  grande  ou  plus  petite  que 
celle  qui  lui  convient.  Les  boules  seront  folles,  et  la  plus  légère 
variation  de  vitesse  les  forcera  à  s'élever  au  plus  haut  ou  à  se  rap- 
procher jusqu'à  toucher  la  tige.  On  pourra  dire  alors,  en  un  certain 
sens,  que  l'appareil  est  régulier  par  essence  et  capable  d'une  seule 
vitesse.  Mais  comment  lui  donner  la  force  nécessaire  pour  imposer 
cette  vitesse  toujours  égale  et  toujours  permanente,  et  communi- 
quer son  uniformité  ?  M.  Foucault  y  parvient  en  adaptant  aux 
boules  un  levier  qui,  guidé  par  elles,  ouvre  ou  ferme  la  communi- 
cation d'un  ventilateur  avec  l'air  extérieur,  en  lui  faisant  con- 
sommer plus  ou  moins  de  travail.  De  là  une  résistance  qui,  crois- 
sant aussi  rapidement  que  Ton  veut,  surveille  pour  ainsi  dire  la 
vitesse  avec  une  continuelle  vigilance,  la  gouverne  par  des  eflbrts 
toujours  efficaces  tant  qu'ils  ne  sont  pas  poussés  à  Textrême,  et 
témoigne  de  sa  constance  en  conservant  les  boules  entre  les  limites 
d'écartement  arbitrairement  fixées.  Lorsque  l'une  des  limites  est 
atteinte,  l'appareil  abdique,  et  l'on  est  averti  de  son  impuissance  ; 
mais  jusque-là  le  remède  précède  le  mal,  la  résistance  n'attend  pas 
pour  s'accroître  que  le  changement  de  vitesse  se  soit  produit,  et  la 
machine,  qui  semble  douée  d'une  prévoyance  instinctive,  se  raidît 
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ou  se  relàclic  avec  une  admirable  souplesse  pour  soulager  la  puis- 
sance motrice  ou  la  tenir  en  bride  en  lui  mesurant  la  résistance 
avec  la  plus  précise  exactitude. 

La  fonderie  de  Fourchambault,  l'usine  de  M.  Sautter,  consU^uc- 
tcur  de  phares,  et  Jes  ateliers  de  la  maison  Cail  ont  appliqué  déjà 
le  régulateur.  Les  conditions  deviennent  ici  très  diOérentes  :  la 
force  motrice  étant  la  vapeur  et  non  un  poids,  il  est  facile  de  la  ré- 
primer directement  en  réglant  l'admission  à  l'aide  du  système  des 
boules  sans  recourir  à  l'emploi  du  ventilateur,  qui  ne  serait  d'au- 
cune utilité.  Le  succès  a  été  décisif:  on  peut  arrêter  tout  à  coup  le 
travail;  les  boules  sont  agitées  un  instant,  mais  la  machine,  sans 
ressentir  aucun  trouble,  continue  à  tourner  tranquillement  avec 
une  inflexible  régularité. 

M.  Foucault  a  transformé  très-heureusement  son  appareil  en  vue 
d'une  application  plus  importante  encore.  Sur  les  bateaux  à  vapeur, 
les  régulateurs  ordinaires  sont  complètement  inefficaces;  l'action 
de  la  pesanteur,  dérangée  à  chaque  moment  par  les  oscillations  du 
navire,  ne  peut  plus  donner  de  résultat  utile,  et,  si  pour  quelques 
instants  seulement  la  tempête  soulève  l'hélice  au-dessus  de  l'eau,  la 
puissante  machine,  qui  conserve  sa  force  tout  entière,  ne  ren- 
contre plus  d'obstacles  et  lance  les  ailes  avec  une  violence  tellement 
furieuse,  qu'elles  se  brisent  parfois  en  retombant  sur  la  mer.  La  dis- 
position adoptée  concilie  l'exactitude  avec  la  simplicité  si  nécessaire 
et  si  difficile  à  obtenir  dans  les  appareils  de  ce  genre.  Le  manchon 
auquel  sont  attachées  les  tiges  qui  portent  Icsboules,  au  lieu  d'être 
fixe,  glisse  librement  le  long  de  l'axe,  et,  par  un  renversement  in- 
génieux, c'est  le  sommet  opposé  du  parallélogramme  articulé  qui 
sert  de  point  Gxe.Ce  système  oblige  les  boules,  quelque  soit  l'écar- 
tement  des  tiges,  à  rester  dans  un  même  plan  horizontal  *,  leur  poids 
devient  alors  sans  influence  sur  le  mouvement,  et  TeQet  de  la  pe- 
santeur est  annulé.  Pour  que  le  cercle  décrit  par  elles  soit  tou- 
jours parcouru  dans  le  même  temps,  on  démontre  alors  très-aisé- 
ment que  la  force  centripète  qui  les  sollicite  doit  être  proportionnelle 
au  rayon  de  ce  cercle,  c'est-à-dire  à  la  distance  des  boules  à  Taxe, 
et  cette  condition  est  très-heureusement  et  très-simplement  remplie 
à  l'aide  de  ressorts  dont  l'énergie  augmente  avec  l'écartement,  et 
peut,  dans  les  limites  d'écart  que  permet  la  machine,  lui  êtrecon* 
sidérée  co:nmc  proportionnelle.  L'isochronismc  une  fois  obtenu. 
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on  achève  de  résoudre  le  problème  comme  dans  le  cas  des  machines 
installées  à  terre. 

III. 

Pour  connaître  un  écrivain,  il  suffit,  a-t-on  dit,  d'en  lire  une 
page.  Ce  jugement,  qui  est  fort  juste,  peut  s'étendre  à  toutes  les 
œuvres  de  l'esprît  ]  \di  faculté  maîtresse,  comme  dit  M.  Taine,  ap- 
paraît dans  toute  production  originale  et  personnelle,  et,  pour  la 
retrouver  dans  les  autres  travaux  de  même  origine,  il  n'est  néces- 
saire d'aucun  parti  pris. 

La  Physique  a  occupé  M.  Foucault  plus  longtemps  que  la  Méca- 
nique et  avec  un  succès  presque  égal.  Ce  n'est  pas  mon  dessein  de 
passer  en  revue  ses  recherches  sur  l'Optique  et  sur  l'Electricité  \ 
dans  des  sujets  divers,  on  retrouve  le  même  esprit,  et  j'aurais  peu 
de  traits  nouveaux  à  signaler,  dans  sa  manière  d'aborder  les  ques- 
tions et  de  les  résoudre. 

EuPhysique  comme  en  Mécanique,  il  montre  plus  de  sagacité  que 
de  profondeur  :  il  ne  fait  pas  de  travaux  d'ensemble,  mais  des 
inventions^  il  n'apporte  pas  de  théories,  mais  des  faits  décisifs  et 
inattendus  qui  éclairent  et  confirment  les  principes.  Sans  embras- 
ser dans  de  vastes  systèmes  l'universalité  des  causes,  il  étudie  la  na- 
ture, moins  pour  en  démêler  les  énigmes  que  pour  en  approprier  à 
notre  usage  les  forces  les  plus  cachées,  et  il  cherche  moins  curieu- 
sement enfin  à  contempler  la  lumière  et  à  la  montrer  qu'à  la  suivre. 
Il  est  difficile  aujourd'hui  d'enseigner  la  Physique  sans  le  citer  sou- 
vent avec  honneur  et  sans  manier  les  appareils  qu'il  a  inventés  et 
construits.  Ses  travaux  sur  la  vitesse  de  la  lumière  ont  eu  un  grand 
retentissement  ^  il  a  cherché  d'abord  à  faire  réussir  une  expérience 
très-importante,  mais  complètement  irréalisable,  imaginée  par 
Ârago.  D'après  le  programme  de  l'illustre  physicien,  l'observation 
devait  porter  sur  un  rayon  de  lumière  réfléchi  par  un  miroir  tour- 
nant avec  une  vitesse  de  mille  tours  par  seconde  et  lancé  par  ce 
miroir  à  tout  hasard  pour  aller  rencontrer,  s'il  avait  ce  bonheur,  un 
autre  miroir  dont  la  rotation  n'était  pas  moins  rapide  ;  après  ces 
deux  réflexions,  un  observateur  attentif  et  assidu  pouvait,  suivant 
un  calcul  de  M.  Babinet,  nourrir  l'espoir  fondé  d'apercevoir  le 
rayon  une  fois  en  trois  ans  dans  les  conditions  d'une  bonne  expé- 
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rience.  L'appareil  avait  été  monté,  mais  ceux  qui  avaient  regardé 
n'avaient  rien  vu,  et  douze  ans  s'étaient  écoulés  sans  que  les  phy- 
siciens parvinssent  à  saisir  les  rayons  fugitifs  ;  on  considérait  le 
projet  d'Arago  comme  une  ingénieuse  et  brillante  chimère.  M.  Fou- 
cault l'a  réalisé  ^  il  a  envoyé  le  rayon  dans  une  direction  fixe,  en 
rendant  par  là  l'expérience  très-facile  et  très-sûre.  C'est  à  Arago 
que  revient  sans  contredit  l'honneur  des  belles  conséquences  qui 
s'en  déduisent  et  qu'il  avait  prévues  ;  mais  sans  M.  Foucault  nous 
les  attendrions  peut-être  encore.  Après  avoir  atteint  le  but  et  forcé 
l'admiration  des  plus  difficiles,  lui  seul  ne  fut  pas  satisfait.  «  Il  est 
douteux,  disait-il,  que  les  expériences  faites  à  la  surface  de  la  Terre 
puissent  déterminer  jamais  la  vitesse  de  la  lumière  avec  la  même  exac- 
titude que  la  discussion  des  observations  astronomiques.  »  Ce  doute 
l'a  tourmenté  pendant  treize  ans,  et,  de  perfectionnement  en  per- 
fectionnement, il  est  parvenu  enfin  à  assigner  une  vitesse  de 
^aSoo  lieues  par  seconde  que  les  physiciens  ne  contestent  pas,  et 
que  les  astronomes  les  plus  autorisés  acceptent  comme  base  de 
calculs  importants,  qui  ne  vont  k  rien  moins  qu'à  diminuer  de 
plus  de  I  million  de  lieues  la  distance  présumée  de  la  Terre  au 
Soleil. 

Citons  encore,  sans  y  insister,  puisque  la  Mécanique  seule  nous 
occupe,  l'interruption  des  courants  électriques  obtenus  en  faisant 
plonger  dans  un  bain  de  mercure,  recouvert  d'une  couche  d'alcool, 
le  conducteur  mù  par  un  ressort  métallique  qui  vibre  sous  l'in- 
fluence d'un  électro-aimant  en  fermant  et  rétablissant  le  courant 
avec  une  régularité  parfaite  une  soixantaine  de  fois  par  seconde.  La 
substitution  de  cet  interrupteur  aux  pièces  solides,  qui ,  dans  les 
mêmes  conditions,  seraient  hors  de  service  en  quelques  minutes, 
est  Tune  des  inventions  qui  ont  permis  au  célèbre  et  habile 
M.  RûhmkorfTla  construction  de  ses  beaux  appareils  d'induction. 
U  est  impossible  enfin  de  ne  pas  rappeler,  en  terminant,  l'appareil 
régulateur  de  la  lumière  électrique,  qui,  construit  d'abord  pour 
imiter  le  Soleil  dans  le  troisième  acte  du  Prophète,  a  été  trop  sou- 
vent employé  depuis  pour  que  l'on  songe  encore  à  en  citer  Tin- 
venteur.  Ces  travaux  si  divers  montrent  tous  l'alliance  heureuse 
et  bien  rare  de  deux  qualités  que  M.  Foucault  possède  excellem- 
ment :  la  pratique  la  plus  délicate  et  la  plus  ingénieuse,  unie  aux 
vues  théoriques  les  plus  exactes  et  les  plus  sûres. 
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Les  industriels  ont  profité  de  ses  inventions,  les  géomètres  les 
ont  prises  pour  thèmes  de  calculs  justement  admirés  ;  mais  ses  as- 
sertions premières  ont  été  confirmées,  elles  subsistent  dans  toute 
leur  étendue,  et  il  serait  injuste  d'oublier  ou  de  méconnaître  les 
idées  simples  dont  elles  sont  nées.  Quoique  la  renommée  de 
M.  Foucault  soit  égale  à  son  mérite,  on  n'a  pas  jusqu'ici  rendu 
pleine  justice  à  son  esprit  éminemment  mathématique.  Les  Mathé- 
matiques, considérées  comme  un  pur  exercice  de  Tîntelligence, 
l'avaient  d'abord  peu  attiré,  et  il  n'est  pas  impossible  que  les  vérités 
abstraites  les  plus  curieuses  ne  lui  aient  semblé  autrefois  que  de 
vaines  et  stériles  subtilités^  mais  il  a  bien  vite  reconnu  le  lien 
immédiat  et  sensible  qui  les  unit  aux  applications,  il  a  vu  en  elles 
la  source  d'une  lumière  supérieure  et  pure  qui  éclaire  les  principes 
de  la  Physique  sans  en  corrompre  la  simplicité.  Il  a  demandé  des 
conseils  et  des  inspirations  aux  beaux  travaux  de  Poinsot  :  le  com- 
merce de  ce  grand  esprit  a  élargi  les  vues  et  grandi  le  cercle  de 
ses  méditations.  Son  goût  très  prononcé  pour  la  logique  naturelle 
subsiste  toujoiu*Sy  mais  il  n'est  plus  exclusif  :  les  procédés  de  pure 
intuition  ne  pouvaient  suffire  à  un  inventeur  aussi  actif  et  aussi 
bien  doué.  Il  a  compris  que  toutes  les  vérités  s'éclairent  mutuelle- 
ment sans  se  gêner  jamais  et  que,  comme  Ta  dit  Fontenelle,  «  il 
est  plus  aisé  d'apprendre  les  Mathématiques  que  d'aller  loin  sans 
leur  secours  ».  Nul  peut-être  ne  saurait  dire  avec  plus  de  précision 
jusqu'où  peuvent  conduire  les  chemins  courts  et  faciles  qu'il  aflec- 
tionne,  et  comment  les  principes  sûrs  et  infaillibles  de  la  théoi'îe 
éclairent  un  esprit  bien  fait,  en  lui  servant  de  guide  et  de  flam- 
beau. Sans  eux  le  génie  le  plus  heureux,  conduit  seulement  par  sa 
pénétration  et  par  la  logique  naturelle,  demeure  suspendu  dans  une 
incertitude  continuelle  et  trouve  rapidement  des  bornes  étroites  aux- 
quelles M.  Foucault  s'est  heurté  autrefois,  mais  qu'il  a  franchies 
depuis  longtemps.  On  lui  a  reproché  de  manquer  de  rigueur,  et 
sans  rigueur,  nul  ne  le  conteste,  il  n'y  a  plus  de  Géométrie;  c'est 
là  une  fausse  accusation.  M.  Foucault,  on  ne  doit  pas  l'oublier,  ne 
professe  pas;  il  ignore  l'art  de  présenter  ses  inventions  selon  les 
formes  de  l'école;  il  persuade  contre  les  règles  et  ne  sait  pas  réduire 
démonstrativement  ses  contradicteurs  au  silence.  Cependant,  à 
prendre  ses  expressions  dans  la  juste  étendue  de  leur  sens  véritable, 
toutes  ses  assertions  sont  exactes  dans  les  termes  mêmes  où  il  les 
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énonce  :  il  sait  toutes  les  routes  de  la  science  du  mouvement,  il  a 
pénétré  au  fond  de  ses  théories  les  plus  abstraites,  et,  pour  Tem- 
brasser  tout  entière,  il  ne  lui  manque  que  la  manière  de  savoir. 
La  langue  algébrique  lui  est  peu  familière;  il  la  comprend,  mais  ne 
la  parle  pas,  et  ne  sait  trop  que  répondre  quand  on  lui  montre  ses 
vérités  nouvelles  préexistant  dans  de  vieilles  formules  et  découvertes 
une  seconde  fois,  comme  le  disait  Poinsot,  par  la  méthode  qu'on 
lui  dit  être  la  bonne  et  la  Véritable.  C'est  pour  cela  que,  sans  être 
plus  modeste  qu'il  ne  faut,  il  a,  je  crois,  besoin  qu'on  lui  répète 
très  haut  et  très  publiquement  qu^il  est  dans  une  voie  excellente  et 
irréprochable  y  et  qu^il  serait  bien  fâcheux  qu'il  en  changeât.  Ses 
travaux  n'empruntent  rien  aux  découvertes  récentes  de  la  science 
analytique;  la  savante  simplicité  de  ses  méthodes  aurait  été  acces- 
sible il  y  a  deux  cents  ans  :  c'est  là  son  originalité  à  notre  époque 
et  la  preuve  décisive  d'un  rare  mérite.  Lorsque  le  terrain  sur  lequel 
on  se  place  a  été  longtemps  parcouru  par  des  chercheurs  aussi 
instruits  qu'empressés,  il  faut  beaucoup  de  bonheur  pour  y  décou- 
vrir des  voies  nouvelles;  si  ce  bonheur  n'accompagne  pas  toujours 
le  talent,  on  comprend  que  sans  lui  il  serait  impossible,  et,  lors- 
qu'il est  plusieurs  fois  renouvelé,  le  sentiment  équitable  des  juges 
éclairés  lui  accorde  un  autre  nom  que  l'avenir  ne  contestera  pas, 
j'en  ai  la  conviction,  à  l'ensemble  des  travaux  de  M.  Foucault. 

Faut-il  pour  cela  le  choisir  pour  guide  et  conseiller  aux  jeunes 
gens  qui  cherchent  leur  voie  de  suivre  son  exemple  et  d'appliquer 
la  méthode  d*étude  et  de  recherche  qui  lui  a  si  bien  réussi?  Ce  serait 
les  engager  dans  une  difficile  entreprise  et  oublier  qu'il  a  été  dit  : 
Qui  ainie  lepérilj  périra.  L'étude  du  passé  est  le  guide  le  plus  sûr 
de  l'avenir.  A  aucune  époque  peut-être  l'instruction  scientifique 
n'a  été  plus  fortement  organisée  que  de  nos  jours  :  nos  grandes 
écoles,  gardiennes  des  traditions  les  plus  élevées,  la  répandent  avec 
abondance  et  fortifient  leurs  élèves  par  des  exercices  continuels  et 
savamment  gradués  ;  des  cours  publics,  conduisant  leurs  auditeurs 
jusqu'aux  dernières  cimes  de  la  Science,  leur  permettent  de  satis- 
faire presque  sans  travail  une  légitime  et  nécessaire  curiosité;  les 
théories,  exposées  et  discutées  au  moment  même  où  elles  viennent 
de  prendre  naissance,  sont  rendues  claires  et  intelligibles  à  tous. 
On  signale  les  progrès  qui  restent  h  accomplir,  les  calculs  qu*ii 
serait  utile  d'entreprendre,  les  expériences  qui  décideraient  un 
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point  douteux,  et  chacun  peut,  selon  ses  goûts,  ses  forces  et  son 
degré  d'instruction,  choisir  sa  tache  et  contribuer  à  l'œuvre  com- 
mune. Tout  travailleur  de  bonne  volonté  est  accueilli  avec  bien- 
veillance^ on  lui  montre  la  trace  de  ceux  qui  Tont  devancé,  en  lui 
livrant,  pour  Taider  à  la  suivre,  toutes  les  richesses  qu'ils  ont  ac- 
quises^ des  méthodes  sûres  et  longuement  éprouvées  lui  donnent 
en  quelque  sorte  la  certitude  du  succès;  il  peut,  s'il  le  veut,  avec 
de  tels  soutiens,  apporter  au  progrès  son  modeste  contingent  et 
faire  les  premiers  pas  dans  la  route  où  l'on  devient  célèbre.  Un 
débutant  doit  proGter  de  ces  précieux  secours  :  c'eistle  seul  conseil 
prudent  que  Ton  puisse  lui  donner,  en  souhaitant  peut-être  tout 
bas  qu'il  se  sente  assez  fort  pour  ne  pas  le  suivre. 


ENESTROM  (G).  —  Framst'âllning  \v  striden  gai  det  isoperimetriska  pro- 
BLEMET.  En  monografi  af  Gustaf  EnestrÔm.  (Upsala  Universitels  Arsskrift, 
1876).  —  Grand  in-B*»,  77  pages  ('). 

La  querelle  à  laquelle  a  donné  lieu  le  problème  des  isopérimètres 
a  déjà  été  racontée  par  Montucla  et  après  lui  par  d'autres  auteurs. 
Cependant,  cette  dispute  célèbre  étant  d'un  grand  intérêt  pour 
l'histoire  des  Mathématiques,  M.  Enestrôm  a  jugé  à  propos,  dans 
le  travail  que  nous  avons  sous  les  yeux,  d'eu  donner  une  relation 
plus  détaillée.  Il  a  fait  précéder  cet  historique  d'une  Introduction, 
contenant  une  Notice  sur  le  problème  de  la  courbe  brachisto- 
chrone,  qui  a  contribué  pour  une  grande  part  à  faire  naître  cette 
polémique. 

Le  problème  de  la  brachistochroneaété  posé  pour  la  première  fois 
par  Jean  Bernoulli  dans  les  ^cta  eruditorum  de  1696,  et  des 
solutions  en  ont  été  données  vers  cette  époque  par  Newton^  Leib- 
nitz,  FHospital,  ainsi  que  par  Jean  et  par  Jacques  Bernoulli.  M.  Ene- 
strôm expose  ces  diverses  solutions,  et  en  particulier  la  dernière, 
qui  est  la  seule  complète  et  purement  analytique,  et  qu'il  traduit 
avec  les  notations  modernes. 


(*)  Histoire  (h  la  querelle  au  sujet  du  problème  iles  isopérimètres.  Monographie, 
par  G.  EucstrOm.  {Annales  de  l'Université  d'Upsal^  iH-G.) 
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Abordant  ensuite  le  cœur  du  sujet,  il  donne  l'énoncé  du  problème 
des  isopéri mètres  tel  qu'il  a  été  formulé  par  Jacques  Bemoulli; 
il  entre  dans  quelques  détails  sur  les  circonstances  personnelles  qui 
ont  amené  la  position  de  la  question,  et  il  analyse  la  correspon- 
dance qui  s'établit  à  ce  propos £ntre  les  deux  frères  et  qui  se  trouve 
en  grande  partie  dans  les  ^cta  eruditorum  et  dans  le  Journal  des 
Sçauans  (1697- 1701).  ^^  expose  ensuite  la  substance  du  travail  de 
Jacques  Bernoulli ,  ^naljsis  magni  problematis  isoperimetrici 
(Baie,  1701),  dont  il  donne  une  transcription  en  notations  mo- 
dernes, et  il  rapporte  les  jugements  d'autres  critiques  sur  ce  travail. 
L'opinion  de  M.  Enestrom  lui-même  est  que  le  Mémoire  de  Jacques 
Bernoulli  est  digne  des  plus  grands  éloges  et  que  personne  avant 
Euler  ne  l'a  égalé  pour  la  clarté  de  l'exposition. 

L'auteur  rend  compte  ensuite  des  deux  solutions  de  Jean  Ber- 
noulli, dont  la  première  fut  envoyée  en  1701  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris,  dans  un  paquet  cacheté  qui  ne  fut  ouvert  qu'en 
1706,  après  la  mort  de  Jacques  Bernoulli,  et  fut  insérée  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie.  La  seconde  fut  aussi  imprimée  dans  les 
Mémoires  de  la  même  Académie  pour  17 18.  M.  Enestrom  fait  res- 
sortir à  cette  occasion  les  inexactitudes  de  la  première  solution.  Il 
termine  en  résumant  les  résultats  des  recherches  précédentes,  dont 
nous  n'avons  pu  qu'indiquer  ici  les  traits  principaux,  et  il  en 
conclut  que  c'est  Jacques  Bernoulli  qui  doit  être  proclamé  le 
vainqueur  dans  cette  lutte;  car  c'est  lui  qui  a  donné  une  méthode 
appropriée  à  la  résolution  du  problème  des  isopérimètres,  tandis 
que  son  frère  n'a  fait  que  simpli6er  cette  méthode;  c'est  lui  aussi 
qui  s'est  montré  supérieur  à  son  frère  par  la  courtoisie  du  langage. 

Le  tableau  de  ce  combat  scientifique  est,  aux  yeux  de  l'auteur, 
d*un  incontestable  intérêt;  il  oil're  au  géomètre  une  méthode  (bien 
que  ce  ne  soit  certainement  pas  la  plus  féconde)  pour  la  solution 
du  problème  des  isopérimètres,  à  l'historien  un  épisode  impor- 
tant des  premières  phases  du  développement  du  calcul  des  varia- 
tions, et  à  tous  les  lecteurs  en  général  une  peinture  des  mœurs  du 
dernier  des  «  âges  héroïques  de  la  Science  » ,  le  xvii*  siècle. 
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ENESTROM  (G.)*  —  Differenskalkylens  historia.  I.  (Upsala  Universilets 
Arsskrift,  1879).  --  Grand  in-S",  71  pages. 

L'auteur  indique  d'abord,  dans  son  Introduction,  les  difficultés 
particulières  que  présente  Texposîtion  de  l'histoire  du  Calcul  des 
difierences.  Ce  calcul,  à  son  origine,  a  été  traité  en  connexion  avec  le 
Calcul  différentiel;  plus  tard  il  a  été  reporté  dans  la  théorie  des 
séries,  etaujourd'hui  même  il  n'est  pas  encore  parvenu  complète- 
ment à  conquérir  sa  place  comme  branche  spéciale  de  Calcul.  De  là 
la  nécessité,  pour  celui  qui  veut  écrire  son  histoire,  de  rassembler 
des  matériaux  épars  de  tous  côtés;  delà  encore  les  conséquences 
fâcheuses  que  ce  manque  de  liaison  semble  avoir  exercées  sur  son 
développement. 

Le  Chapitre  I"  contient  l'analyse  des  travaux  qui  ont  préparé  la 
formation  du  Calcul  des  différences  et  qui  naturellement  ont  été  à 
peu  près  insignifiants  jusque  vers  la  seconde  moitié  du  xvii^  siècle. 
Â  partir  de  cette  époque,  on  rencontre  principalement  quelques 
formules  d'interpolation  et  quelques  propositions  sur  les  séries,  où 
entrent  les  différences  et  où  l'on  fait  ressortir  en  même  temps  l'im- 
portance du  Calcul  différentiel  au  point  de  vue  de  la  méthode. 

M.  Eneslrôm  passe  ensuite  à  la  découverte  par  Taylor  du  Calcul 
des  différences  et  expose  avec  détail  les  recherches  que  ce  géo- 
mètre a  publiées  dans  son  Livre  intitulé  :  Methochis  incrementorum 
directa  et  inx^ersa  (  1 7  ï  5  )  et  dans  les  Philosophical  Transactions 
(171 7).  H  ressort  de  là  que  Taylor  a  introduit  les  termes  incre- 
jnentum  (  =  différence),  integralis  et  valor  successwus;  qu'il  a 
donné  les  notations  pour  les  différences  et  les  intégrales, 

qu'il  a  établi  le  théorème  pour  la  détermination  des  différences 
successives,  et  appelé  rattenlion  sur  la  dépendance  mutuelle  entre 
les  différences  et  les  intégrales;  en  un  mot,  qu'il  a  jeté  les  fonde- 
ments de  la  méthode  générale  du  Calcul  des  différences.  Il  a,  de 
plus,  fait  connaître  diverses  formules,  comme  celles  qui  donnent 

«„»    «x+A.    '^xWM   A^•^'"^    A.r(-«0,    Aa', 
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Enfin  Taylor  s'esl  mèoie  occupé  de  la  théorie  des  équations  aux 
différences^  il  adonné  une  méthode  d'intégration  pour  certaines 
équations  aux  différences  du  premier  ordre,  et  il  a  appliqué  le 
Calcul  des  diiTérences  à  l'interpolation  et  à  la  sommation  des  séries. 
D'autre  part,  on  peut,  avec  M.  Enestrom,  reprocher  a  Taylor 
d'avoir  trop  insisté  sur  l'analogie  entre  les  difTérences  et  les  diffé- 
rentielles ^  SCS  notations  sont  souvent  peu  commodes  et  son  expo- 
sition manque  de  clarté.  Malgré  ces  observations,  auxquelles  on 
pourrait  encore  ajouter  quelques  autres  moins  graves,  M.  Ene- 
strom estime  que  les  mérites  de  Taylor  comme  fondateur  du  Calcul 
des  diiTérences  doivent  faire  oublier  les  imperfections  de  forme  qui 
rendent  si  pénible  la  lecture  de  ses  écrits.  Nous  ne  saurions  trop 
remercier  l'auteur  de  cette  intéressante  étude  d'avoir  surmonté  ces 
difficultés  et  de  nous  avoir  facilité  la  connaissances  des  principales 
découvertes  du  géomètre  anglais,  qui  n'était  guère  connu  que  par 
la  série  qui  porte  son  nom. 


OBSERVATIONS  sur  le  compte  rendu  du  Mémoire  de  M.  Andrbief,  intitulé  : 
Des  affinités  géométriques  appliquées  au  problème  de  la  coNsmocTioif 

DES  courbes. 

M.  Bougaïef  a  publié,  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques et  astronomiques  (année  1879,  p.  35  à  4i))  une  trè>-intéres- 
sante  analyse  de  l'important  Mémoire  de  M.  Andréief.  Cette  ana- 
lyse renferme  une  inexactitude  qu'il  est  utile  de  signaler.  Il  y  est 
dit  (p.  4i)  que  M.  Cliasles  a  donné  une  méthode  de  construction 
d'une  courbe  du  troisième  ordre  dont  neuf  points  sont  connus,  et 
que  M.  de  Jonquières  a  établi  quelques  principes  particuliers  pour 
la  construction  des  courbes  du  quatrième  ordre. 

Cette  dernière  assertion  est  inexacte.  Dans  un  Mémoire  inti- 
tulé Essai  sur  la  génération  des  courbes  géométriques  (  '  )  et  pu- 
blié dans  le  Tome  XVI  des  Mémoires  présentés  par  divers  savants 
à  V ylcadémie  des  Sciences,  M.  de  Jonquières  a  exposé  un  mode 
général  et  uniforme  de  description  des  courbes  géométriques  d'ordre 

(*)  Paris,  GaiiUlier-ViMnrs,  i8J«.  * 
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quelconque  déterminées  par  un  nombre  sufGsant  de  points,  et  il  Ta 
appliqué  à  la  construction  do  toutes  les  courbes  à  points  doubles 
du  quatrième  degré,  à  celle  de  quelques  courbes  à  points  multiples 
du  cinquième  et  du  sixième  degré,  et  surtout  à  celle  de  la  courbe 
générale  du  quatrième  ordre  déterminée  par  quatorze  points.  Il  a 
donné  cinq  modes  diÛérents  de  description  de  cette  courbe.  Dans 
le  même  Mémoire,  il  a  exposé  la  solution  de  quelques  questions 
relatives  aux  intersections  de  la  courbe  du  quatrième  ordre  par  des 
lignes  droites,  des  coniques  ou  des  courbes  du  troisième  ordre,  ainsi 
que  la  construction  des  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  ordre 
douées  d'un  point  multiple  donné  de  position  et  d'espèce. 

Enfin,  dans  son  Mémoire  sur  la  généralisation  de  la  théorie  de 
rinuolution  (*),  il  a  donné  un  mode  de  descriptioQ  de  la  courbe 
générale  du  cinquième  ordre  déterminée  par  vingt  points. 

Nous  croyons  devoir  faire  remarquer  aussi  que,  dans  l'aperçu 
bislorique  sur  le  développement  graduel  de  la  théorie  des  trans- 
formations au  point  de  vue  purement  géométrique,  M.  Bougaïef  a 
omis  de  citer  le  Mémoire  de  M.  de  Jonquières  intitulé  :  De  la 
transformation  géométrique  des  figures  planes  et  inséré  aux 
Noux^elles  Annales  de  Mathématiques,  année  1864.  Ce  Mémoire 
avait  été  adressé  à  l'Institut  de  France  en  iSSp,  ainsi  que  le 
prouve  une  Note  des  Comptes  rendus,  t.  XLIX,  p.  54a. 

Ed.  Dewulf. 


MÉLANGES. 

CONSTRUIRE  UNE  COURBE  RATIONNELLE  DU  QUATRIÈME  ORDRE  QUI  AIT 
DEUX  POINTS  DOUBLES  EN  a,  ET  a.  ET  QUI  PASSE  PAR  LES  SEPT  POINTS 
SIMPLES  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7; 

Par  mm.  ED.  DEWULF,  Lieutenant-Colonel  du  Génie,  à  Bayonne; 
le  D'  P.-H.  SCHOUTE,  Professeur  à  la  Haye  (Hollande). 

I,  Le  problème  est  déterminé,  c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  avoir 
qu'un  nombre  limité  de  solutions.  En  ellet,  une  courbe  du  qua- 


(*)  Annali  di  Matemattca.  Rome,  iB.'jg. 
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tricme  ordre  est  déterminée  par  quatorze  coudîtions,  et  les  deux 
points  doubles  donnés  équivalent  à  six  conditions;  le  point  double 
dont  la  position  n'est  pas  donnée  équivaut  à  une  condition;  chacun 
des  sept  points  simples  donnés  équivaut  aussi  à  une  condition. 

Mous  ferons  usage  dans  cette  étude  des  notations  employées  et 
des  principes  développés  par  M.  de  Jonquières  dans  sou  Essai  sur 
la  génération  des  courbes  géométriques  (*),  ainsi  que  de  la 
Théorie  des  transformations  géométriques  de  M.  Cremona  (*). 

II.  La  question  serait  résolue  si  Ton  connaissait  un  point  jc  ren- 
dant projectifs  les  deux  faisceaux  de  coniques 

(«1,  «11  -^1  6)  [i,  a,  3,  4,  5], 

(«„  «„  a:,  7)    [i,  2,  3,  4»  5]. 

En  eflet,  le  lieu  géométrique  du  quatrième  point  d'intersection  P 
de  deux  coniques  correspondantes 

(^,,rt„^,  6,  P)     et     («I,  «„.r,  7,  P) 

de  ces  faisceaux  serait  une  courbe  C4  satisfaisant  à  la  question.  On 
voit  aussi  que  la  question,  présentée  de  cette  manière,  est  déter- 
minée, car  on  a  deux  inconnues,  les  coordonnées  du  point  jr,  et, 
si  Ton  établit  la  correspondance  projectivc  des  deux  faisceaux  en 
i'aisant  correspondre  les  coniques 

(rt,,  ^„  X,  G.  1)  et  (rt,,  fl„  .r,  7,  0, 
(^i,  flr„  X,  6,  a)  et  («1,  rt„  .r,  7,  2), 
(^„û„j:,  6,  3)     et     («,.  ^„  r,  7,  3), 

on  dispose,  pour  les  déterminer,  des  deux  équations  qui  expriment 
l'égalité  des  rapports  anliarmoniques 

[a^,  ^„  X,  6)  [1,  2,  3,  4]     et     [a^,  a^,  jr,  7)  [f,  2,  3,  4],  " 
(rt,,  /7„  .r,  6)  [l,  1,  3,  5]      et      (e/i,  /ï„  .r,  7)  [1,  2,  3,  5]. 

Les  cinq  faisceaux  de  coniques 

(rt„  <7„  6)  [i,  2,  3,4,  5] 


(')  Mémoires  présentés  par  divers  savants  à  î* académie  des  Sciences,  t.  WI. 
(*)  Hullctin  des  Sciences  mathématiques ,  1873.  p.  2o3  et  siiiv. 
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déterminent  sur  une  droite  quelconque  /  cinq  séries  de  couples  de 
points  en  involution.  Supposons  le  point  x  connu;  les  coniques 

(«1.  ^t,  Jf»  6,  i),     (fl,,  a„  X,  6,  2),     (a,,  «„  JT,  6,  3), 

appartiennent  respectivement  au  premier,  au  deuxième,  au  troi- 
sième, au  quatrième  et  au  cinquième  faisceau,  et  les  couples  de 
points  qu'elles  déterminent  sur  /  appartiennent  respectivement  aux 
involutions  correspondantes.  En  outre,  ces  cinq  couples  de  points 
forment  une  involution,  parce  quMls  appartiennent  à  cinq  coniques 
du  faisceau 

(«„  a„  .r,  6). 

Le  même  raisonnement  peut  être  appliqué  aux  cinq  faisceaux  de 
coniques 

(«t»  «1»  7)  ['»  2,  3,4,  5], 

et  Ton  voit  aisément  que  les  cinq  couples  de  points  que  Ton  obtient 
ici  forment  une  involution  projective  avec  la  précédente. 

m.  Le  problème  ci-dessus  peut  donc  être  remplacé  par  le  sui- 
vant :  Sur  une  droite  l  on  a  deux  systèmes  de  cinq  involutions  ; 
on  demande  de  troui^er  dans  chacun  des  sj  sternes  cinq  couples  de 
points  appartenant  respectivement  aux  cinq  involutions  et  satis- 
faisant aux  deux  conditions  suivantes  :  1  **  que  dans  chaque  sjs- 
tente  les  cinq  couples  de  points  forment  une  involution  ;  2°  que  ces 
deux  noui^elles  involutions  soient  projectis^es.       ' 

Que  l'on  prenne  un  cercle  M,  un  point  O  sur  sa  circonférence, 
et  que  Ton  joigne  ce  point  O  aux  couples  de  points  de  Tune  des 
involutions,  on  obtiendra  un  faisceau  en  involution.  Les  couples 
de  rayons  conjugués  de  cette  involution  déterminent  sur  la  circon- 
férence M  des  arcs  dont  les  cordes  concourent  en  un  point  i.  Si 
l'on  fait  la  même  opération  pour  les  cinq  involutions  des  deux  sys- 
tèmes, les  cinq  involutions  du  premier  système  donneront  les  cinq 
points  ftf,  Aa?  ^j^  ^4?  h^\  celles  du  second  système  donneront  les 
points  (3|,/32,p5,pM(35. 

BuU.  des  Sciences  mnthém.y  i*  Série,  t.  III.  (Septembre  1^79.)  2^ 
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IV.  Imaginons  deux  points  /;  et  w  tels  que  les  faisceaux 

P{^U    ^i»   ^3.    ^*»   ^h] 

^{?\^  Pif  1^31   p4>   ,^5) 

soient  projectifs.  Les  cinq  rayons  du  premier  faisceau  déterminent 
sur  M  cinq  arcs  dont  les  extrémités  projetées  sur  /  donnent  cinq 
couples  de  points  formant  une  involution  ip  et  appartenant  res- 
pectivement aux  cinq  iuvolutions  qui  correspondent  aux  cinq 
points  b;  de  même  les  cinq  rayons  du  second  faisceau  déterminent 
sur  /  cinq  couples  de  points  formant  une  involution  i^  et  apparte- 
nant respectivement  aux  cinq  involutions  du  second  système 5  et, 
comme  les  deux  faisceaux  ^  et  tt  sont  projectifs  par  hypothèse,  les 
involulions  ip  et  i,  sont  aussi  projectîves. 

Soient  ^,,  t^  et  ^2,  ta  deux  couples  de  points  conjugués  de  Tinvo- 
lution  ip'j  les  coniques 

{a^,  £fj,  6,  Si,  r,)     et     (^„  <7„  6,  .v„  /,) 
se  coupent  en  un  point  x  ;  le  faisceau  de  coniques 

marque  sur  la  droite  /  l'involution  ip,  L'involution  i«  détermine 
de  même  un  point  ^.  Si  les  points  x  et  ^  se  confondaient  en  un 
seul,  ce  point  fournirait  une  solution  du  problème. 

V.  Ce  problème  est  donc  encore  ramené  a  celui-ci  :  Combien 
peut-on  troui^er  de  systèmes  de  points  p  et  tt  qui  donnent  des 
points  X  et\  coïncidents? 

La  solution  de  ce  nouveau  problème  découlera  naturellement 
de  Tétude  des  relations  qui  lient  les  points  x  et  p,  /;  et  tt,  w  et  \. 

VI.  Système  des  points  p  et  it.  —  Soit  p  un  point  quelconque. 
Si  Ton  décrit  par  les  points  13<,  ^a,  P3,  ^^  une  conique  Cj  capable 
du  rapport  anharmonique  du  faisceau 

puis  par  les  points  j3,,  (3,,  P,,  jSj  une  conique  C,  capable  du  rap- 
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porl  anliarinonîque 

cesdeux  coniques,  qui  ont  en  commun  les  points  |3f ,  ^2^  ^z^  se  cou- 
peront en  un  quatrième  point tt  tel,  que  les  rapports  anharmoniques 
de  quatre  rayons  correspondants  quelconques  des  faisceaux 

p[b,,h^,b^,b,,b^)     et     7r(|3„  j3„p3,  p,,  13,) 

sont  égaux.  Donc,  à  un  point  p  correspond  un  seul  point  t^.  On  voit 
de  la  même  manière  qu'à  un  point  quelconque  rc  correspond  un 
seul  point  p. 

Quand  le  point  p  se  confond  avec  un  des  points  £,-(/  =  1,2, 3,4)^)) 
la  direction  pbi  étant  indéterminée,  la  position  du  point  tt  Test 
aussi,  et  tous  les  points  de  la  conique  F/  circonscrite  au  quadrila- 
tère des  points  |3  autres  que  |3/  et  capable  du  rapport  an  harmonique 
du  faisceau  des  droites  qui  joignent  bi  aux  quatre  points  b  autres 
que  bi  satisfont  à  la  question.  Ainsi,  à  chacun  des  points  bi  corres- 
pondent tous  les  points  d'une  conique  déterminée  F,-  circonscrite 
au  quadrilatère  des  quatre  points  jS  autres  que  (3/.  De  même,  à 
chacun  des  points  ^i  correspondent  tous  les  points  d'une  conique 
déterminée  C/. 

11  est  facile  de  voir  que  les  cinq  coniques  Ti  passent  par  un  même 
point  |3o,  auquel  correspondent  tous  les  points  de  la  conique  Co 
circonscrite  au  pentagone  ii,  ^25  ^sî  ^4?  ^51  et  que  les  cinq  coni- 
ques C/  passent  par  un  même  point  b^,  auquel  correspondent  tous 
les  points  de  la  conique  Fq  qui  passe  par  les  cinq  points  /3|,  |3s. 

Maintenant,  quand  le  point  p  parcourt  une  droite  quelconque  /', 
le  point  TT  doit  parcourir  une  courbe  rationnelle  (unicursale), 
puisque  les  points  de  cette  courbe  correspondent  un  à  un  à  ceux 
de  la  droite  /^  La  droite  P  coupant  chacune  des  coniques  C/ 
{i=  I,  2,  3,  4)  S)  ^^  deux  points,  la  courbe  des  points  tt  passera 
deux  fois  en  chacun  des  points  |3,  et  cette  courbe  ne  peut  avoir 
d'autres  points  multiples  ;  on  a  donc,  en  représentant  par  n  son 
degré  inconnu, 

^ — ■  t:=  6,      d  OU      n=:5. 

2 

Donc,  quand  le  point  p  parcourt  une  droite  quelconque  /',  le 

^7- 
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point  TT  parcourt  une  courbe  T5  ajanl  six  points  doubles  aux  six 
points  p.  II  résulte  immédiatement  de  la  théorie  des  transforma- 
tions bîrationnelles  que,  quand  tt  parcourt  une  droite  quelcomfiie  1, 
le  point  p  décrit  une  courbe  C5  ayant  six  points  doubles  aux  six 
points  b. 

La  correspondance  des  points  pem  est  bîrationnelle  et  du  cin- 
quième ordre;  les  points  fondamentaux  de  la  figure  [p)  sont  ij,  6J, 
bl  bl  bl  bl ;  ceux  de  la  figure  (:r)  sont  (3J,  ^î,  /3^,  ^J,  (5^,  p»  ('). 
La  jacobienne  des  courbes  du  réseau  C5  se  compose  des  six  co- 
niques C/,  celle  du  réseau  T^  des  coniques  F/. 

On  sait  que,  quand  le  point  ^  décrit  une  courbe  quelconque  Cm, 
le  point  TT  parcourt  une  courbe  Cs^  ayant  des  points  d'ordre  aw 
aux  points  fondamentaux  (3  de  (tt),  etc.  (2).  Cette  remarque  nous 
sera  utile  plus  loin.  La  correspondance  entre  les  points  p  eiit  a  été 
exposée  dans  tous  ses  détails  par  M.  Rud.  Sturm  dans  un  Mémoire 
intitulé  Das  Problem  der  Projectivitât,  inséré  au  Tome  I  des 
Mathematische  Annalen, 

VIL  Système  des  points  p  et  x.  —  Par  un  point  quelconque  p 
et  deux  des  points  A,  A|  et  ^2  par  exemple,  traçons  deux  droites; 
elles  déterminent  sur  le  cercle  M  deux  arcs  dont  les  extrémités, 
projetées  du  point  O  sur  la  droite  /,  donuent  deux  couples  de 
points  5|,  ti  et  ^2,  ^2»  Les  deux  coniques 

(n,,  <z,,  6,  f,,  f,),     (rtj,  «„  6,  s^y  r,), 

qui  ont  en  commun  les  points  ai,  ^2,  (i,  se  coupent  en  un  qua- 
trième point,  qui  est  un  point  x.  Donc,  à  un  point  quelconque  p 
correspond  un  seul  point  x. 

Si  l'on  donne  le  point  x,  le  faisceau  de  coniques 

détermine  sur  /  une  série  de  couples  de  points  en  involution. 
Projetons  ces  couples  du  point  o"  sur  M  5  chacun  d'eux  détermine 


(*)  La  notation  b*  indique  que  le  point  b  est  double. 

(*)  De  Jo^fQDlÈRES,  Nouvelles  Annales,  2*  série,  t.  111  {De  la  transformation  géomè" 
trique,  etc.,  n"  13). 
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une  corde  et  toutes  ces  cordes  vont  concourir  en  un  point /?.  Donc, 
à  un  point  x  ne  correspond  généralement  qu'un  seul  point  p. 

Remarquons  que,  pour  déterminer  le  point  ^y  qui  correspond  à  un 
point  X)  il  suffit  de  deux  coniques  quelconques  du  faisceau 

on  peut  donc  choisir  pour  ces  coniques  deux  des  trois  couples  de 
droites  que  l'on  peut  tracer  par  les  quatre  points  a^  a^^  x^  6. 

De  cette  remarque  résulte  une  construction  très  simple  du  point;?, 
qui  correspond  à  un  point  donné  x.  Projetons  du  point  O  sur  M 
les  points  d'intersection  avec  /  des  droites  a^a^^  ^4  6,  ^26,  et 
nommons  ces  points  e^^^t  ^1,69  ^2,6*  Supposons  que  nous  prenions 
pour  déterminer  le  point  p  les  coniques  formées  par  les  couples  de 
droites  a^a^  et  0:6,  ^i  6  et  a:a2  ;  il  faudra  projeter  sur  M  les  points 
d'intersection  avec  /  de  x 6  et  de  jcûa?  joindre  le  premier  de  ces 
points  à  ei^j,  le  second  à  ei^^,  et  le  point  d'intersection  de  ces  deux 
nouvelles  droites  sera  le  point  p  cherché. 

Quand  le  point  x  décrit  une  droite  quelconque,  les  rayons  pas- 
sant par  les  points  ei^2,  e^^^  engendrent  deux  faisceaux  projectifs; 
le  point^  décrit  donc  une  conique  passant  par  ^4,2  et  e^^^\  on  voit 
aisément  que  cette  conique  passe  aussi  par  le  point  e2,«.  Donc, 
quand  le  point  x  décrit  une  droite  quelconque,  le  point  p  décrit 
une  conique  circonscrite  au  triangle  ©1^2  ^i,«  <?2,6- 

Il  est  facile  de  voir  que,  quand  le  point  p  décrit  une  droite 
quelconque,  le  point  x  décrit  une  conique  circonscrite  au  triangle 
a\  a^  6. 

La  correspondance  entre  les  points  p  eix  est  donc  hirationnelle 
et  du  second  ordre.  Les  points  fondamentaux  de  [x)  sont  e^^^^  e^^e, 
^2,6 5  ceux  de  (p)  sont  «4,  «2,  6.  La  jacobicnnc  de  [x)  est  formée 
par  les  côtés  du  triangle  ^i ^2  ^1,6  ^2,69  celle  de  {p)  par  les  côtés 
du  triangle  a^  a^  6. 

\TII.  Système  des  points  rz  et  i,  —  On  établirait  exactement  de 
la  même  manière  que  la  correspondance  entre  les  points  tt  et  ^  est 
hirationnelle  et  du  second  ordre,  que  les  points  fondamentaux 
de  (:r)  sont  a,,  «2?  7>  ^'cux  de  (Ç)  e^^^t  ^<,7>  ^2,7»  que  la  jaco- 
hienne  de  (tt)  est  formée  par  les  droites  a^a^^ax']^  ^27?  celle 
de  (Ç)  par  les  droites  <?,,2  ^4,7,  e,,2  ^2,7,  e^^  e^,?- 
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IX.  Système  des  points  xet^.  —  A  un  poiiil  quelconque  x  cor- 
respond un  seul  point  p  de  la  transformation  [/;,  x]^\  à  ce  point  p, 
considéré  comme  appartenant  à  la  transformation  [p,  tt]*,  corres- 
pond un  seul  point  9r  ^  à  ce  point  7r,  considéré  comme  appartenant  à 
la  transformation  [tt,  ^]*,  correspond  un  seul  point  Ç.  Donc,  à  un 
point  quelconque  x  correspond  un  seul  point  \.  On  voit  de  la  même 
manière  qu'à  un  point  quelconque  Ç  correspond  un  seul  point  x. 

Quand  le  point  x  parcourt  une  droite  quelconque  /',  le  point  p 
correspondant  de  [a:,  z?]^  décrit  une  conique  C  passant  par  les 
trois  points  e^^^t  ^i^s?  ^2,6  ^t  ne  passant  généralement  par  aucun 
des  points  fondamentaux  b.  A  cette  conique,  considérée  comme 
appartenante  [/;,  Tr]^,  correspond  une  courbe  C<o  ayant  six  points 
doubles  aux  points  ^,  mais  ne  passant  généralement  par  aucun  dc^s 
points  fondamentaux  ^«,2,  ^i,t^  ^2,7*  A  cette  C|o  correspond  dans 
[tt,  \\^  une  courbe  C20  ayant  trois  points  décuples  aux  points  ai, 
a,,  7,  six  points  doubles  aux  points  |3'q,  j3',,  (i^,  [bg,  jS'^,  {S,  qui  cor- 
respondent aux  points  (3  dans  la  transformation  [tt,  |]^.  Donc, 
quand  le  point  x  parcourt  une  droite  quelconque,  le  point  \  décrit 
une  courbe  rationnelle  de  l'ordre  20,  et  il  résulte  de  la  théorie 
des  transformations  birationnellesque  la  correspondance  entre  les 
points  X  et  ^  est  birationnelle  et  de  l'ordre  20. 

Détermination  des  points  fondamentaux  et  des  jacobiennes  de 
la  transformation  \_x,  ?]^®.  —  Au  point  a^  de  [x)  dans  \^x,  ^]* 
correspond  une  droite  fondamentale  de  (p).  A  cette  droite,  consi- 
dérée comme  appartenant  à  (/;)  dans  [/;,  tt]*,  correspond  dans  [ir] 
une  C5  ayant  des  points  doubles  aux  points  |5.  A  cette  C5,  consi- 
dérée comme  appartenant  à  (tt)  dans  [:r,  ^]',  correspond  dans  [\) 
une  courbe  4>,o  ayant  des  points  quintuples  en  ai,  aj,  7  et  des 
points  doubles  en  j^q,  (3'^,  jBj,  p,,  |3'^,  jSj.  Donc,  le  point  a^  est  un 
point  fondamental  décuple  dans  la  figure  [x)dela  transformation 
[a:,  Ç]*-^®,  et  la  courbe  ^lo  fait  partie  de  la  jacobienne  rfe  (^)  et  a 
un  point  quintuple  au  point  a. 

Le  môme  raisonnement  montre  que  les  points  a^  et  6  dans  la 
figure  (x),  les  points  a^,  aj,  7  dans  [\)  sont  des  points  fondamen- 
taux décuples  de  (j:)  et  de  (^),  et  que  la  courbe  fondamentale  qui 
correspond  à  al,^  passe  cinq  fois  en  ce  pcdut. 

Représentons  par  Aq,  b\^  b'.,^  ig,  b\^  A'-  les  points  de  [x)  qui 
correspondent  aux  points  ô  de  (p)  dans  [/^  ^]^. 
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Au  point  h\  de  (x)  correspond  dans  la  figure  (^)  de  [/;,  jc]'  le 
point  6|.  Au  point  hi  de  [^p\  considéré  comme  appartenant  à  [p^ 
de  [^,  tt]*,  correspond  dans  (tu)  une  courbe  fondamentale  Cj. 
A  C2)  considérée  comme  appartenant  à  (tt)  de  [tt,  ^]^,  correspond 
dans  (^)  une  4>4  ayant  des  points  doubles  en  a^  a^^  7.  Ainsi,  les 
six  points  b'  de  (a:)  sont  des  points  fondamentaux  quadruples 
dans  [x,  5]^®  auxquels  correspondent  des  quartiques  ayant  des 
points  doubles  en  a^^  a^^^j. 

Représentons  par  ef  ^i  ^f,75  «f,7  lespoîntsde  (^)  qui  dans  [/;,  tt]^ 
correspondent  aux  points  e,,29  ^i,7i  <?a,7  de  (tt)  et  par  e^J^^?  ^,7? 
e^Y  l^s  points  de  (j:)  qui  correspondent  aux  points  eP  de  {p) 
dans  [;?,  x]*. 

Au  point  ef  2,  par  exemple,  de  (x)  correspond  dans  (y?)  de 
[j7,  x]*  le  point  ef  j.  Au  point  e^*  ^  de  (;?),  considéré  comme  ap- 
partenant à  [/?,  tt]',  correspond  dans  (tt)  le  point  ©4,2.  Enfin,  au 
point  e,,27  considéré  comme  appartenant  à  (tt)  dans  [tt,  $]*,  cor- 
respond une  droite  dans  ($) .  Donc,  /e^  ^/'oi.ç  points  e^  sont  des  points 
fondamentaux  simples  de  [x)  dans  [x,  Ç]***. 

En  résumé,  les  points  fondamentaux  de  [x)  dans  [x,  \]'^  sont 
a;»,  «i»,  6"»,  i;%  i'/,  i;%  *;%  b\\  *;%  <„  ef.„  <,.  Quaat  aux 
courbes  fondamentales  correspondantes,  notons  seulement  que  celle 
qui  correspond  à  /zj®  a  un  point  quintuple  en  a^  et  que  celle  qui 
correspond  k  a^  a  un  point  quintuple  en  ce  point.  Cette  remarque 
nous  sera  utile  dans  la  conclusion. 

X.  Conclusion,  — Puisque  la  transformation  [x,  ç]^**  est  du  ving- 
tième ordre,  elle  a  w  -f-  2  =  22  points  àouiÀns [Transformations 
géométriques,  p.  237).  Mais  il  faut  observer  qu'au  point  ai  corres- 
pond une  courbe  fondamentale  qui  a  un  point  quintuple  en  a^  \ 
le  point  ai  doit  donc  être  compté  cinq  fois  au  nombre  des  points 
doubles  de  [x,  $]^^,  et  il  en  est  de  même  du  point  a2.  Ces  deux 
points  ne  pouvant  satisfaire  à  la  question,  ilj  a  douze  courbes 
simples  du  quatrième  ordre  qui  ont  un  point  double  en  chacun  des 
points  donnés  a^  et  a2,  un  troisième  point  double  en  un  des  douze 
points  ci-dessus  et  qui  passent  par  les  sept  points  simples  i,  2,  3, 
4,  5,  6,  7. 

A  ces  douze  courbes  simples  il  convient  d'ajouter  la  courbe 
composée  formée  de  la  courbe  du  troisième  ordre  déterminée  par 
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les  neuf  points  donnés  a^^at^  <)  ^^  3, 4>  ^)  ^9  7  ^^  P^i*  la  droite  a^  a,. 
Si  Ton  considère  que  les  courbes  du  quatrième  ordre  assujetties 
à  avoir  deux  points  double^  en  deux  points  donnés  a^  et  a2)  à  avoir 
un  troisième  point  double  de  position  non  fixée  à  l'avance  et  à 
passer  par  sept  points  simples  donnés  sont  déterminées  par  i3  ou 
r4  —  I  conditions,  on  voit  qu'elles  forment  un  faisceau  dont  la 
base  renferme  deux  points  doubles  communs  à  toutes  les  courbes 
du  faisceau.  Le  nombre  des  points  doubles  des  courbes  de  ce  fais- 
ceau situés  en  dehors  de  la  base  est  donc  donné  par  la  formule 


ou 


n  =  ^     et    p=:^. 
Dans  ce  cas, 

Le  résultat  trouvé  plus  haut  est  donc  vérifié. 

Nous  avons  présenté  au  Congrès  de  Montpellier  une  autre  solu- 
tion géométrique  du  problème  ci-dessus^  nous  renvoyons  pour  cette 
solution  au  Bulletin  de  V  Association  française  pour  Vai^ancemenl 
des  Sciences, 

XL  Détermination  graphique  des  douze  courbes  du  quatrième 
ordre.  —  1®  Pour  déterminer  graphiquement  les  douze  points 
doubles  autres  que  a^  et  a^  de  la  transformation  [x,  Ç]*^,  il  faut, 
d'après  la  théorie  générale  des  transformations  géométriques  de 
M,  Cremona  (*),  tracer  deux  courbes  du  vingt  et  unième  ordre,  et 
ce  tracé  exige  celui  des  courbes  de  deux  faisceaux  du  vingtième 
ordre.  Celte  opération  est  impraticable,  à  cause  de  sa  complication; 
mais  on  peut  arriver  à  la  détermination  des  douze  points  cherchés 
par  un  procédé  beaucoup  plus  simple,  que  nous  allons  exposer. 

Nous  allons  chercher  les  points  ;;  ou  les  points  tt  qui  conduisent 
à  ces  points  doubles. 

Prenons  un poîntxquclconquequenousconsidéronscommeappar- 
tenant  successivement  aux  deux  figures  (a:)  et  (  S)  de  la  transforma- 
tîon[j:,  ^]. Considéré  comme  appartenant  à  (j:},  ce  point  a  pour  coA 

(')  Loc.  ril^t  V'  237. 
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respondant  dans  la  iigure  {p)  dans  [^,  x]^  un  point  p,  et,  considéré 
comme  appartenant  à  la  figure  (|),  il  a  pour  correspondant  un  point 
ir  de  (tu)  dans  [tt,  ^]*.  Si  les  points  ;>  et  ir  ainsi  obtenus  se  corres- 
pondaient dans  [p,  tt]^,  le  point  x  serait  un  des  points  doubles 
cherchés. 

Puisqu'il  existe  douze  de  ces  points  doubles,  si  nous  prenons  un 
point  quelconque  P,  il  existe  douze  rayons  du  faisceau  de  droites, 
dont  le  centre  est  P,  qui  passent  par  ces  points  doubles.  Un  quel- 
conque/'de  ces  rayons,  considéré  comme  appartenant  à  la  figure  (x) 
dans  \^p^x']^j  a  pour  correspondant  une  conique  C2de(p).Si  le 
rayon  r  tourne  autour  de  P,  les  coniques  Cj  correspondantes 
forment  un  faisceau  dont  la  base  est  formée  par  les  points  «j^j,  e<^6, 
e,^eetlepointPp  correspondant  à  P.  A  ce  faisceaudecpniques  corres- 
pond dans  la  figure  (tt)  de  [/;,7r]  5  un  faisceau  de  courbes  Fio  qui  ont  des 
points  quadruples  aux  six  points  |3  et  dont  ces  points  |3  et  le 
point  Pr,  correspondant  à  P^,,  forment  la  base.  Considérons  main- 
tenant le  faisceau  de  droites  P  comme  appartenant  à  la  figure  (  ^) 
de  [^,7r]^.  A  ce  faisceau  correspond  dans  (ir)  un  faisceau  de  co- 
niques r2  dont  la  base  est  formée  par  les  points  «i^a,  «1^7,  ©2^7  et  le 
point  P' ,  correspondant  à  P  dans  [5,  7r]*.Si  nous  regardons  comme 
correspondantes  les  courbes  des  faisceaux  Ff  oCtFo  qui  correspondent 
à  un  même  rayon  du  faisceau  P,  ces  deux  faisceaux  engendrent  une 
courbe  T^^  sur  laquelle  se  trouvent  les  points  tt  qui  donnent  lieu 
aux  points  doubles  de  [x,  g]^®.  A  un  autre  point  quelconque  Q 
correspond  pareillement  une  nouvelle  courbe  F,.^,  qui  renferme 
aussi  les  points  n  qui  conduisent  aux  points  doubles  de  [x,  ^]^®. 
Les  points  77  cherchés  sont  donc  au  nombre  des  points  d'intersec- 
tion de  F,  2  et  de  T\^^  et  il  est  facile  d'éliminer  les  points  étrangers. 

Q,^  Cette  construction  peut  encore  être  notablement  simplifiée  en 
choisissant  les  points  ^4  et  a2  au  lieu  des  points  quelconques  P  et 
Q.  En  eil'et,  au  faisceau  de  droites  a^ , considéré  comme  appartenant 
à  (a:)  dans  [a:,  /;]',  correspond  dans  (p)  un  faisceau  de  droites  dont 
le  centre  est  62,8*  A  ce  faisceau,  considéré  comme  appartenant  à  {p) 
dans  [p^  tt]*.  correspond  un  faisceau  de  courbes  F5  de  (tt). 

Les  points  |3  sont  des  points  doubles  de  la  base  de  ce  faisceau, qui 
est  complétée  par  le  pointqui  correspond  à  e^^o  dans  (7:). 

Au  faisceau  de  droites  âj,  regardé  comme  appartenant  à  (  ^)  dans 
[  If  tt]^,  correspond  un  autre  faisceau  de  droites  ?». 
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Les  faisceaux  des  courbes  Fj  el  des  droites  X  engendrent  une 
courbe  Fq  du  sixième  ordre,  si  Von  prend  comme  correspondants 
les  éléments  de  ces  faisceaux  qui  correspondent  n  un  même  rayon  r 
du  faisceau  a^ ,  et  cette  courbe  F^  a  des  points  doubles  aux  six 
points  |3. 

On  trouve  de  la  même  manière  une  courbe  F'^  en  partant  du 
pointas;  F'^  a  aussi  des  points  doubles  aux  points  (3. 

Ces  deux  courbes  T^  et  T^  ont  donc  en  commun  les  sîjc  points 
doubles  (3  (/ui  sont  étrangers  à  la  question,  et  elles  se  coupent  en 
36  —  4x6=  la  autres  points,  qui  sont  les  points  cherches. 

3®  Les  courbes  F©  et  F^  sont  faciles  à  construire.  Ne  nous  occu- 
pons que  de  T^, 

On  connait^  a  priori,  six  points  doid>les  de  celte  courbe  :  ce  sont 
les  points  P  et  deux  points  simples,  le  point  qui,  dans  (n)  de 
[/;,  it]*,  correspond  à  e^^^  et  le  point  e^^T»  Il  suffit  donc  de  trouver 
sept  autres  points  simples  de  celte  courbe  pour  qu'elle  soit  entière- 
ment déterminée. 

Voyons  d'abord  comment  on  peut  trouver  ces  sept  points.  11  faut 
pour  cela  tracer  deux  courbes  Fg  et  les  rayons  X  correspondants;  on 
obtiendra  ainsi  dix  points,  parmi  lesquels  on  en  prendra  sept. 

4"  Construction  d'une  courbe  F3.  —  On  connaît  six  points 
doubles  de  cette  courbe,  les  points  0  et  un  point  simple^  le  point 
de  (tt)  qui  correspond  à  e^^^  dans  [p)  de  [/>,  Tr]^.  On  détermine  di- 
rectement un  autre  point,  et  la  construction  de  F5  est  alors  ra- 
menée à  la  solution  du  problème  suivant  : 

5"  Construire  une  courbe  du  cinquième  ordre  dont  on  connaît 
six  points  doubles  et  deux  points  simples.  —  Pour  plus  de  simpli- 
cité, nommons  «,  i,  c,  rf,  e,  /  les  six  poiuls  doubles  donnés,  i  et  2 
les  deux  points  simples  donnés.  Les  points  rt^,  i,  t',  J,  <?,  f  déter- 
minent un  faisceau  de  cubiques  ayant  un  point  double  en  a  ;  les 
courbes  de  ce  faisceau  marquent  une  involution  du  second  ordre  sur 
une  transversale  passant  par  y.  Par  cliacun  des  couples  de  points 
conjugués  de  cette  involution  et  par  les  sept  points  i,  c,  d^  <?,  y", 
1,  2,  faisons  passer  de  nouvelles  cubiques  :  ces  nouvelles  cubiques 
forment  un  faisceau  projectîf  au  faisceau  (a*,  A,  c,  f/,  <?,  y),  et 
ces  deux  faisceaux  engendrent  une  courbe  du  sixième  ordre  qui 
se  décompose  en  une  droite  el  la  courbe  du  cinquième  ordre  cher- 
chée. 
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Il  nous  resle  donc  le  problème  suivant  : 

6®  Construire  une  courbe  du  sixième  ordre  dont  on  connaît  six 
points  doubles  et  neuf  points  simples. 

La  solution  de  ce  problème  se  trouve  indiquée  dans  V Essai  sur  la 
génération  des  courbes  géométriques  de  M.  de  Jonquières  (  *  ) .  Kous 
allons  la  développer  ici,  en  modifiant  la  démonstration  du  lemme 
sur  lequel  elle  repose.  ^ 

Soient  a  1,^2,  as,  a4,âr5,ao  les  six  points  doubles^  i,  2,3,4)^)^)7) 
8  et  9  les  neuf  points  simples  donnés.  Le  problème  serait  résolu  si  l'on 
connaissait  deux  points  x  ety  rendant  projeclifs  les  deux  faisceaux 

(ir„  ^4,  fl„  ^4,  fl»,  <?„  I,  or]  [3,  4»  5,  6,  7,  8,  9], 
(^1»  «t>  «3>  ^4>  «8»  «e»  2,  j)  [3,  4>  5,  6,  7,  8,  9]. 

Que  par  les  sept  points  a^ ,  ^2,  ag,  ^4,^5,  ^e,  i ,  et  respectivement 
par  cbacun  des  points  3,  4)  5,  6,  7,  8,  9,  on  fasse  passer  sept  sé- 
ries de  cubiques  :  on  déterminera  sur  une  droite  L  passant  par  le 
pointai  sept  séries  distinctes  de  couples  de  points  en  involutiou. 
Dans  cbacune  des  sept  séries,  il  suflira  de  trouver  les  intersections 
de  deux  courbes  avec  la  droite  L  et  ces  intersections  peuvent  être 
déterminées  parle  tracé  de  coniques  en  suivant  la  méthode  donnée 
par  M.  Chasles  (2). 

Pareillement,  si  par  les  sept  points  a^,  /ij,  aa,  a^,  as,  ae,  2,  et 
respectivement  par  les  sept  points  3,  4)  ^7  6)  7)  ^)  9  <^i^  '^'^  passer 
des  séries  de  cubiques,  on  détermine  sur  L  sept  autres  séries  de 
couples  de  points  en  involution. 

Actuellement,  si  Ton  détermine  les  sept  couples  de  points  Â|,B4, 
A2,  B2, ...  du  premier  système  et  les  sept  couples  de  points  A'^ ,  B', , 
Aj  ,  Bj ,  ...  du  second  système,  qui  sont  en  involution  dans  chaque 
système  et  qui  se  correspondent  un  à  un,  la  question  sera  résolue, 
car  les  cubiques 

[flr,,  a^y  a^j  a^,  «g,  ^j,  i,  Ai,  Bj), 
(«i,  flf„  a^,  fl;,  a^,  flei  '»  ^t»  B«)» 
(a,,  flr„   «,,  a^y  «5,   flç,    I,   A3,  Bj), 


(')  Loc,  cit.,  §  IX,  p.  47f  deuxième  Section. 

(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  Vylcadimie  des  Sciences^  t.  Xl.l,  J  XI,  p.  iigS; 
décembre  i8j5. 
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passent  évidemment  par  un  même  point  x,  et,  de  plus,  elles  corres- 
pondent une  à  une  aux  sept  cubiques 

(a,,   fl,,    /!„    «4,    ^/„    tfj,    2,    A'p    B',  ), 

(a,,  «„  flr,,  «^4,  <ij,  #?„  a,  A',,  B',  ), 
(il,,  /7,,  fl,,  ^4,  rtj,  aj,  a,  A',,  ^j), 


qui  passent  toutes  par  un  même  point^. 

Dans  chacun  des  systèmes,  il  suffira  de  considérer  trois  courbes 
et  de  construire  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  d'intersec- 
tion inconnus  des  deux  premières,  puis  la  droite  qui  passe  par  les 
points  d'intersection  inconnus  de  Tune  de  ces  courbes  et  de  la  troi- 
sième. Ces  deux  droites  se  couperont  au  point  cherché.  Ces  con- 
structions se  feront  par  la  méthode  de  M.  Chasles  (  *  ). 

Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant  : 

Etant  données  sur  une  droite  sept  séries  distinctes  de  couples  de 
points  en  involution  formant  un  premier  système  et  sept  autres 
séries  de  couples  de  points  en  im^u  lut  ion  formant  un  second  sys- 
tème, on  demande  de  déterminer  quatorze  couples  de  points  con- 
jugués appartenant  aux  quatorze  séries  respectivement  et  jouis- 
sant des  propriétés  suivantes,  savoir,  que  les  sept  couples  du 
premier  système  soient  en  involution  et  correspondent  un  à  un 
aux  sept  couples  de  points  du  second  système,  qui  doivent  pareil- 
lement être  en  involution. 

Que  l'on  prenne  un  cercle  INI  et  sur  ce  cercle  un  point  fixe  O.  Ixs 
côtés  des  angles  sous  lesquels  on  voit  du  point  O  les  couples  de 
points  conjugués  de  chacune  des  quatorze  séries  interceptent  dans 
le  cercle  des  cordes  qui  vont  toutes  concourir  en  un  même  point. 
Soient  &f ,  £2,  £3,  £4,  £5,  ifl,  bi  les  points  ainsi  obtenus  pour  les 
sept  premières  tf^ries,  j3|,  j32,  jSs,  (34,  /Sg,  (5e,  (Sy  les  points  donnés 
par  les  involutions  de  la  seconde  série.  Si  l'on  déteronne  deux 
points  ^  et  TT  qui  rendent  projectifs  les  deux  faisceaux 

(«)  p[lfi*  *2»   ^3>   ^*»  ^5»   ^6»  ^t). 

(2)  ,^{?l,    f^t.     .Ô3,    ?4,    P«,    P,.     P,]. 

(')  Cii.\sl::s,  hc.  cit..  p.   iiq.I,  §  M,  Remarque. 
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les  quatorze  droites  pb  et  Tr(3  interceptent  dans  le  cercle  des  cordes 
qui,  vues  du  point  O,  se  projetteront  sur  la  droite  donnée  suivant 
quatorze  couples  de  points  qui  résolvent  le  problème  proposé. 

Nous  avons  étudié  ci-dessus  (VI)  le  système  des  points  p  el  r. 
qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

p[b,,  ù,,  b,,  h,,  b,)     et     7r[pi,  |S„  p,,  |3„  Pj). 

Supposons  maintenant  qu'à  chacun  de  ces  systèmes  de  points  &  et  (3 
viennent  s'ajouter  de  nouveaux  points  b^  et  |3fl,  et  proposons-nous 
de  trouver  les  couples  de  points  p  et  tt  qui  rendent  projectifs  les 
faisceaux 

p[^\y  A„  ^^3,  b.^y  b^y  b^), 

7r;3„  ^„  JS3,  ,3,,  p,,  ^s,). 

D'après  le  nombre  des  équations  dont  nous  disposons  pour  dé- 
terminer les  coordonnées  des  points  p  et  tt,  chacun  de  ces  deux 
points  peut  occuper  un  nombre  simplement  infini  de  positions. 
Cela  veut  dire  que  chacun  des  points  ^  et  t:  se  trouve  respective- 
ment sur  une  courbe  dont  nous  allons  déterminer  le  degré. 

Les  points  ^  et  tt  qui  satisfont  à  la  question  rendent  projectifs  les 
deux  couples  de  faisceaux  que  Ton  obtient  en  prenant  un  quel- 
conque des  six  groupes  de  cinq  points  b  et  les  groupes  des  points  p 
correspondants.  Ainsi,  par  exemple,  ces  points  p  et  n  rendront 
projectifs  les  couples  de  faisceaux 

p[f^if  ^1»  ^1»  ^*f  ^5)     et     7r(,'3i»  ,S„  (3„  P4,  ^Sj), 
p(b,,  b,,  t„  b,,  b,)     et     7r(|3j,  ;3„  S„  p„  p.). 

Nous  allons  démontrer  d'abord  que  la  courbe  des  points  p  passe 
par  boj  i|,  b^^  ^3,  ^4,  i»,  i«.  Pour  cela,  désignons  par  />5  et  7C5  les 
points  p  et  tt  qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

p{b,,  b,,  A„  b,,  b^)    et     7r(l3„  S„  p,,  ^„  ^,), 

par  p^  et  tt^  les  points  qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

p(b,,  ft„  b,,  b,,  b,)     et     77  ((3j,  |3„  (33,  |34,  .Se). 

Au  point  io)  considéré  comme  point j^s,  correspondent  tous  les  points 
d'une  conique  Fo  passant  par  [3|,  (32, ^S)/^!,  j3s.  Ace  mc^me  point  &o, 
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considéré  connue  p^^  correspond  un  point  que  Ton  déU;miine  en 

décrivant  sur  ^i,  |3a,  ^s,  ^^  une  conique  capable  du  rapport  anhar- 

monique 

ho{ài,  *,,  b^f  b^) 

(cette  conique  est  précisément  Fo),  et  sur  ^i,  (3s,  ^s,  (3c  une  autre 
conique  capable  du  rapport  anharmonique 

bo[bi^  l'if  *s,  ^6); 

cette  conique  marque  sur  Fq  le  point  qui  dans  les  deux  transforma- 
tions [^5,  iTsj^  et  [/ifl,  TTe]*  correspond  au  point  io-  Un  raisonne- 
ment analogue  montre  que  les  points  i|,  b^^  b^^b^^  b^  et  les  autres 
points  &o  qui  s'adjoignent  aux  autres  groupes  de  cinq  points  b  sont 
sur  cette  courbe  des  points  p.  Il  en  est  de  même  des  points^  par 
rapport  à  la  courbe  des  points  ir. 

Faisons  passer  par  les  points  b^^b^^b^^  b^  une  conique  quel- 
conque C  et  cherchons  en  combien  de  points  elle  coupe  la  courbe 
des  points  p* 

Soit  p  un  point  quelconque  de  cette  conique.  Pour  trouver  son 
correspondant  dans  \p^^  its  ]',  décrivons  sur  (3|,  (3,,  ^i,  (3^  une  co- 
nique F  capable  du  rapport  anharmonique 

y^(^i  b^,  b^,  Ô4), 

puis  sur(3|,  (3„  jSs,  ps  une  conique  P  capable  du  rapport  anharmo- 
nique 

P[bi,  ^„  b^,  b^]. 

Les  coniques  F  et  H  ont  trois  points  (3i,  ^a,  (33  communs;  le  qua- 
trième point  d'intersection  sera  le  point  ttj  cherché. 

Le  point  correspondant  de  p  dans  [/?«,  tt»  ]*  s'obtient  en  décrivant, 
sur  |3,,  /Sa,  jSs,  (34  la  conique  capable  de 

p{bu  *„  ^1,  ^4) 

(c'est  la  conique  F  ci-dessus),  puis  sur  (3|,  (3^,  ^3,  (3o  la  conique  ca- 
pable du  rapport  anharmonique 

Cette  seconde  conique  lÂarquera  sur  F  le  point  ir^  cherché. 


Digitized  by 


Google 


MÉLANGES.  399 

Les  points  TTs  et  770  situés  sur  la  même  conique  T  sont  générale- 
ment  différents  entre  eux.  Mais  la  conique  F  est  liomograpkique  de 
la  conique  C,qui  passe  par  p^  &<,  &2)  ^s^  ^4?  et  à  un  point  tts  de  F 
correspond  un  seul  point^  de  C,  et  par  suite  un  seul  point  tt^  de  F.  De 
même,  à  un  point  tts  de  F  correspond  un  seul  point  tts  de  cette  même 
courbe.  Les  points  TTg  et  tt^  marquent  donc  des  divisions  projectives 
sur  F,  et  ces  divisions  ont  deux  points  doubles.  Donc  il  n'existe  sur 
la  conique  C  que  deux  points  autres  que  i|,  ^2)  ^S)  &4  de  la  courbe 
des  points  p  qui  satisfont  à  la  question,  et  à  ces  deux  points  corres> 
pondent  deux  points  de  F.  Nous  concluons  donc  que  les  courbes 
cherchées  des  points  p  et  i:  qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

p[b,]     et    TT.fjS,)  (/=.,,  1,  3,  4,  5,  6) 

sont  deux  courbes  du  troisième  ordre  passant  respect ii^enient  par 
les  points  ô|,  ^2?  ^3^  ^4?  ^sj  ^6  ^^  P^^  l^^  «^'J?  points  ^^  gui 
viennent  s^ adjoindre  à  chacun  des  six  groupes  de  cinq  points,  b^  et 
par  le»  points  Pi ,  ^^^  ps,  (34,  jSs,  (3o  et  les  six  points  (3o  qui  viennent 
s'adjoindre  aux  groupes  de  cinq  points  P/(i  =  i,  a,  3,  /f,  5,  6). 

Cela  établi,  il  nous  sera  facile  de  trouver  les  systèmes  de  points  p 
et  77  qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

/?(^i,    A„    Z>3,    64,    ^5,    6,,    A7), 

^(l^i,    ?t,    Ps»    P*»    iSfiJ    ?6»    I^,). 

Le  problème  est  déterminé;  il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  so- 
lutions, parce  que  nous  disposons  d'autant  d'équations  qu'il  y  a 
d'inconnues. 

Pour  que  ces  deux  points  /;  et  tt  rendent  projectifs  les  faisceaux 

p[bi)    et    7r(|3^)(/=  I,  2,  3,  4,  5,  6,  7), 

il  suffit  qu'ils  rendent  projectifs  en  même  temps  les  deux  couples 
de  faisceaux 

P[^U   ^u   hy    ^4*    ^«1    ^6)>      î^lPi,    ?%,   Pî,   Pt,   ,^8»   Pz]y 

et 

P(b,,  6„  6„  b,,  b,,  b,),     7r(Sj,  p„  p„  ?„  ^5,  ^7). 

Or,  les  points  ;;  et  tt  qui  rendent  proiectifs  les  deux  premiers 
faisceaux  appartiennent  respectivement  aux  courbes  C3  et  Fj.  De 
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môme,  les  points  p  et  n  qui  rendent  projectifs  le  troisième  et  le 
quatrième  faisceau  appartiennent  à  deux  courbes  C,  et  V^ .  Les 
courbes  Cs  et  C,  ont  en  commun  les  points  i|,  i2î  ^a^  i*^  ^5» 
ainsi  que  le  point  bo  qui  s'adjoint  au  groupe  commun  ^o  629  ^3^  ^«^  &s 
et  se  coupent  par  conséquent  en  trois  autres  points  /?oî  Pot  p\'  Le* 
courbes  r2  et  F',  se  coupent  aussi  en  trois  points  tto,  tt'^,  tt^  autres 
que  les  points  (3  (  *  ).  En  outre,  chacun  des  points  /7o  correspond  à  un 
des  points  wq,  comme  il  est  aisé  de  le  voir.  Donc  il  y  a  trois  couples 
de  points  p  et  n  qui  rendent  projectifs  les  faisceaux 

p[b,,  ^2,  b^,  6„  b^,  b,,  b,]     et     7r(;3„  p„  ^„  |3„  j35,  |S„  p,)      («). 

11  résulte  de  là  qu'iV  existe  trois  courbes  du  sixième  ordre 
qui  ont  six  points  doubles  donnés  et  qui  passent  en  outre  par  sept 
points  simples  donnés. 

IVous  avons  trouvé  plus  haut  (XI^  3^)  dix  points  simples  de  la 
courbe  du  sixième  ordre  au  lieu  de  sept  que  nous  cherchions  \  un 
des  trois  points  non  utilisés  jusqu'ici  servira  à  reconnaître  celle 
des  trois  solutions  qu'il  faut  choisir. 


(*)  Ces  trois  points  se  construisent  par  des  intersections  de  coniques,  en  suivant  la 
méthode  de  M.  Chasies,  Comptes  rendus,  décembre  i855,  p.  1190. 

(')  Voir  y  au  sujet  de  ces  deux  dernières  questions,  de  JonociêRES»  ioc.  cit.,  p.  73, 
et  RuD.  Stcrm,  loc,  cr't. 
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LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI  DBS  ADGCSTINS,  55,  A  PARIS. 

BULLETIN  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

ET  ASTRONOMIQUES. 

[Journal  Mensuel.) 

Le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  fondé  en  1870,  a  formé 
par  an,  jusqu'en  187a,  un  volume  de  ib  à  36  feuilles  grand  m-8  (tomes  I,  II,  III). 
—  A  partir  de  cette  époque,  un  accroissement  considérable  lui  a  été  donné,  sans 
augmentation  de  prix,  et  ce  Journal  s'est  composé,  depuis  janvier  1873  jusqu'en 
décembre  1876,  de  3  volumes  par  an  (i  volume  par  semestre,  avec  Tables),  com- 
prenant en  tout  43  feuilles  grand  in-8  environ.  Les  tomes  I  à  XI,  1870  à  1876, 
constituent  la  V  Série. 

La  2*  Série,  qui  a  commencé  en  janvier  1877,  forme  chaque  année  un  Ouvrage 
de  5o  feuilles  environ  (854  P>^cO>  ^I"^  comprend  deux  Parties  ayant  une  pagination 
spéciale  et  pouvant  se  relier  séparément.  La  K^  Partie  contient:  i^ Comptes  rendus 
de  Livres  et  Analyses  de  Mémoires;  a®  Mélanges  scientifiques,  Traductions  de  Mé~ 
moires  importants  et  peu  répandus ,  et  Réimpression  d'Ouvrages  rares,  La  II*  Partis 
contient:  Revue  des  Publications  académiques  et  périodiques. 
Les  abonnements  sont  annuels  et  partent  de  janvier. 
Prix  pour  un  an  (13  numéros)  : 

Paris 18  fr. 

Départements  et  Union  postale ao 

Éuu-Unis  de  l'Amérique  du  Nord aa 

Autres  pays a4 

La  l*^*  Série,  Tomes  1  à  XI,  1870  à  1876,  suivie  de  la  Table  générale  des  onse 
volumes,  se  vend 90  fir. 


OUVRAGES  REÇUS  PAR  LA  RÉDACTION. 

(  SDITE.) 

EscARv.  —  Généralisation  des  fonctions  X,  de  Legendre  an  cas  de  deux  entiers, 
ou  des  fonctions  qui  naissent  du  développement  des  expressions 

(I  — a««-4.a«)   I    t    • 
(Joum,  de  Math.9  3*  série,  t.  V,  187g).  In-4,  3a  p. 

FaiGi  (G.)*  —  Begriffsschrifty  eine  der  arithmetischen  nachgebildete  Formel- 
sprache  des  reinen  Denkens.  Halle-a.-S.,  1879.  in*8,  x-H8  p. 

—  Anwendungen  der  Begriffsschrift.  {SitzungsS.  <f.  Jenaischen  GeseUsckaft  fur 
Med.  «.  Naturiv.,  1879).  In -8,  5  p. 

GiNOCCBi  (A.).  —  Intorno  a  due  lettere  del  Lagrange  pubblicate  da  B.  Boncom- 


_iii.  (Atti  délia  il.  Accad,  délie   Scienze  di  Torino,  t.  XIV,  février  1879). 
ln-8,  6  p. 

GfliCTHBR(S.).  ^  Bericht  flber  den  historischen  Theil  der  internationalen  Ans- 
stellung  wissenschaftlicher  Apparate  in  London  im  Jahre  1876.  Von  D''  E.  Ger- 
land in  Kassel.  (Recension).  {Zeitschrift  fur  Math,  u,  Physik,  t.  XXIV,  fasc.  2, 
1879).  In-8,  7  p. 

—  Von  der  expliciten  Darstellung  der  regulâren  Dcterminanten  ans  Binomial- 
eoefficienten.  {Jbid.).  8  p. 

—  Beitrae  znr  Théorie  der  congruenten  Zahlen.  {Sitzungsb,  d.  kiin,  hôhm.  Gesell" 
sehaft  der  Wissenschaften,  novembre  1878).  In-8,  6  p. 

—  Eine  Anwendung  schiefwinkliger  Cooroinaten  auf  ein  Problem  der  Potentîal- 
theorie.  (/6û^.,  janvier  1879).  13  p. 

Barraol  (Ak.  ).  —  Ueber  den  allgemeinen  RanmbegrilT  und  seine  Anweodbarkeit 
in  der  Naturforsclinng.  {Sitzungtber,  d,  naturw,  Gesellsch.  Isis,  fasc.  34,  1878). 
In-8,  9  p. 

[A  suivre») 
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COMPTES  RENDUS  ET   ANALYSES. 

B.  BONCOMPAGNT.  —  Lettera  inkdita  di  Carlo -Federico  Gauss  a  Sofia 
Germain.  Firenze,  c;iicograria  cd  aulografia.  Achille,  Paris,  1879. 

La  Lettre  inédite  de  Gauss  dont  iM.  le  prînce  Boncompagni  vient 
de  publier  sous  ce  titre  une  reproduction  pliotolitliograpliique  (*) 
est  datée  de  «  Brunsvic,  ce  3o  april  1807,  jour  de  ma  naissance  ». 

Les  circonstances  qui  ont  précédé  celte  Lettre  sont  fort  roma- 
nesques. Sophie  Germain  avait  lié  correspondance  avec  Gauss  sous 
le  pseudonyme  d'un  amateur  nommé  Leblanc  (*).  Gauss  répondait 
sous  le  couvert  du  savant  orientaliste  Silvestre  de  Sacy  ('). 

Pendant  la  campagne  de  Prusse,  un  ami  de  la  famille  Germain, 
le  général  Peniety,  fut  chargé  de  diriger  le  siège  de  Breslau.  Sophie 
Germain  en  profita  pour  recommander  au  général  Tillustrc  géo- 
mètre, qui  reçoit  bientôt  mille  politesses  du  gouverneur  de  la  ville 
de  Brunswick  et  d*un  chef  de  bataillon  nommé  Chantel,  dépêché  à 
cet  effet.  Étonné,  Gauss  demande  naturellement  à  qui  il  est  rede- 
vable de  ces  gracieusetés.  On  lui  nomme  une  femme  :  il  ne  la  con- 
naît point.  On  écrit  alors  à  Paris,  et  tout  s'éclaircit  par  une  Lettre  de 
Sophie  Germain  (*  ). 

La  réponse,  comme  on  peut  le  prévoir,  débute  par  les  plus 
chaudes  félicitations  et  par  les  témoignages  de  la  plus  vive  recon- 
naissance. 

Vient  ensuite  une  importante  critique  de  ces  deux  théorèmes 
trop  généralement  énoncés  par  Sophie  Germain  : 

c(  Si  la  somme  des  puissances  /i**™°*de  deux  nombres  quelconques 
est  de  la  (orme  h/i -^  n/J]  la  somme  de  ces  nombres  euz-mémes 
sera  de  la  même  forme  ». 


(')  L'histoire  du  recueil  autographe  dont  elle  est  extraite  sera  prochainement  ex- 
posée par  l'éditeur. 

(•)  OEuvres  philosophiques  de  Sophie  Germain.  Édition  Stupuy.  Paris,  1879,  p.  398- 
3oi. 

(*)  I6ie/.,  p.  3oa. 

(*)  On  voit,  par  le  début  de  la  réponse,  que  ceUe  Lettre  fut  écrite  le  20  février 
1807. 

Bu/l.  des  Sciences mathêm.,  1*  Série»  t.  III.  (Octobre  1879.)  28 


Digitized  by 


Google 


4o'i  PREMIÈRE  PARTIE. 

«  Si  l'un  (les  facteurs  de  la  formule j^7' -f- «^^  («étanl  uu  nombre 
premier)  est  de  la  forme  (i,o,  n),  l'autre  appartient  nécessaire- 
ment à  la  même  forme   d. 

Enfin,  nous  remarquons  dans  cette  Lettre  les  deux  énoncés  sui- 
vants : 

I.  Soit/7  un  nombre  premier  de  la  forme  3/i  +  i.  Je  dis  que  2  [c.  a  d. 
-f-  2  et  —  2)  est  résidu  cubique  de  p,  si  p  se  réduit  à  la  forme 

jcx  -\- 9.']  xj  ; 

que  2  est  non-residu  cubique  de/?,  si  ^p  se  réduit  a  cette  forme.  P.  E. 

7,   i3,   19,  3i,  37,  43,  61,  67,  73,  79,  97. 

Vous  ne  trouvères  que 

3i  =  4  -+  2^7»     43  =  16  4-  27 
et 

2^4'(™"d.  3i),     2^  (—  9)'  (mod.  43]. 

II.  Soit/7  un  nombre  premier  de  la  forme  8/1  4- 1.  Je  dis  que  4-  2  et 
—  2  seront  résidus  ou  non-residus  biquarrés  de  p  suivant  ce  que  p  est  ou 
n'est  pas  de  la  forme 

Par  ex.  parmi  les  nombres 

17,  4i,  73,  89,  97,   ii3,   137, 

'vous  ne  trouvez  que 

73=9-4-64,     89  =  25+64,     113  =  49-4-64, 
et 

25*^  2  (mod.  73).     5*^2  (mod.  89),     20^ ^2  (mod.  11 3). 

La  forme  de  ces  énoncés  est  certainement  inédite.  Le  premier  se 
trouve,  sous  une  forme  beaucoup  plus  générale,  démontré  dans  le 
célèbre  Mémoire  de  Jacob i,  De  residuis  cubicis  commentatio  nu- 
merosa  (  '  ) ,  le  second  a  été  communiqué  par  Gauss  à  la  Société 

(»)  Journal  de  Crelie,  t.  2,  p.  6(5-69;   ^^^1- 
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Royale  de  GoUÎngue  en  iSaS  (  *  )  et  démontre  dans  le  VI*  Volume 
des  Nous^eaux  Commentaires  [^), 

Les  autres  passages  de  cette  Lettre  peuvent  être  facilement  ëclair- 
ti%  et  commentés. 

Les  notes  savantes,  dont  toutes  vos  lettres  sont  si  richement  remplies, 
m'ont  donné  mille  plaisirs.  Je  les  ai  étudiées  avec  attention,  et  j'admire  la 
facilité,  avec  laquelle  vous  avet  pénétré  toutes  les  branches  de  l'Arithmelique, 
et  la  sagacité  avec  laquelle  vous  les  avez  su  généraliser  et  i)erfectionner. 

Outre  la  Lettre  qui  est  l'objet  de  cet  article,  nous  possédons  de  la 
correspondance  de  Gauss  et  de  Sophie  Germain  : 

i**  Une  Lettre  de  Sophie  Germain  signée  Leblanc^  non  datée, 
probablement  la  première  de  toutes  [^)\ 

a"  Une  Lettre  de  Gauss,  datée  de  Brunswick  le  ao  août  i8o5(*). 

3"  La  réponse  de  Sophie  Germain  (^  ); 

4"  Une  Lettre  de  Gauss,  datée  du  i6  juin  1806,  en  réponse  à  la 
précédente  (•)^ 

5*  Une  Lettre  de  Gauss,  datée  du  19  janvier  1808  ('). 

Entre  la  première  et  la  seconde  des  pièces  que  nous  venons  de 
citer,  il  y  a  une  lacune  évidente  pour  le  lecteur  \  entre  la  quatrième 
et  la  cinquième,  il  faut  placer  d'abord  la  Lettre  de  Sophie  Ger- 
main, datée  du  22  février  1807,  à  laquelle  Gauss  fait  allusion  au 
début  de  sa  Lettre  du  3o  avril  \  on  peut  supposer  ensuite  une  ré- 
ponse à  cette  Lettre  du  3o  avril.  Ces  vides  seraient  fort  regrettables 
si  les  quelques  fragments  inédits  qui  se  rapportent  aux  Disquisi- 
tiones  avithmeticœ,  dans  les  papiers  de  Sophie  Germain,  ne  nous 
offraient  un  moyen  à  peu  près  sûr  de  les  combler. 

Depuis  cinq  ans  des  travaux  astronomiques  —  auquels  pour  le  dire  en 


(*)  Gôttingische  gelehrte  Anzeigeny  der  erate  Band  auf  das  Jahr  iSaS,  cité  par 
Jacobi  (Z>ff  residuis  eubicis  commentatio  numerosa)  dans  le  Journal  de  Creile,  t.  1, 
p.  66,  lignes  io-i3;  1827. 

(*)  Gauss  Werke,  2»«'  Band,  p.  65  et  suivantes. 

(•)  OEuvr es  philosophiques  de  Sophie  Germain,  Édition  Stiipuy,  p.  398. 

(*)  Ibid,,  p.  3o6. 

(•)  Ibid.y  p.  3o8. 

{*)  Ibid,,  p.  Soi. 

'/}  Ibid.,  p.  3i8. 

y8. 
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4o{  PREMIÈRE  PARTIE. 

passant  je  dois  surtout  la  heureuse  situation,  dont  j'ai  joui  pendaat  la  vie 
de  notre  duc,  le  [sic)  victime  malheureux  de  son  attachement  Gdel  [sic)  à 
la  maison  de  Prusse 

Ce  duc  est  le  duc  Charlcs-Guillauoie-Ferdînand,  né  le  9  oc- 
tobre ly'iS  et  inortelleiuent  blessé  à  la  bataille  d'Auerstaedt  (1806); 
c'est  à  lui  que  sont  dédiées  les  Disquisitiones  arithmcticœ. 

Soit  p  un  nombre  premier.  Soient  les^  —  i  nombres  inférieurs  à  p  |>ar- 
tagcs  en  deux  classes 

A.  . .  I,  2,3,  4»      •    -r     il/'  — 0» 

B...l(/7-t-i),     -l(/^-h3),     i(/^-h5;,     ...,     p—i. 

Soit  a  un  nombre  quelquonquc  non  divisible  ])ar  p.  Multipliés  tous  les 
nombres  A  par  a  ;  prenés  en  les  moindres  résidus  selon  le  module  />, 
soient,  entre  ces  résidus,  «  appartenants  à  A  et  6  appartenants  à  B  de  sorte 
que  «  -h  6  =  J-  (/?  —  I  ).  Je  dis,  que  a  est  résidu  quarré  àep  lorsque  6  est 
pair,  non  résidu  lorsque  6  est  impair. 

On  peut  tirer  de  cette  proposition  plusieurs  conséquences  très  remar- 
quables; entre-autres,  elle  donne  le  moïen  d'étendre  Tinduction,  par  laquelle 
on  rassemble  des  c^is  speciels  du  théorème  fondamental  aussi  loin  qu'on  veut, 
ce  qui  ne  pourr.ût  se  faiic  par  les  méthodes  exposés,  art.  iU6-125^. 

J'ai  donné  dans  mon  ouvrage  deux  dcmonstraiions  rigoureuses  de  ce  fa- 
meux théorème,  et  j'en  possède  encor  trois  autres  toutes  entièrement  difle- 
renles  entre  elles;  deux  d'entre  elles  même  peuvent  être  conduites  de  deux 
différentes  manières  chaqu'une:  ainsi  je  pourrois  soutenir  que  je  peus  le  dé- 
montrer de  sept  manières  différentes.  Les  autres  démonstrations  que  je  prc^ 
fererois  pour  felcgance  aux  deux  données  dans  mon  ouvnige,  senmt  publiées 
aussitôt  que  j'y  trouverai  l'occasion. 

Des  trois  démonstrations  ultérieures  que  Gauss  mentionne  dans 
ce  passager,  la  première  a  été  communiquée  à  la  Société  Royale  des 
Sciences  de  Gotlingue,  le  i.>  janvier  1808,  et  imprimée  dans  le 
XVP  volume  des  Comtiientaircs  de  cette  Société  (  *  )  ^  la  seconde  a 
été  communiquée  à  la  même  Société  le  24  août  1818  et  imprimët! 
dans  le  Volume  I  de  ses  Nouv^eaux  Commentaires  (^);  la  troisieoMî 


(»)  C.-F,  Gauss  IVerhr,  t.  11,  p.  iJ-S.  GOUinguc,  1808. 
(«)  Ibid.y  t.  II,  p.  ',7-r,',;   181 1. 
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a  été  communiquée  le  lo  févrior  1817  et  imprimée  dans  le  IV"  Vo- 
lume des  Nouv^eaux  Commentaires  (*). 

A  propos  des  corrections  suivantes  aux  Disquisitiones  an'thme- 
licœ  : 

Page  146  [cas  (4)]1'  21  lises  comme  il  suit  :  «  Facile  vero  perspicitiir, 
ex  ista  aequatione  deduci  posse  haec  a'p'R/i,  .  .  .(a),  zhâ-^Ra'. . .  (6), 
dz  ah  R/? ...  (  y  ).  Ex  [a  )  sequitur,  période  ut  in  (  2  ),  /i  vel  utriusque  /?',  p  vel 
ueutrius  residuum  esse.  Sed  casiis  prior  ideo  est  impossibilis,  qiiod  e\/iRa' 
et  (6)  seqnerctur  </R  «' contra  liypoth.  Quamobrcm  neressario  est /iN/? 
adeoqiiey  per  (7)  «N/?.  Q.  E.  D.  » 

Au  reste  à  la  page  i44  i^  se  trouve  une  faute  d'impression  non  indi- 
quée, Siivoir  art.  139,  ligne  3,  au  lieu  de±a^p,  il  faut  lire  ±:  aR/^. 

On  peut  remarquer  que  le  second  lapsus  a  été  corrigé  dans  la 
traduction  française  (^). 

J'aurois  repondu  plus  tôt  à  votre  lettre,  mais  la  découverte  d'une  nouvelle 
planète  par  Mr.  Olbers  m'a  un  peu  distrait. 

Cette  nouvelle  planète  est  Festa,  entrevue  pour  la  première  fois, 
comme  on  sait,  le  29  mars  1807  (^). 

Par  le  premier  essai  que  j'ai  fait  sur  son  orbite,  je  trouve  son  mouvement 
considérablement  plus  vite  que  celui  de  Omcs,  Pallas  et  Junon,  savoir 
978''  par  jour.  L'inclinaison  de  Toibite  de  7^6'.  L'excentricité  0,1. 

Les  cluirrcs  exacts  sont  pour  le  moyen  mouvement  de  Vesta 
909,978'',  pour  son  inclinaison  7°5'49''î5,  pour  son  excentricité 
0,097005  (*). 

Je  viens  d'achever  un  ouvrage  étendu  sur  les  méthodes,  qui  me  sont 
propres,  â  déterminer  les  orbites  des  planètes.  Mais  quoique  je  l'aie  écrit  en 
allemand,  je  trouve  beaucoup  de  difficulté  d'y  engager  un  libraire. 

11  s'agît  dans  ce  passage  du  fameux  Ouvrage  de  Gauss  imprimé 


(')  C-F.  Gauss  ITerke,  l.  U,  p.  iSg-iG^;   1818. 

("*)  B^cherches  arithmétiques,  trad.  Poullel-Dclislc.  Paris,  i8<»7,  p.  io3. 
(")  Jstronomisches  Jahrbuch  fur  Berlin,   1807,  p.  211. 

(*)  MonatUche  CorrespontlenZy   Bund  XV,   p.  Sqo-Guo;  Juiii    1807.  Gauss  H'erktf 
t.  VI,  p.  2ÎJ7. 
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en  latiii  sous  le  titre  :  llieoria  motus  corporum  cœlestium  in  sec- 
donibus  conicis  soient  ambientium,  Hamburgi,  sumtibus  Fridericî 
Pertbes  et  J.-H.  Besser,  1809.  Dans  une  Lettre  datée  du  19  jan- 
vier 1808,  Gauss  écrit  à  Sophie  Germain  (  *  ). 

L'ouvrage  sur  le  calcul  des  orbites  des  planètes  dont  je  vous  ai  parlé 
dans  ma  dernière  lettre  est  enfin  sous  presse.  J'espère  qu'il  sera  achevé 
dans  quelques  mois.  Je  n'ai  pas  redouté  la  peine  de  le  traduire  tn  latin  afin 
qu*il  puisse  trouver  un  plus  grand  nombre  de  lecteurs. 

Ces  curieux  détails  et  les  précieuses  remarques  que  nous  avons 
citées  constituent  pour  M.  le  prince  Boncompagni  un  nouveau  titre 
à  la  reconnaissance  des  géomètres.  C.  H. 


GRAM  (  J.-P.).  —  Ou  R^KKEUDVIKLINGER,  BESTEMTE  VID  Hj.£LP  AP  DE  MINDSTE 

KvADRATERS  Methode  (').  —  Kjôbsnhavn,  1879.  In-8",  laa  pages. 

Soit  donnée  la  forme  d'une  série  convergente  à  coefficients  in- 
connus, qui  doit  représenter  soit  une  fonction  qui  prend  des  valeurs 
données  pour  certaines  valeurs  de  l'argument,  soit  une  fonction 
donnée,  et  supposons  qu'on  veuille  se  contenter  d'un  nombre  de 
termes  de  cette  série  fixé  d'avance.  L'auteur  s'est  proposé  de  déter- 
miner les  coefficients  de  manière  que  la  série  donne  alors  la  meil- 
leure approximation  aux  valeurs  données  ou,  dans  un  intervalle 
donné,  à  la  fonction  donnée,  ce  qui  n'a  pas  lieu  ordinairement  si 
l'on  prend  les  coefficients  des  premiers  termes  de  la  série  infinie  qui 
représenterait  exactement  la  fonction.  L'auteur  regarde  comme  la 
meilleure  l'approximation  où  la  somme  des  carrés  des  diilërences 
des  valeurs  données  o  et  de  celles  qui  résultent  de  la  série,  ces 
carrés  étant  multipliés  par  les  poids  v^  est  un  minimum*,  dans  le 
cas  d'une  fonction  continue,  la  somme  sera  remplacée  par  une  in- 
tégrale définie. 

L'auteur  résout  sou  problème  en  substituant  aux  fonctions  qui 


(')  Œuvres  philosophique  de  Sophie  Germain.  Édition  Stupiiy,  p.  330. 
(")  Sur  des  développements  en  séries  au  moyen  de  la  methode  des  moindres  carrés. 
Thèse  soutenue  à  TUniversité  de  Copenhague,) 
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forment,  au^  coefficients  inconnus  près,  les  termes  de  la  série 
donnée,  des  fonctions  linéaires  ^  de  ces  fonctions  données,  qui 
dépendent  encore  du  poids  u  et  qui  satisfont  à  la  condition 

la  somme  S  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  Targument  pour 
lesquelles  on  connaît  les  valeurs  o  de  la  fonction  cberchée.  En  fai- 
sant usage  de  ces  nouvelles  fonctions  <p,  il  faut  prendre  le  nombre 
demandé  de  termes  de  la  série  suivante  : 

i^^vj,,(o)        'P.lP'^.io)        -^Sr-^,» 

Cette  série  s'appelle  une  série  d'interpolation. 

Si  le  nombre  des  termes  est  égal  à  celui  des  valeurs  données  o, 
Texpression  trouvée  sera  exacte.  On  peut  se  demander  si  la  même 
chose  a  lieu  dans  le  cas  où  la  série  doit  représenter  une  fonction 
continue  donnée,  si  Ton  prend  un  nombre  infini  de  termes.  Cela 
dépend  de  certaines  conditions  de  convergence  discutées  parTauteur. 

L'auteur  applique  les  développements  trouvés  à  des  fonctions 
continues  données.  La  série,  devant  remplacer  dans  l'intervalle 
depuis  o  à  I  (et  d'autres  intervalles  donnés  peuvent  se  réduire  à 
celui-ci)  une  série  développée  suivant  des  puissances  de  x,  sera 
développée  suivant  des  fonctions  spbériques.  Les  séries  de  Fourier 
et  les  développements  suivant  des  fonctions  de  Besscl  ou  des  fonc- 
tions cylindriques  sont  aussi  des  séries  d'interpolation.  Ces  déve- 
loppements utiles  se  présentent  ainsi  d'un  point  de  vue  commun. 

L'auteur  applique  ensuite  sa  méthode  à  des  fonctions  dont  les 
valeurs  sont  données  pour  des  arguments  équidistants  et  à  des 
égalisations  de  résultats  numériques  trouvés  par  observation. 


HEIBERG  (J.-L.).  -—  Qu.«stiones  Archiuedb.is.  Inesl  de  arenœ  numéro  li- 
bellas. —  Hauniœ,  1879.  In-S**,  168  pages  en  latin  et  3o  pages  en  grec  ('). 

L'auteur  philologue,  qui  prépare  une  édition  grecque  des  œuvres 


{*)  Thèt-j  soutenue  à  rt'iiivert:ilé  du  Copeuhajruc. 
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d'Areliîinède,  s*o€cupe  ici  do  la  vie,  des  écrits,  des  maeliiiii'S,  de 
r Arithmétique  et  du  dialecte  du  grand  géomètre  grec,  et  ajoute, 
comme  spécimen  de  l'édition  qu*il  se  propose,  sa  restauiation  du 
texte  grec  du  Mémoire  sur  le  nombre  des  grains  de  sable  [^trena- 
via).  Le  Cbapitic  sur  l' Arithmétique  d'Arehimède,  où  il  expose  et 
critiqu(î,  par  exemple,  les  diilérentcs  hypothèses  sur  le  calcul  des 
racines  can-ées  d'Arehimède,  montre  qu*il  possède  les  eonnaissanccN 
mathématiques,  et  en  particulier  des  Mathématiques  de  Tantiquilts 
indispensables  pour  la  tâche  qu'il  s'est  proposée. 


KLEIN  (F.).  —  Weiterb  Untersucuungen  ubeh  das  Ikosaeder.  —  MaUiem. 
Ann.,  t.  Xll,  p.  5o3-56o. 

GORDAN  (P.).  —  Ueber  die  Auflosungen  per  Gleichungkn  5-ten  Grades. 
—  Malh.  Ann.,  t.  XIII,  p.  375-404. 

KLEIN  (F.).  —  Ueber  die  Transformation  der  elliptischen  Functionkn  und 
DIE  AuFLësuNG  DER  Gleichungen  5-ten  Grades.  —  Malh.  Ann.,  t  XIV. 
p.  m-i7P.. 

On  a  rendu  compte  dans  le  Bulletin  des  recherches  faites  anté- 
rieurement sur  les  formes  binaii-es  qui  se  reprcKluisent  par  des 
transformations  linéaires  ^  on  a  indiqué  comment  l'étude  de  la 
forme  binaire  du  douzième  degré,  représentée  géométrîquemenl 
par  les  douze  sommets  d'un  icosaèdre  régulier,  se  relie  étroite- 
ment à  la  théorie  de  Téquation  générale  du  cinquième  degré  (  *). 
C'est  cette  connexion  même  entre  les  deux  questions  que  M.  Klein 
et  M.  Gordan  ont  prise  pour  point  de  départ  de  leurs  recherches 
sur  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré.  Dans  le  premier 
des  Mémoires  dont  nous  rendons  compte,  on  montre  comment  les 
soixante  mouvements  de  rotation  qui  ramènent  l'îcosaèdre  sur  lui- 
même  se  décomposent  en  douze  sous-groupes  et  comment  on  est 
ainsi  conduit  à  une  résolvante  du  cinquième  degré.  La  liaison  de 


('  )  D'un  autre  côté,  ces  recherches  trouvent  une  application  directe  dans  la  théorie 
des  équations  linéaires  du  second  ordre  iiiU'grables  algébriquement. 
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cette  dernière  avec  les  racines  de  V équation  icosaédriifue  conduit 
aux  développements  algébriques  obtenus  par  MM.  Kronecker  et 
Brîoschi  et  dont  une  partie  était  restée  sans  démonstration,  et  four- 
nit une  méthode  très  simple  qui  ramène  au  problème  de  Tico- 
saèdre  la  résolution  de  l'équation  générale  du  cinquième  degré. 

Dans  son  Mémoire,  M.  Gordan  obtient  explicitement  Texpres- 
sion  des  racines  d'une  équation  du  cinquième  degré  au  moyen  des 
irrationnelles  icosaédriques,  et  cela  sous  une  forme  appropriée  au 
calcul  numérique.  Les  mélliodes  algébriques  étant  ainsi  exposées 
et  poussées  suffisamment  loin,  M.  Klein,  dans  le  dernier  Mémoire, 
tourne  ses  efforts  du  côté  des  fonctions  elliptiques;  pour  appro- 
fondir la  question,  il  est  nécessaire  de  donner  à  la  théorie  de  la 
transformation  des  fonctions  elliptiques  une  base  nouvelle  :  le 
travail  de  M.  Klein  sert  ainsi  de  transition  à  des  recherches  ulté- 
rieures (*). 

On  peut  dire,  en  premier  lieu,  comme  résultat  définitif  de  ces 
divers  travaux,  que  la  forme  binaire  du  douzième  degré  représentée 
géométriquement  par  l'icosaèdre  constitue  la  base  véritable  d'une 
théorie  rationnelle  de  l'équation  du  cinquième  degré.  En  second 
lieu,  les  remarques  (|uî  suivent  ne  sont  pas  sans  importance  pour  la 
théorie  des  équations  algébriques. 

1°  Le  fondement  de  toutes  les  recheirhes  sur  les  équations  algé- 
briques se  trouve  dans  la  théorie  de  (ialois  \  mais  cette  théorie. ne 
fournit  pas  tous  les  éléments  dont  on  a  besoin  pour  le  problème  de 
la  résolution.  Deux  équations  peuvent  avoir  le  même  groupe  (au 
sens  de  Galois)  sans  qu'il  soit  possible  de  passer  rationnellement 
de  l'une  à  l'autre,  et  la  résolution  d'une  des  équations  peut  être 
essentiellement  plus  facile  que  celle  de  l'autre  :  par  exemple,  l'équa- 
tion icosaédrique  est  une  équation  du  soixantième  degré,  dont  le 
groupe  embrasse  soixante  substitutions  ;  elle  est,  au  sens  de  Galois^ 
sa  propre  résolvante  ;  l'équation  générale  du  cinquième  degré,  en 
lui  adjoignant  la  racine  carrée  de  son  discriminant,  a  le  même 
groupe  j  mais  il  n'est  pas  possible  de  la  réduire  à  une  équation  ico- 
saédrique tant  qu'on  ne  lui  a  pas  adjoint  au  moins  une  telle  racine 
carrée,  laquelle  n'a  aucune  înlluence  sur  le  caractère  du  groupe  de 


(*)  Uebcr  die  Transformation  ']-ten  Ordnunff  der  ellipcischtm  Functionen  {Math. 
y4mi„  t.  XIV). 
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Galois.  Un  travail  de  M.  Kronecker,  de  i86f ,  contient  déjà  des 
résultats  analogues. 

a**  La  théorie  des  invariants  joue  également  un  rôle  important 
dans  les  mêmes  recherches  ^  mais  les  choses  ne  se  passent  pas  comme 
pour  les  équations  des  deuxième,  troisième  et  quatrième  degrés  ; 
pour  ces  équations,  il  est  avantageux  de  regarder  le  premier 
membre  comme  une  forme  binaire  et  d'étudier  cette  forme  dans  le 
sens  delà  théorie  des  invariants.  C'est  de  cette  façon  que,  dans  les 
travaux  de  M.  Brioschi  et  de  M.  Hermite,  est  traité  le  premier 
membre  de  Téquation  du  cinquième  degré,  dont  les  invariants  ser- 
vent de  point  de  départ  aux  recherches  ultérieures.  Mais  les  mé- 
thodes qui  réussissent  pour  les  équations  dont  le  degré  est  inférieur 
à  5  ne  présentent  plus  le  môme  avantage  quand  on  veut  les 
appliquer  aux  équations  de  degré  supérieur.  Les  racines  de  Tune 
des  premières  équations  jouissent  en  eil'et  de  cette  propriété  de 
pouvoir  se  permuter  au  moyen  de  transformations  linéaires  bi- 
naires, ce  qui  n'a  plus  lieu  pour  l'équation  du  cinquième  degi*é.  Il 
est  beaucoup  plus  avantageux  de  relier  les  équations  de  degré  supé- 
rieur à  des  formes  qui  se  reproduisent  pai  des  transformations  li- 
néaires, mais  qui  ne  sont  plus  nécessairement  binaires.  Pour  l'équa- 
tion du  cinquième  degré,  il  existe  encore,  en  fait,  une  telle  forme 
binaire;  seulement  elle  est  du  douzième  degré.  Le  système  qui,  au 
sens  de  la  théorie  des  invariants,  appartient  à  cette  forme,  et  qui 
d'ailleurs  possède  le  caractère  le  plus  simple,  joue  dans  ces  recherches 
le  rôle  le  plus  important. 

1.  L*icosaèdre  est  une  forme  binaire  déterminée  du  douzième 
ordrey(rii ,  rja  )  =  o,  dont  le  système  complet  se  réduit  au  hessien  H 
et  au  déterminant  fonctionnel  (y,H)  =  T,  dont  le  carré  s'exprime 
linéairement  au  moyen  de^'  et  de  H'  ;  on  peut  donner  à  /"la  forme 
canonique 

et  l'on  a 

On  peut  énoncer  ainsi  le  problème  fondamental  :  Etant  données 
tes  valeurs  de /et  rfeT,  trouver  les  valeurs  correspondantes  de  r.i, 
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732  •  Uue   fois  ce  problème  résolu  pour  la  forme  canouique,  il  l'est 

aussi  pour  la  forme  générale.  Le  rapport  y]  =  -^  dépend,  à  cause  de 

Téquation  (i),  d'une  équation  du  soixantième  degré;  c'est  cette 
équation  que  l'auteur  appelle  équation  icosaédrique.  Elle  a  la  forme 
suivante,  quand  on  emploie  la  forme  canonique  : 

.  3)  -2Tr-~\  =  const.,      ou     1 728  ^   ^  =  X . 

Dans  le  cas  général,  au  contraire,  elle  est 

où  B  est  un  invariant  rationnel  et  du  premier  degré  par  rapport 
aux  coefficients  de/*,  X  est  le  paramètre  de  l'équation  icosaé- 
drique. La  propriété  capitale  de  cette  équation  consiste  en  ce  que 

les  soixante  racines  ri  =  -^  se  déduisent  d'une  racine  quelconque  au 

moyen  de  substitutions  linéaires,  indépendantes  de  X.  Pour  la  forme 
canonique,  les  racines  sont 

d'où  l'on  déduit  les  soixante  substitutions 


(4) 


[/X,Vi=0,I,2,3,4). 


Ces  substitutions,  au  moyen  de  transformations  linéaires,  don- 
nent les  substitutions  correspondantes  pour  la  forme  générale.  De 
ce  groupe  de  soixante  substitutions  d'une  variable  unique  n  on  peut 
déduire  un  groupe  de  soixante  couples  de  substitutions  binaires  à 
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déterminant  4-  i,  en  remplaçant  //  par  —  et  tf  par  -/  et  en  séparant 

les  numérateurs  et  les  dénominateurs. 

Toute  fonction  des  racines  de  Téquation  icosaédrîque  peut,  au 
moyen  des  formules  (4)?  s'exprimer  au  moyen  d'une  seule  racine. 
Ces  substitutions  (  4  )  forment  le  groupe  de  Galois  pour  l'équation 
icosaédrique.  On  obtient  immédiatement  les  résultats  suivants  au 
moyen  de  la  représentation  conforme  (Schwarz,  Journcd  de 
Borchardt,  t.  70) .  La  spbère  des  yj  est  décomposée  par  les  plans  de 
symétrie  de  Ticosaèdre  en  cent  vingt  triangles  alternativement  cgaus 

et  symétriques  dont  les  anglessont  -»  ^»  -;  les  soixante  triangles 

d'une  espèce,  les  soixante  triangles  de  l'autre  représentent  les  demi- 
plans  positifs  ou  négatifs  desX.  Les  soixante  racines  d'une  équation 
icosaédrique  sont  toujours  représentées  parsoixante  points  homolo- 
gues des  triangles  correspondants  et  les  permutations  dans  le  groupe 
de  Galois  s'obtiennent  par  les  soixante  rotations  qui  ramènent  l'ico- 
saèdre  sur  lui-même.  Au  moyen  de  ces  soixante  rotations,  on  peut 
former  des  sous-groupes  de  2,  3,  5,  4^  ^5  >o,  la  substitutions,  dont 
les  trois  premiers  appartit»nnent  au  type  de  la  division  du  cercle, 
les  trois  suivants  au  type  de  la  double  pyramide,  et  le  dernier  au 
type  du  tétraèdre.  Les  groupes  de  points  qui, pour  ces  sous-grou[>es, 
restent  invariables  fournissent  des  résolvantes  de  l'équation  de 
l'icosaèdre,  et  les  degrés  de  ces  résolvantes  sont  respectivement 
3o,  20,  12,  i5,  10,  6,  5. 

On  obtient  une  résolvante  du  sixième  degré  au  moyen  des  six 
couples  de  points  opposés  de  l'icosaèdre.  Soit  cf(r,,,ï32)  =  o  un  tel 
couple  de  points,  dont  le  déterminant  soit  égal  à  -f-  5,  z  =  ç-  sera 
une  fonction  \\  six  valeurs,  racine  de  l'équation 

36  _  ,o/:3_^  144H3  -h  5/»rr=  o. 

Le  discriminant  de  cette  équation  est  égal,  sauf  un  facteur  nu- 
mérique, à  T^.  Lorsque  l'on  donne,  comme  on  l'a  supposé,  la 
valeur  de  T,  on  connaît  ainsi  la  racine  quatrième  du  discriminant; 
dans  les  autres  cas,  la  racine  carrée  de  ce  discriminant  est  con- 
nue rationnellement.  Cette  équation  est  un  cas  spécial  de  l'équatiou 
du  multiplicateur  de  Jacobi  pour  la  transformation  du  ciuquièaie 
ordre  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  c'est  là  le  point  de 
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départ  des  reclierclies  de  M.  Kronecker  sur  la  résolution  de  l'équa- 
tion du  cinquième  degré. 

La  résolvante  du  cinquième  degré  correspond  au  sous-groupe  du 
type  du  tétraèdre.  Pour  un  tel  sous-groupe,  douze  rotations  laissent 
invariables  deux  tétraèdres  réguliers  T|  et  To  formant  ensemble  les 
arêtes  d'un  cuboïde  (  TVûrJel)  W,  puis  un  octaèdre  t  et  l'agrégat 
des  douze  points  correspondants.  Mais  pour  les  fonctions  les  plus 
simples  qui  soient  racines  de  la  résolvante  du  cinquième  degré,  on 
doit  évidemment  choisir  t{ri^^Yti)  et  W(yj|,yy2)i  parce  que  ce  ne  sont 
pas  les  fonctions  t,  (yî,,y52)  ^^  '^2(^1?  ^^)  qui  se  reproduisent,  mais 
bien  leurs  cubes.  On  obtient  les  cinq  octaèdres  f(v3ï,>j2)  au  moyen 
de  l'équation  du  cinquième  degré 

(6)  t--  io/V-+-45(/'--i2T=ro, 

qui  est  un  cas  particulier  de  la  résolvante  de  Brioschi  pour  Téqua- 
tion  de  Jacobi  du  sixième  degré  ^  quant  à  Téquation  en  W,  elle  est 

(7}  WM-4o/-nV2—  7'20/HW-l-  ii'Wz^o, 

Des  valeurs  de  t^  et  de  Wv  on  déduit,  par  le  procédé  suivant,  une 
résolvante  générale  dont  les  racines  y  satisfont  aux  conditions 
2  y  =  o,  2  j  -  =  o  .  Posant 

où  X,  u.  sont  des  constantes  arbitraires,  on  obtiendra  une  équation 
du  cinquième  degré 

;9)  .)'"^-f-  5A^>=^-4-5Br-+-C=:o, 

dont  les  coefficients  dépendent  seulement  du  paramètre! 

En  choisissant  le  rapport  -  de  façon  que  A  =  o,  ce  qui  exige  la  ré- 
solution d'une  équation  du  troisième  degré,  cette  équation  prendra 
la  forme  donnée  par  Jerrard. 
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Pour  étudier  réqualion  générale  (du  sixième  degré)  du  multipli- 
cateur de  Jacobi,  équation  qu'il  introduit  dans  la  seconde  Partie  de 
son  Mémoire,  M.  Klein  part  encore  du  problème  icosaédrique  sous 
h  forme  canonique  : 

Étant  donné  un  ieasaèdre  sous  lajorme  canonique,  ainsi  que 
Us  valeurs  numériques  des  inwwiants  simultanés  que  jwssède  cet 
icosaèdre,  joint  à  une  certaine  forme  quadratique 

q  =  Ai.rJ-4-?.AoJrt''« —  AjxJ, 

on  se  propose  de  déterminer  les  coefficients  de  cette  dernière 
forme. 

Le  système  simultané  se  compose  du  discriminant  A  =  A  J  -h  At  Aj 
de  la  forme  quadratique  et  de  trois  formes  B',  C,  D,  entre  les- 
quelles existe  une  relation.  Le  problème,  en  lui-même,  admet 
soixante  solutions,  et,  si  Ton  connaît  une  des  formes  quadra- 
tiques qui  constituent  ces  solutions,  on  obtient  les  cinquante-neul 
autres  en  appliquant  à  x^^x-j,  les  cent  vingt  substitutions  binaires 
icosaédriques. 

On  n'obtient  ainsi  que  soixante  formes,  parce  qu'à  une  substi- 
tution binaire  en  correspond  une  autre  obtenue  en  changeant  seu- 
lement le  signe  des  variables.  Ce  groupe  de  substitutions  est  encore 
le  groupe  de  Galois  du  nouveau  problème. 

En  regardant  les  coefficients  de  la  forme  quadratique  comme  les 
coordonnées  trimétriques  d'un  point  d'un  plan,  on  obtient  une 
figure  liée  étroitement  à  la  représentation  plane  de  la  surface  dia- 
gonale du  troisième  ordre  de  Qcbsch. 

Si  la  forme  quadratique  est  le  carré  d'un  binôme,  en  sorte  que 


q  —  A,.rî  +  sAoT-,!",—  AjTj  =  [r,^j\  —  T,^x 


il  ï 


le  point  Ao!  A,  :  Ao  se  trouve  sur  la  conique  A  =:  o,  dont  les  points 
représentent  le  système  de  quantités  yi\\fï*f  La  forme  B  =  o  repré- 
sente un  système  de  quinze  droites  obtenues  en  joignant  les  six 
points  fondamentaux  qui  répondent  à  la  séparation  dcy*en  facteurs 
du  second  degré  -,  cette  figure  forme  dix  hexagones  de  Brianehon. 
Les  courbes  B'==:o,  C'  =  o  ne  s'interprètent  pas  aussi  simple- 
ment; mais,  à  l'aide  de  l'équation  A=o,  on  peut  les  modifier  de 
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manière  qu'elles  aient  aux  points  fondamentaux  des  points  mul- 
tiples de  Tordre  le  plus  élevé  possible.  On  obtient  ainsi  deux  ex- 
pressions Bet  Cqui,  égalées  à  zéro,  représentent  des  courbes  de 
degirés  6  et  lo^  d'espèces  4  ^^  <>>  ayant  aux  points  fondamentaux  : 
la  première,  des  points  doubles  ^  la  seconde,  des  couples  de  points 
de  rebroussement  (points  quadruples) . 

L'équation  du  sixième  degré  de  Jacobi  est  définie  par  les  équa- 
tions 

(s  — A)«  — 4A(z  — A)5-+-ioB(3  — A)'  — C(3-A)h-5B*  — AC=o, 
V/^— Ao-+-i^Ai-hi-^A,; 

la  racine  quatrième  de  son  discriminant  est,  à  un  facteur  numé- 
rique près,  égal  à  D.  Ainsi,  le  problème  icosaédrique  se  confond 
avec  la  résolution  de  l'équation  de  Jacobi,  en  adjoignant  à  cctie 
dernière  la  racine  quatrième  de  son  discriminant. 

Pour  eilectuer  le  calcul,  on  montre  que  les  racines  de  l'équation 
quadratique 

q  z=  A,.r,  -f-  2  Ao  J^i-^2  —  A,.r5  =  o, 

si  on  les  désigne  par  -^9 -^9  dépendent  des  équations icosaédriques 

dont  les  paramètres  X|,  X2  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
V^,  B,  C,  I). 

Le  calcul  de  ces  paramètres  s'eHeclue  complètement  au  moyen 
d'une  équation  quadratique,  et  l'on  obtient  finalement 

[   Av=  içjîjj,      Aj=:  —  ïîi^i» 

(»0  ,         'îi?.^-^,?, 


Dans  la  troisième  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Klein  expose  une 
méthode  nouvelle,  fondée  sur  l'équation  icosaédrique,  pour  la  réso- 
lution des  équations  du  cinquième  degré  dans  lesquelles  la  sonim 
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des  racines  et  celle  de  leurs  carrés  sont  nulles,  ainsi  que  cela  a  Heu 
dans  l'équation  (9),  obtenue  précédemment  comme  une  résol- 
vante. 

Toute  équation  du  cinquième  degré  peut  être  ramenée  à  celte 
forme  au  moyen  de  transformations  rationnelles.  L'auteur  emj)loie 
les  considérations  géométriques  qui  suivent.  Les  cinq  racines  loij'i-j 
y^î^j^'ijs  d'une  équation  du  cinquième  degré,  liées  entre  elles  par 
Téq nation  de  condition  2^' =  o,  sont  regardées  comme  les  coor- 
données pentaédriques  d'un  point  de  l'espace,  pouvant  prendre  en 
général  cent  vingt  positions  différentes  obtenues  parla  permutation 
des  cinq  racines^  les  permutations  reviennent  à  des  collinéatious 
de  l'espace.  Si  raaintenanton  a  aussi  2^-  =  o,les  cent  vingt  points 
sont  situés  sur  une  surface  ^  du  second  degré-,  les  génératrices  de 
cette  surface  sont  transformées  comme  il  suit  par  les  cent  vingt  col- 
linéatious :  pour  les  soixante  collinéatious  qui  résultent  de  permu- 
tations paires  des  racines,  chaque  faisceau  se  reproduit;  pour  les 
soixante  autres  collinéatious,  les  deux  faisceaux  s'échangent.  Les 
génératrices  d'une  môme  espèce  constituent  une  multiplicité  ra- 
tionnelle de  première  dimension,  susceptible  d'être  représentée  au 
moyen  d'un  paramètre  X.  Une  collinéation  qui  ramène  sur  luî- 
mème  un  faisceau  de  génératrices  revient  à  une  transformation  li- 
néaire de  A.  Il  suit  do  là,  d'après  un  théorème  général,  que  les 
soixante  valeurs  de  1  relatives  aux  soixante  génératrices  d'un  même 
ensemble  dépendent  d'une  équation  icosaédrique.  Le?  paramètres 
des  génératrices  sont  des  fractions  dont  les  termes  sont  des  fonctions 
linéaires  et  homogènes  des  y.  Ces  paramètres  sont  choisis  de  façon 
que  l'équation  icosaédrique  se  présente  sous  forme  canonique^  cela 
étant  fait,  on  a  les  racines  j  en  fonction  rationnelle  des  racines 
de  cette  équation,  ou  en  fonction  rationnelle  d'une  seule  de  ces 
racines. 

La  forme  canonique  du  paramètre  se  déduit  de  l'étude  des 
groupes  particuliers  de  génératrices  de  chaque  faisceau,  de  ces 
groupes  qui,  au  lieu  de  soixante,  comprennent  douze,  vingt  et 
trente  droites.  On  parvient  ainsi  à  former  l'équation  icosaédrique 
au  moyen  des  coeflicients  de  l'équation  du  cinquième  degré.  Dans 
les  formules  finales  pour  les  racines  y  entre  la  racine  carrée  du 
discriminant  de  l'équation  du  cinquième  degré,  et  ainsi  cette  ra- 
cine carrée,  qui  n'a  aucune  influence  sur  le  nombre  des  substitutions 
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du  groupe  de  Galoîs^  est  nécessaire  pour  la  résolution  de  Téquation 
du  cinquième  degré. 

Relativement  à  la  résolution  d'une  équation  icosaédrique,  il 
convient  encore  dédire  qu'elle  peut  s'obtenir,  ainsi  qu'on  le  montre 
dans  les  §§  7-9  de  la  première  Section,  au  moyen  d'une  série  hy- 
pergéométrique,  par  le  quotient  de  deux  solutions  particulières  d<î 
l'équation  différentielle  hypergéométrique. 

II.  Dans  le  travail  de  M.  Gordan,  la  relation  entre  l'équation 
icosaédrique  et  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré  où 
l'on  suppose  nulles  les  sommes  des  racines  et  des  carrés  des  racines 
est  établie  de  telle  façon,  que  les  expressions  qui  entrent  dans  les 
formules  se  présentent  comme  les  co variants  d'une  certaine  forme 
doublement  binaire,  dont  l'auteur  cherche  d'abord  à  constituer  le 
système  complet. 

Représentons  parj^o  Ticosaèdre 

rir«(r!'4-ii.rî.rî-rj°), 

par  Yi  sa  forme  hessienne,  par  y^  le  déterminant  fonctionnel 
de  j^o  et  <1gj^i  5  JKmJKsîJ^s  forment  le  système  complet  relativement 
aux  cent  vingt  substitutions  linéaires,  c'est-à-dire  à  toutes  les  fonc- 
tions entières  qui  ne  changent  point  par  les  substitutions  icosaé- 
driques. 

Si  maintenant  on  considère  une  forme  avec  deux  séries  de  va- 
riables j-^jj^a  et  Xi,  a:a,et  qu'on  applique  auxj^  une  de  ces  substi- 
tutions et  aux  X  la  substitution  obtenue  en  changeant  la  racine 
cinquième  de  l'unité  e  en  «*,  on  peut  se  demander  quelles  sont 
celles  de  ces  formes  qui  se  reproduisent  par  cette  transformation 
simultanée  et  chercher  à  constituer  le  système  complet  au  moyen 
duquel  pourront  être  composées  toutes  les  formes  jouissant  de  cette 
propriété. 

On  obtient,  comme  forme  de  moindre  degré  en  x  et  en  j , 

(12)  f—y\^]^i-^x\ytA^rir\A-'y\'x^V 

On  se  propose  ensuite  de  trouver  les  covariants  de  /,  en  suppo- 
sant qu'on  fasse  subir  aux  variables  x  et  y  des  transformations 
linéaires  indépendantes  l'une  de  l'autre.  En  employant  le  procédé 

BuU.  des  Sciences  mathém.^  o«  Série,  t.  III.  (Octobre  1^79-)  "^9 
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connu  sous  le  nom  de  Ueberschiebung,  on  pose  symboliquement 

F  =  a^a;     et     *==//;  .6;', 

On  obtient  trente-sîx  formes,  dont  toutes  les  autres  sont  des  fon<- 
tions  entières; ces  trente-six  formes  s'expriment  rationnellement  au 
moyen  de  cinq  d'entre  elles. 

Pour  l'équation  du  cinquième  degré,  il  y  a  lieu,  ainsi  qu'on  l'a 
vu  précédemment,  de  considérer  les  sous-groupes  du  type  du  té- 
traèdre. Pour  les  sous-groupes,  trois  formes  fondamentales,  que 
nous  désignerons  par  ^"1,^-2,  ^3,  et  qui  sontdu  sixième,  du  buitièuie 
et  du  douzième  degré,  restent  invariables.  On  peut  maintenant  cher- 
cher le  système  complet  des  formes  avec  deux  séries  de  variables 
qui  se  reproduisent  quand  on  fait  subir  à  j  et  à  JC  deux  de  ces  trans- 
formations, dont  la  seconde  se  déduira  de  la  première  par  le  chan- 
gement de  e  en  6^  ^  la  forme  la  plus  simple  h  laquelle  on  parvienne 
est  la  forme  bilinéaire 

(l3)  X=— Jl(•^I-+-J•î)-^Jî(x,  —  .r,). 

En  appliquant  le  même  procédé  que  précédemment  (  Ueberschie- 
hung)  aux  formes  g^i,  g^^  gz^  ;j,  on  obtient  un  système  de  vingt 
i'ormes  ^  les  formes  icosaédriques  peuvent  être  composées  avec  elles; 
elles  s'expriment  toutes  rationnellement  au  moyen  de  cinq  d'entre 
elles  .  On  a  en  particulier  l'équation 

(  i4)  X'  +  Vx*  -  ^?'A  -  •>  =-  o, 

dans  laquelle  les  formes  icosaédriques  ç)  et  ^  sont  définies  par  les 
équations 

(•5)  ç,=  H(/./),.,     .^  =  ,2(/,y;,.,. 

En  regardant  ;j  comme  inconnue, y,  y,  ^  comme  données,  et  en  ap- 
pliquant kx  et  ky  les  cent  vingt  substitutions,  on  obtient  les  cinq 
racines  de  l'équation  (  1 5  ) 

Mais  le  produit  des  différences  de  ces  y-,^  égal  h  la  racine  carrée  du 
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discriminaiil  de  récjualioii,  est  une  forme  A  que  Ton  peut  construire 
avec  les  formes  du  système  icosaëdrique. 

Regardant  cette  racine  carrée  comme  donnée,  on  peut  déduire 
des  relations  du   système  icosaëdrique  une   forme  C   à  l'aide  de 

laquelle  on  peut  déterminer  le  rapport  —  par  une  équation  îcosaé- 

drique,  puis  trouver  y^  sous  forme  rationnelle. 

Dans  le  dernier  paragraphe,  M.  Gordan  reprend  la  question  avec 
la  forme  de  Jerrard  et  établit  la  connexion  de  sa  solution  avec  celle 
de  M.  Hermite. 

III.  Dans  le  troisième  Mémoire,  M.  Klein  établit  celte  connexion 
d'une  manière  nouvelle.  Le  point  de  départ  de  ses  recherches  est 
dans  une  certaine  représentation  géométrique  de  la  dépendance  du 

rapport  des  périodes  &)  =  —  de  Tintégrale  elliptique  I  —^  ctTinva- 

riant  absolu  —de  la  forme  binaire  biquadratique  y*(j:).  Si  cet 

invariant  parcourt  un  demi-plan  positif  (ou  négatif),  wse  meut  sur 
un  triangle  dont  les  côtés  sont  formés  par  des  arcs  de  cercle.   Aux 

sommets  de  ce  triangle,  dont  les  angles  sont  ^5  y  ?  o,  correspondent 

Ù  et 

les  valeurs  de  J,  savoir  o,  i ,  oo  .  Le  plan  des  w,  d'après  le  principe  de 
symétrie,  est  entièrement  recouvert  de  tels  triangles,  ainsi  qu<î 
M.  Dedekind  Ta  montré  dans  son  Mémoire  sur  les  fonctions  modu- 
laires. Ces  figures  triangulaires  jouent  le  même  rôle  dans  la  théorie 
de  la  transformation  que  les  parallélogrammes  dans  celle  des  fonc- 
tions doublement  périodiques.  Soit  J'  Tinvariaut  d'une  intégrale 
elliptique  se  déduisant  de  la  précédente  par  une  transformation 
du  /i**°®  ordre,  n  étant  un  nombre  premier.  J'  et  J  sont  liés  entre 
eux  par  luie  équation  du  (/2  4- i  )**"**  degré  5  la  considération  du 
triangle  permetd'étudier  le  système  de  ramification  (/^ez-swei^MW^) 
de  J',  regardé  comme  fonction  de  J.  L'espèce  p  de  la  surface  de 
Riemann  à  employer  est  nulle  pour  n  =  2,  3,  5,  7,  i3,  et  l'on  peut 
ainsi  exprimer  Jet  J'en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  t.  Ces 
fonctions  rationnelles  se  déterminent  complètement  par  la  multi- 
plicité de  certains  facteurs,  en  sorte  qu'il  y  a  là  une  méthode  nou- 
velle pour  l'étude  des  équations  de  transformation.  Pour  n  =  5, 
7,   i3,  (m  a  les  équations  qui  suivent,  équations  où  l'on  suppose  J 
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et  J' exprimés  de  la  même  façon  au  moyen  de  t  et  de  t',  et  où  Ton  a 
donné  les  relations  entre  t  et  t'  : 
Transformation  du  cinquième  ordre, 

J:J-i:  izz=(t»— ioT-h5)» 
:  (t»  —  22T  -h  1^5)  (t«  —  4t  —  I  )*  :  —  i7a8T, 

tt'=  ii5; 

Transformation  du  septième  ordre, 

J  :  J  -  I  :  I  rr:  (t«  -h  i3t  +  49)  (r*  -^  St  -h  I  )» 

:(7*+ i4T'-i-63T'-f-70T— 7)«:  1728T, 

tt'  =  49; 

Transformation  du  treizième  ordre, 

J: J— I  :  I 

=  (T*-i-5T-h  i3)(t^-i-  7T»-h20T*+  19T  +  1)' 

:  (t2 -h  6t  4- 13) (t«-i- lOT* 4- 46t* -4- loSr'-h  i22T»-h  38t -- I  ;* 
:  1728T, 

tt'=i3. 

La  variable  t  est  une  fonction  de  47  =  e'*"  qui,  dans  les  cas  con- 
sidérés, est  égale  à 

i25M«,     49M*,      i3M, 
où 

M.  Klein  se  pose  ensuite  la  question  suivante  :  Quelle  est  la 
relation  de  l'équation  de  Jacobi  du  sixième  ordre  et  de  l'équation 
icosaédrique  avec  l'équation  de  transformation  ainsi  obtenue  pour 

71  =  5? 

Le  passage  de  l'équation  de  Jacobi  du  sixième  degré,  dans  le  cas 
où  A  =  o,  se  fait  immédiatement  en  posant  t  =  2'  dans  l'équation 
obtenue  pour  71  =  5  entre  J  et  t  et  en  prenant  les  racines  cubiques 
des  deux  membres. 
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On  obtient  ainsi 

<;qualion  qui  a  été  utilisée  par  M.  Kroneckcr  dans  sa  résolution  de 
Téquation  du  cinquième  degré,  qui,  toutefois,  se  présente  dans  son 
travail  sous  une  forme  plus  compliquée,  parce  qu'il  considère  le 
module  A^  au  lieu  des  invariants  rationnels  g^  et  A. 

Pour  l'équation  icosaédrique,  elle  s'obtient  en  formant  la  résol- 
vante de  Galois  de  l'équation  qui  relie  J  et  J'  (  pour  /i  =  5  ),  et  c'est 
de  plus  la  forme  la  plus  simple  de  celte  résolvante.  Sa  racine, 
regardée  comme  fonction  de  J,  se  ramifie  de  façon  que,  des  soixante 
feuillets  de  la  surface  de  Rîemann  il  y  en  ait  trois,  quatre  et  cinq 
qui,  respectivement,  se  réunissent  pour  J=  i,  2,  oo  . 

Par  suite,  p  est  encore  nul,  et  l'on  peut  obtenir  la  résolvante  de 
Galois  sous  sa  forme  la  plus  simple  en  introduisant  comme  incon- 
nue la  fonction  >},  qui,  sur  la  surface  de  Riemann,  ne  prend  qu'une 
fois  chaque  valeur,  et  l'on  trouve  l'équation  icosaédrique 

La  relation  entre  y)  et  0)  se  représente  géométriquement  de  la  façon 
suivante  :  m  se  meut  sur  un  des  cent  vingt  triangles  aux  angles  ^^ 

->  ■=  que  les  plans  de  symétrie  de  Ticosaèdre  découpent  sur  la 

sphère  lorsque  co  se  meut  sur  un  des  triangles  dont  nous  avons  pré- 
cédemment expliqué  la  formation.  Analytiquement  cette  relation 
s'obtient  au  moyen  de  la  formule  connue 

r^^    -l  I  4-  y'  -  y«-  ^»*-^  7'«^  ^«-+. . . . 

La  signification  de  l'équation  icosaédrique  dans  la  transformation 
du  cinquième  degré  se  trouve  ainsi  complètement  établie^  finale- 
ment M.  Klein  déduit  de  la  théorie  de  l'icosaèdre  les  formules  uti- 
lisées par  MM.  Hermite  et  Brioschi  pour  la  résolution  de  l'équation 
du  cinquième  degré.  Il  reste  à  prouver  que  pour  les  irrationnelles 
icosaédriques  existent  des  équations  modulaires.  Or,  si  J  et  V  sont 
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liés  par  une  irausfoi'matiou  du  /*'*""•  ordre,  n  étant  un  nombre  pre- 
mier différent  de  /",  il  y  a  aussi  entre  les  irrationnelles  icosaé- 
driques  correspondantes  yj,  r!  une  équation  du  (//  -h  i  i"*"'**  degré.  En 
prenant  n  =  i,  on  tombe  sur  une  équation  du  troisième  degré  qui 
fournit  le  moyeu  de  passer  de  l'icosacdre  à  la  forme  de  Jerrard  ei 
résout  ainsi  la  qiuîstion  posée. 


HATTENDORFF  (K.j.  —  Algebraisciik  Analysis.  Uannover,  1877.  —  1'»--  • 
•298  pages. 

M.  Hattendorif  se  plaint  dans  sa  Préface  du  dédain  que  professeiil 
pour  les  mélliodes  purement  algébriques  les  étudiants  euMatbéina- 
tiques,  qui,  à  peine  sortis  du  (iymnasc,  veulent,  sans  avoir  rerii 
la  préparation  suftisante,  aborder  de  suite  le  Calcul  inilnitésimal. 
Son  Livre  est  destiné  à  leur  faciliter  cette  préparation. 

11  est  divisé  en  deux  Parties,  dont  la  première  est  consacrée  aux 
nombres  réels,  la  seconde  aux  nombres  complexes. 

Après  avoir  introduit  la  notion  de  limite,  M.  llatlendorif  a]>- 
pliquc  cette  notion  à  la  détermination  de  la  mesure  du  cercle, 
regardé  comme  limite  de  polygones  réguliers  inscrits  ou  circon- 
scrits dont  le  nombre  de  côtés  augmente  indéfiniment,  à  la  défini- 
tion du  nombre  7:,  à  la  recherche  de  la  valeur  limite  de  — -  pour 
X  =  o,  à  la  définition  du  nombre  ^,  obtenu  sans  Tinlermédiaire de 
la  série,  comme  la  limite  de  (  1  H —  )    >  pour  m  iutini. 

L'auteur  s'occupe  ensuite  des  séries  tant  à  termes  positifs  qu'à 
termes  positifs  ou  négatifs  \  la  règle  de  convergence  de  Gauss,  dans 
toute  sa  généralité,  aurait  pu  être  donnée  dans  ce  Chapitre.  Puis  il 
introduit  les  séries  doublement  infinies,  dont  on  devrait,  aussi  bîen^ 
dire  quelques  mots  dans  les  Cours  de  Mathématiques  spéciales-,  le 
théorème  sur  la  multiplication  des  séries  trouve  là  sa  place  natu- 
relle. 

Vient  ensuite  la  définition  des  fonctions  continues  et  uniformes: 
les  fonctions  entières,  les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  la  variable,  tant  qu'elles  sont  convergentes,  sont 
continues. 
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Ces  préliminaires  établis,  on  passe  à  l'étude  des  fonctions  simples 
(i  -f-x)"*,  a-^,  Jog-ï*»  sinx,  cosa-,  arcsina*,  arccosjr,  arctangj:  et 
des  séries  qui  les  représenlent. 

Telles  sont  les  matières  contenues  dans  la  première  Partie. 

L'introduction  des  nombres  complexes  exige  des  déiinilions  nou- 
velles pour  les  opérations  élémentaires,  pour  la  fonction  expo- 
nentielle et  la  fonction  logaritlimique,  les  fonctions  circulaires;  la 
fonction  exponentielle,  dont  la  définition  est  le  point  de  départ  de 
toutes  les  autres  détinitions,  est  regardée  comme  la  limite,  pour  7ti 
jnfîni,  de 


\  ///       / 


11  est  ensuite  nécessaire  d'étendre  aux  nombres  complexes  la 
notion  des  séries  infinies,  de  préciser  ce  qu'il  faut  entendre  par  la 
fonction  d'une  quantité  complexe  et  par  la  continuité  d'une  telle 
fonction,  d'étendre  enfin  les  notions  ainsi  acquises  aux  fondions 
et  aux  séries  simples  déjà  étudiées;  enfin,  tout  en  restant  dans  le 
domaine  de  l'Algèbre,  il  convient  d'introduire  la  notion  de  dérivée 
et  de  montrer  le  parti  qu'on  peut  en  tirer  dans  cette  science;  les 
propositions  fondamentales  sur  la  possibilité  de  développer  en 
série  une  fonction  continue  et  uniforme  et  sur  la  forme  de  ce  dt'- 
veloppement  trouvent  l«i  leur  place. 

M.  Hattendoril  passe  ensuite  à  l'élude  des  produits  infinis;  sinj* 
et  cosjc  sont  mis  sous  cette  forme.  Quelques  mots  sont  même 
consacrés  aux  fonctions  doublement  périodiques  et  à  la  transfor- 
mation, par  une  mélliode  due  a  Caucliy,  des  produits  qui  figurent 
au  numérateur  et  au  dénominateur  de  ces  fonctions  en  séries  in- 
finies. 

Après  la  décomposition  en  facteurs,  vient  nalurellement  la 
décomposition  en  fractions  simples.  C'est  dans  ce  Chapitre  que 
sont  placés  le  théorème  sur  la  variation  du  logarithme  d'une  fonc- 
tion dont  la  variable  indépendante  ou  plutôt  le  point  qui  la  figure 
décrit  un  contour  simple,  et  le  théorème  fondamental  sur  la  décom- 
position en  facteurs  d'une  fonction  entière,  qui  peut  en  être  regardé 
comme  une  conséquence;  on  peut  ensuite  aborder  la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles,  et,  plus  généralement,  du  quotient 
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de  deux  produits  infinis^  Tapplication  à  la  fonction  tangx  est  tout 
indiquée. 

Enfin  le  dernier  Chapitre  est  consacré  aux  fractions  continues. 


MÉLANGES. 

SUR  LES  STSTËMES  DESMIQUES  DE  TROIS  TÉTRAÈDRES; 
Par  m.  CYPARÏSSOS  STEPHANOS. 

Les  systèmes  de  trois  tétraèdres  formant  trois  surfaces  d'un  fais- 
ceau du  quatrième  ordre,  systèmes  qu'on  peut  appeler  desmiques 
(de  SéfffXY},  faisceau),  jouent  dans  la  Géométrie  de  Tespace  le  même 
rôle  que  les  systèmes  de  quatre  triangles  appartenant  k  un  même 
faisceau  de  cubiques  dans  la  Géométrie  du  plan. 

Cependant,  tandis  que  ces  derniers  systèmes  ont  été  l'objet  des 
recberclies  de  plusieurs  géomètres  et  que  leurs  propriétés  sont 
maintenant  bien  connues,  l'existence  des  systèmes  desmiques  de 
trois  tétraèdres  à  peine,  autant  que  nous  savons,  a  été  entrevue. 

Dans  le  présent  travail,  nous  avons  tenté  d'exposer  quelques- 
unes  des  propriétés  les  plus  remarquables  d'un  système  desmiquc 
de  trois  tétraèdres,  en  nous  réservant  de  compléter  cette  étude, 
dans  une  certaine  mesure,  une  autre  fois,  à  l'aide  de  considérations 
différentes. 

Premières  propriétés  d'un  système  desmique  de  trois  tétraèdres. 

1 .  On  remarque  sur  trois  tétraèdres  A,  B,  C  d'un  système  des- 
mique douze  sommets  E,  douze  faces  F  et  dix-liuit  arêtes  G  (  *  ). 


(')  11  convient  de  noter  ici  qne  la  recherche  que  nous  allons  entreprendre  se  rap- 
porte à  des  tétraèdres  n'offrant  aucune  particularité  projectlve  dans  la  disposition  de 
leurs  iaces. 

Nous  n'examinerons  donc  pas  ici  les  faisceaux  ponctuels  de  cônes  concentriques  da 
quatrième  ordre  comprenant  trois  cônes  formés  de  quatre  plans.  Nous  remarquerons 
seulement  qu'on  arrive  à  des  faisceaux  de  ce  genre  en  projetant  d'un  point  de  respac« 
la  section  plane  d'un  faisceau  comprenant  trois  tétraèdres  proprement  dits. 
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Nbus  dirons  qu'un  point  E  et  un  plan  F  sont  opposés  lorsqu'ils 
forment  deux  éléments  opposés  d'un  des  tétraèdres  A,  B,  C;  nous 
appellerons  de  même  deux  droites  G  opposées  lorsqu'elles  forment 
deux  arêtes  opposées  d'un  de  ces  mêmes  tétraèdres. 

Nous  emploierons  aussi  quelquefois,  pour  abréger,  les  expres- 
sions un  couple  de  droites  G,  un  couple  d'arêtes  d'un  tétraèdre, 
au  Heu  de  ces  autres  un  couple  de  droites  G  opposées,  un  couple 
d'arêtes  opposées  d'un  tétraèdre. 

2.  Les  seize  droites  L  formant  Tintersection  commune  des 
trois  tétraèdres  A,  B,  G  d'un  système  dcsmique  sont  distribuées 
par  quatre  sur  les  douze  plans  F.  Par  chacune  de  ces  droites  L 
passent  trois  plans  F  appartenant  respectivement  aux  tétraèdres 
A,  B,  G. 

Par  le  point  d'intersection  e  de  deux  droites  L  situées  dans  un 
plan  F  passent  toujours  deux  autres  droites  L.  Ces  quatre 
droites  L  prises  deux  à  deux  déterminent  six  plans  F,  groupés 
en  trois  paires;  les  plans  de  ces  paires  appartiennent  respective- 
ments  aux  tétraèdres  A,  B,  G  et  se  coupent  suiv^ant  trois  droites  G 
passant  par  e. 

Toute  droite  L  est  rencontrée  par  neuf  autres  droites  L,  situées 
par  trois  sur  les  trois  plans  F  passant  par  la  première  et  convergeant 
aussi  par  trois  vers  trois  points  e  situés  sur  la  première. 

Les  droites  L  se  rencontrent  donc  quatre  par  quatre,  en  '  =  1 2 
points  e. 

it?..3 

3.  Sur  toute  droite  G  se  trouvent      "     =  2  points  e.  Les  huit 

droites  L  passant  par  ces  deux  points  sont  situées  par  quatre  sur 
les  deux  plans  F  dont  l'intersection  est  formée  par  la  droite  G 
considérée. 

Par  ces  mêmes  points  passent  deux  à  deux  les  faces  des 
tétraèdres  A,  B,  C,  auxquels  n'appartient  pas  la  droite  G  considérée, 
fie  manière  que  les  arêtes  de  ces  tétraèdres  qui  passent  par  l'un  de 
ces  points  sont  opposées  à  celles  qui  passent  par  l'autre. 

Pour  que  deux  tétraèdres  déterminent  un  faisceau  du  qua- 
trième ordre  comprenant  un  troisième  tétraèdre,  il  faut  donc  que 
chacune  des  arêtes  de  l'un  rencontre  deux  arêtes  opposées  de  l'autre, 
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ou  bien  il  faut  que  chaque  couple  d'arêtes  opposées  de  l'un  s'ap- 
puie sur  un  couple  d'arêtes  opposées  de  l'autre. 

On  peut  dire  de  deux  tétraèdres  offrant  entre  eux  celte  dernière» 
disposition  quils  s'appuient  entre  eux  par  leurs  arêtes. 

4.  Considérons  maintenant  un  point  e(<?o)  et  les  trois  droites  (i 
appartenant  respectivement  aux  tétraèdres  A,  B,  C  et  passant  par 
ce  point.  Sur  chacune  de  ces  trois  droites  se  trouve  un  nouveau 
point  e  par  Jequcl  passent  les  droites  G  opposées  aux  deux  autres  : 
ces  trois  points  e^,  ^2?  ^3  forment  donc  un  triangle  dont  les  trois 
côtés  e2<?3,  e^et^  e^  e^  coïncident  respectivement  avec  les  droites  G 
opposées  aux  trois  droites  e^e^ ,  ^o^a^  ^o^s-  Les  quatre  points  e©,  ei , 
ea,  «3  forment  ainsi  les  sommets  d'un  nouveau  tétraèdre,  dont  les 
trois  couples  d'arêtes  opposées  appartiennent  respectivement  aux 
tétraèdres  A,  B,  G. 

On  obtient  de  la  sorte  trois  nouveaux  tétraèdres  «,  i,  c,  ayant 
pour  sommets  les  douze  points  e. 

Nous  avons  vu  précédemment  que  deux  quelconques  des 
tétraèdres  d'un  système  desmique  s'appuient  entre  eux  par  leurs 
arêtes.  Nous  découvrons  maintenant  de  plus  que  les  couples  d'arêtes 
de  deux  quelconques  de  ces  tétraèdres  appuyés  sur  un  même  couple 
d'arêtes  du  troisième  s'appuient  aussi  entre  eux  de  façon  à  former 
avec  ce  troisième  couple  les  six  arêtes  d'un  nouveau  tétraèdre. 

Pour  que  trois  tétraèdres  A,  B,  G  appartiennent  à  un  même  fais- 
ceau du  quatrième  oindre,  il  faut  donc  que  de  leurs  arêtes  se  compo- 
sent trois  nouveaux  tétraèdres  a,  i,  c*,  ayant  av^ec  chacun  des 
premiers  un  couple  commun  d'arêtes. 

5.  Par  chacune  des  quatre  droites  L  situées  sur  une  face  d'un  des 
tétraèdres  A,  B,  G  passe  une  face  de  chacun  des  deux  autres 
tétraèdres.  Deux  quelconques  de  ces  tétraèdres  sont  donc  situés 
en  homologie  (^ou  en  perspective)  de  quatre  manières  dijfférentes: 
les  quatre  faces  du  troisième  tétraèdre  sont  les  bases  de  ces  homo- 
logies  (  '  ). 


(')  La  seule  mention  que  nous  connaissions  de  deux  tétraèdres  situés  en  perspec- 
tive de  quatre  manières  différentes  se  trouve  dans  le  Mémoire  de  Crcmona  :  7Vor<»//  i 
stereometrici  dai  quali  si  deducono  le  proprietà  delT  esagrammo  di  Pascal,  n*  o  l 
{R,  Accad,  dci  Li/icet\  Mrm.  delta  classe  di  Scienze  fis.,  matem.  e  natur.,  1877}. 
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RêciPROQtEMEJNT  i  Lorsquc  deux  tétraèdres  sont  situés  en  homo- 
logie  de  quatre  manières  différentes,  le  tétraèdre  formé  par  les 
f/uatre  bases  d'homologie  appartient  au  faisceau  déterminé  par 
les  deux  premiers*  En  effet,  les  seize  droites  suivant  lesquelles  les 
quatre  bases  d'homologie  coupent  les  faces  de  l'un  de  ces  tétraèdres 
coïncident  avec  les  droites  suivant  lesquelles  les  mômes  bases  cou- 
pent les  faces  de  Tautre. 

6.  Tàclions  maintenant  de  préciser  la  nature  des  quatre  homo- 
logies  suivant  lesquelles  on  peut  faire  correspondre  entre  eux  deux 
tétraèdres  d'un  système  desinique. 

Dans  toute  correspondance  homologique  entre  deux  espaces, 
deux  droites  homologues,  si  elles  ne  se  confondent  pas,  se  rencon- 
trent en  un  point  coïncidant  avec  son  homologue,  situé  dans  la 
base  d'homologie,  et  déterminent  un  plan  coïncidant  aussi  avec 
son  homologue,  passant  par  le  centre  d'homologie.  Une  droite  ne 
peut  être  sa  propre  homologue  que  si  elle  appartient  à  la  base 
d'homologie  ou  si  elle  passe  par  le  centre  d'homologie.  On  sait  de 
plus  que  pour  qu'une  homologie  soit  involutive  il  suffit  que  deux 
éléments  distincts  de  l'espace  se  permutent  entre  eux  par  elle. 

Conformément  à  cela,  dans  toute  correspondance  homologique 
entre  deux  tétraèdres  A  et  B  d'un  système  desmique,  à  tout  couple 
d'arêtes  de  A  correspond  celui  des  couples  d'arêtes  de  B  sur  lequel 
il  s'appuie.  Le  tétraèdre  a  déterminé  par  deux  couples  homologues 
a  de  plus  deux  arêtes  appartenant  au  troisième  tétraèdre  C  du  sys- 
tème et  coïncidant  avec  leurs  homologues.  En  effet,  l'une  de  ces 
deux  arêtes  est  située  sur  la  base  d'homologie  et  joint  deux  sommets 
de  a  correspondant  à  eux-mêmes,  tandis  que  l'autre  passe  par  le 
centre  d'homologie  et  forme  l'intersection  de  deux  faces  de  a  cor- 
respondant à  elles-mêmes. 

Le  tétraèdre  a  se  transforme  donc  en  lui-même,  de  sorte  que  ses 
deux  autres  sommets  situés  sur  l'arête  passant  par  le  centre  d'homo- 
logie se  permutent  entre  eux  et  que  ses  deux  autres  faces  passant 
par  l'arête  appartenant  à  la  base  d'homologie  se  permutent  aussi 
entre  elles. 

Nous  reconnaissons  ainsi  que  : 

Les  quatre  correspondances  homologiques  de  deux  des  té- 
traèdres  A^  B,  C  d'un  sjsfème  desmique  doivent  être  in\>olutives. 
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7.  Nous  venons  de  voir  comment  dans  toute  correspondance  ho- 
mologique  entre  les  tétraèdres  A  et  6,  aussitôt  qu'une  arête  de  G 
est  située  sur  la  base  d'homologie,  Taréte  opposée  passe  par  le 
centre  d'homologie.  On  en  déduit  que  : 

Daîis  toute  correspondance  homologique  de  deux  des  £c- 
traèdres  d*un  système  desmique,  ayant  pour  base  une  face  F  du 
troisième  tétraèdre,  le  centre  d'homologie  coïncide  avec  le  soni'- 
met  E  opposé  à  cette  face. 

De  ce  fait  il  s'ensuit  que  : 

Les  points  E  opposés  aux  trois  plans  F  passant  par  une  droiteh 
sont  situés  sur  une  même  droite  A . 

Ces  droites  A  sont  donc  au  nombre  de  seize  et  convergent  par 
quatre  aux  quatre  sommets  de  chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C.  Par 
conséquent  : 

Ijes  sommets  de  trois  tétraèdres  appartenant  à  un  mêmefais^ 
ceau  ponctuel  du  quatrième  ordre  Jorment  trois  enveloppes  de 
la  quatrième  classe  appartenant  à  un  même  faisceau  tangentieL 

8.  A  ce  même  fait  se  rattachent  les  particularités  suivantes  : 


Deux  sommets  quelconques  d*un 
des  tétraèdres  A,  B,  G  sont  séparés 
harmoniquement  par  les  arêtes  o])- 
posées  des  deux  autres  tétraèdres  sur 
lesquelles  s'appuie  la  droite  G  joi- 
gnant ces  deux  sommets. 

Deux  quelconques  des  trois  points 
E  situés  sur  une  droite  A  sont  sé- 
parés harmoniquement  par  le  troi- 
sième point  E  et  le  plan  F  opposé  à 
ce  point. 


Deux  faces  quelconques  d*un  des 
tétraèdres  A,  B,  C  sont  séparées  har- 
moniquement par  les  arêtes  opposées 
des  deux  autres  tétraèdres  sur  les- 
quelles s*appuie  la  droite  d^interseo- 
tion  G  de  ces  deux  plans. 

Deux  quelconques  des  trois  plans  F 
passant  par  une  droite  L  sont  sé- 
parés harmoniquement  par  le  troi- 
sième plan  F  et  le  point  £  opposé  à 
ce  plan. 


TÉTRAÈDRES    APPUYÉS    ENTRE   EUX    PAR    LEURS    ARÊTES. 

U.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  qu'il  était  possible  de  con- 
struire trois  tétraèdres  appartenant  à  un  même  faisceau;  nous  avons 
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été  conduit  ainsi  à  un  certain  nombre  de  propriétés  de  ces  tétraèdres 
et  reconnu  entre  autres  (n^  3)  que  deux  quelconques  de  ces 
tétraèdres  doivent  s'appuyer  entre  eux  par  leurs  arêtes. 

Il  convient  donc  d'examiner  ici  les  propriétés  de  deux  tétraèdres 
A  et  B  appuyés  entre  eux  par  leurs  arêtes.  Cette  étude  nous  con- 
duira ensuite  au  résultat  important  que  deux  tétraèdres  offrant 
cette  disposition  appartiennent  toujours  à  un  système  desmique  de 
trois  tétraèdres. 

10.  Nous  allons  d'abord  montrer  comment,  étant  donnés  le 
tétraèdre  A  et  un  sommet  60  de  B,  on  peut  construire  ce  second 
tétraèdre  d'une  manière  unique. 

Le  tétraèdre  B  aura  pour  arêtes  passant  par  Bo  trois  droites  Bf, 
B2,  Bs  appuyées  respectivement  sur  les  trois  couples  d'arêtes  op- 
posées de  A.  Les  plans  B2BS)  Bs  Bf ,  B|  B2  en  seront  ainsi  des  faces. 

Considérons  la  section  du  tétraèdre  A  par  un  de  ces  plans,  Ba  B3 
par  exemple  :  les  traces  des  quatre  faces  de  A  sur  ce  plan  déter- 
minent un  quadrilatère  complet  dont  les  trois  couples  de  sommets 
opposés  sont  formés  par  les  traces  des  arêtes  opposées  de  A.  Des 
trois  diagonales  de  ce  quadrilatère,  deux  passent  par  Bq  et  coïnci- 
dent avec  les  droites  Ba  et  B3,  tandis  que  la  troisième  K^  s'appuie 
sur  les  deux  arêtes  opposées  de  A  que  Bj  rencontre.  Il  convient  de 
remarquer  ici  que  B,  coupe  les  droites  Ba  et  B3  en  des  points  déter- 
minés simplement  par  les  points  où  chacune  de  ces  droites  ren- 
contre les  arêtes  de  A;  ainsi,  par  exemple,  le  point  (BaBJ  est  le 
conjugué  harmonique  du  point  Bo  par  rapport  aux  deux  points  de 
rencontre  de  la  droite  B3  avec  deux  arêtes  opposées  de  A. 

On  obtient  de  la  sorte  trois  droites  B, ,  B^,  B',,  situées  respective- 
ment dans  les  plans  BaBs,  B3B19  Bf  Ba  et  appartenant  de  plus  à  un 
même  plan.  En  effet,  ces  droites  se  rencontrent  deux  à  deux  sui- 
vant trois  points  distincts  (ff^B,),  (BjBj,  (B^Kj)  situés  respec- 
tivement sur  les  droites  Bi,  B2,B3  et  coïncidant  avec  les  points 
conjugués  harmoniques  du  point  Bo  par  rapport  aux  couples 
d'arêtes  de  A  que  ces  droites  rencontrent. 

Les  droites  B'^,  Bj,,  B3,  appuyées  respectivement  sur  des  arêtes 
de  A  rencontrées  par  B|,  Ba,  B3,  forment  avec  ces  dernières  droites 


Digitized  by 


Google     _ 


43o  PREMIÈRE  PARTIE. 

les  six  arêtes  du  tétraèdre  B.  Ce  tétraèdre  est  ainsi  déterminé  d'une 
manière  unique. 

11 .  Comme  la  disposition  mutuelle  des  deux  tétraèdres  A  et  B  a 
été  définie  au  moyen  de  droites  (leurs  arêtes),  qu*on  peut  consi- 
dérer soit  comme  séries  de  points,  soit  comme  axes  de  faisceaux  de 
plans,  il  s'ensuit  qu'à  toute  propriété  relative  à  des  sommets,  des 
arêtes  et  des  faces  des  deux  tétraèdres,  correspond,  suivant  le  prin- 
cipe de  dualité,  une  autre  propriété  relative  à  des  faces,  des  arêtes 
et  des  sommets  de  ces  mêmes  tétraèdres. 

Ainsi,  étant  donné  le  tétraèdre  A,  nous  pouvons  procéder  à  la 
construction  du  tétraèdre  B,  en  partant,  non  plus  d'un  de  ses  som- 
mets, mais  d'une  de  ses  faces,  car  nous  pouvons  d'abord  construire 
les  trois  arêtes  de  6  situées  sur  la  face  donnée  et  ensuite  ses  trois 
autres  arêtes  passant  par  ses  trois  sommets  ainsi  déterminés. 

12.  De  même  ijiie  deux  sommets  quelconques  de  B  sont  séparés 
haimoniquement  par  les  deux  arêtes  de  A  que  rencontre  V arête 
de  B  déterminée  par  ces  deux  sommets  (n**  10),  de  même  deux 
faces  quelconques  de  B  sont  séparées  harmoniquement  par  les 
deux  arêtes  de  A  que  rencontre  V arête  de  B  suivant  laquelle  se 
coupent  ces  deux  faces. 


Il  suit  de  là  que  : 

Le  plan  polaire  de  tout  sommet 
de  B,  par  rapport  au  tétraèdre  A 
considéré  comme  surface  du  qua- 
trième ordre,  coïncide  avec  la  f.ice 
de  B  opposée  à  ce  sommet. 


Le  point  polaire  de  toute  face  de  B 
par  rapport  à  l'enveloppe  de  la  qua- 
tiièrae  classe  formée  par  les  sommets 
de  A  coïncide  avec  le  sommet  de  B 
opposé  à  cette  face. 


En  un  mot,  le  tétraèdre  B  est  autopolaire  par  rapport  au 
tétraèdre  A,  et,  comme  les  deux  tétraèdres  A  et  B  sont  liés  entre 
<'ux  par  des  relations  réciproques,  on  peut  dire  que  les  deua- 
tétraèdres  A  et  B  sont  autopolaires  entre  eux. 

On  peut  démontrer  de  plus  que,  réciproquement,  pour  quun 
tétraèdre  soit  autopolaire  par  rapport  à  un  autre,  il  faut  que  ces 
deux  tétraèdres  s'appuient  entre  eux  par  leurs  arêtes. 

13.  Le  tétraèdre  B  se  transforme  en  lui-même  dans  chacune 
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des  trois  homologies  inv^olutives  gauches  (  *  ),  ayant  pour  axes  les 
divers  couples  d'arêtes  opposées  de  A.  Deux  soinmels  de  B  sont 
homologues  suivant  une  de  ces  homologîes  s'ils  sont  séparés  har- 
mouiquemeut  par  les  axes  d'homologie,  et,  par  conséquent,  s'ils 
déterminent  une  arèle  de  B  appuyée  sur  ces  axes-,  de  même,  deux 
laces  de  B  sont  lioniologues  si  elles  sont  séparées  liarmoniquement 
par  les  deux  axes  d'homologie,  et,  par  conséquent,  si  elles  se  cou- 
pent suivant  une  arête  de  B  appuyée  sur  ces  axes. 

On  déduit  de  là  que  tout  couple  d'arêtes  opposées  de  B  est  sé- 
paré harnioniquenient  par  chacun  des  couple^  d' arêtes  de  A  qu'il 
ne  rencontre  pas;  c'est-à-dire  que  sur  toute  droite  appuyée  sur  le 
premier  couple  et  l'un  de  ces  derniers  sont  déterminés  deux  couples 
de  points  séparés  liarmoniquement  entre  eux. 

14.  Lorsque  deux  couples  d'arêtes  d'un  tétraèdre  s'appuient  res- 
pectivement sur  deux  couples  d'arêtes  d'un  autre,  les  droites  de 
ces  quatre  couples  sont  situées  sur  une  même  surface  du  second 
ordre  dont  chaque  système  de  génératrices  renferme  un  couple 
d'arêtes  de  chacun  des  deux  tétraèdres . 

Supposons  maintenant,  de  plus,  que  les  couples  d'arêtes  de  ces 
tétraèdres  appartenant  à  un  même  système  de  génératrices  soient 
séparés  entre  eux  harmoniquement,  et  examinons  la  disposition 
mutuelle  des  troisièmes  couples  d'arêtes  de  ces  tétraèdres. 

On  sait  que,  si  «leux  droites  s'appuient  sur  deux  arêtes  opposées 
d'un  tétraèdre  et  sont  en  outre  séparées  harmoniquement  par  deux 
autres  arêtes  opposées  du  même  tétraèdre,  elles  sont  séparées  aussi 
liarmoniquement  par  le  troisième  couple  d'arêtes  de  ce  tétraèdre  (-  ). 
On  peut  démontrer  de  plus  facilement  que,  si  deux  droites  sont 
séparées    harmoniquement   par    deux    couples    d'arêtes    dUui 


(*)  Nous  avons  cru  pouvoir  désigner  sous  le  nom  d*komologie  gauche  toute  ho- 
mographie entre  deux  espaces  dans  laquelle  les  divers  points  de  deux  droites  fixes 
{axes  d'homologie)  non  contenues  dans  un  même  plan  correspondent  à  eux-mêmes, 
à  cause  de  l'analogie  remarquable  qu'on  découvre  entre  cette  correspondance  et  Vho^ 
mologie  de  Poncelet.  Staudt  a  examiné  les  propriétés  de  ces  correspondances  dans 
la  Géométrie  tier  Loge  (n*  230,  etc.)  et  les  Bettràge  zur  Geom.  der  Lage  (§6),  et 
donné  le  nom  Hq  geschaart'involutorisches  Sjstem  à  un  espace  dont  les  éléments  sont 
associés  en  paires  par  l'oflet  d'une  homologie  involutive  gauche, 

(*)  Staudt,  Reit rage  zur  Geom.  der  Lage^  n"  20. 
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tétraèdre,   elles  s* appuient  sur  le  troisième  couple  d'arêtes  du 
même  tétraèdre. 

Il  résulte  de  là  d'abord  que  tout  couple  d'arêtes  de  Tun  des 
tétraèdres,  appartenant  à  la  surface  du  second  ordre,  est  séparé 
liarmoniquement  par  le  couple  d'arêtes  de  l'autre  qui  n'appartient 
pas  à  cette  surface;  puis  ou  voit  que  les  «deux  couples  d'arêtes  de 
ces  tétraèdres  qui  ne  sont  pas  situés  sur  la  surface  du  second  ordre 
s'appuient  l'un  sur  l'autre.  On  peut  donc  conclure  que  : 

Lorsque  deux  couples  d'arêtes  d'un  tétraèdre  s'appuient  res- 
pectiveînent  sur  deux  couples  d'arêtes  d'un  autre  et  que  ceux  de 
ces  quatre  couples  qui  ne  se  rencontrent  pas  sont  séparés  entre  eux 
liarmoniquement,  les  troisièmes  couples  d'arêtes  de  ces  tétraèdres 
s'appuient  aussi  entre  eux. 

COIÎSTRUCTIOW    EFFECTIVE    d'uN    SYSTEME   BESMIQUE 
DE    TROIS    TÉTRAÈDRES. 

15.  Lorsque  deux  tétraèdres  A  et  B  s'appuient  entre  eux  par 
leur^  arêtes,  tout  couple  d'arêtes  de  A  détermine  avec  le  couple 
d'arêtes  de  6  sur  lequel  il  s'appuie  quatre  points  et  quatre  plans 
formant  les  sommets  et  les  faces  d'un  nouveau  tétraèdre  ayant 
pour  arêtes  les  droites  de  ces  deux  couples.  On  obtient  ainsi  trois 
nouveaux  tétraèdres  a^  b^  c^  dont  chacun  contient  un  nouveau 
couple  d'arêtes-,  ces  trois  nouveaux  couples  doivent  appai^enir  à  un 
même  tétraèdre  C  si  les  tétraèdres  A  et  6  sont  situés  en  perpective 
de  quatre  manières  différentes  (n***  4,  5). 

Considérons  deux  des  tétraèdres  a^  b^  c^  puisque  deux  couples 
d'arêtes  de  l'un  s'appuient  respectivement  sur  deux  couples  d'a- 
rêtes de  l'autre,  et  qu'en  outre  de  ces  quatre  couples,  apparte- 
nant aussi  aux  tétraèdres  A  et  B,  ceux  qui  ne  se  rencontrent  pas 
sont  séparés  entre  eux  harmoniquement  (n*"  13),  il  s'ensuit  que  les 
couples  d'arêtes  de  ces  tétraèdres  qui  n'appartiennent  pas  aux 
tétraèdres  A  et  B  s'appuient  l'un  sur  l'autre  [n?  14).  Cela  étant  vrai 
pour  deux  quelconques  des  tétraèdres  a^b^c^  on  voit  que  : 

Les  arêtes  de  ces  tétraèdres  a^b^cqui  n'appartiennent  pas  aux 
tétraèdres  A  ef  B  forment,  en  effet,  les  arêtes  d'un  nouv^eau 
tétraèdre  C. 
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Le  tétraèdre  C  s'appuie  manifestement  par  ses  arêtes  sur  cha- 
cun des  tétraèdres  A  et  B. 

16.  Considérons  maintenant  riiomologie  învolutive  ayant  pour 
centre  un  des  sommets  de  C  et  pour  base  la  face  opposée  à  ce  som- 
met, et  arrêtons-nous  en  particulier  sur  deux  arêtes  opposées  de  C, 
dout  Tune  va  passer  par  Je  centre  d'iiomologie,  tandis  que  l'autre 
est  située  sur  la  base  d'iiomologie.  Ces  deux  arêtes  de  C  déter- 
minent avec  les  deux  arêtes  de  A  sur  lesquelles  elles  s^appuient  un 
des  tétraèdres  a,  i,  c,  qui  se  transforme  en  lui-même.  En  ellet, 
d^abord  les  sommets  de  ce  tétraèdre  situés  dans  la  base  d'iiomologie 
correspondent  à  eux-mêmes  5  puis  ses  deux  autres  sommets,  situés 
sur  l'arête  passant  par  le  centre  d'iiomologie,  se  permutent  entre 
eux,  parce  qu'ils  sont  séparés  harmoniquement  parles  sommets  de  C 
situés  sur  cette  arête  (n**12),  c'est-à-dire  par  le  centre  et  la  base 
d'homologie.  De  même,  les  faces  de  ce  tétraèdre  passant  par  le  centre 
d'homologie  correspondent  à  elles-mêmes,  tandis  que  ses  deux  autres 
faces,  passant  par  l'arête  située  dans  la  base  d'homologie,  se  per- 
mutent entre  elles.  Les  arêtes  de  ce  tétraèdre  ont  donc  pour  droites 
homologues  des  arêtes  du  même  tétraèdre,  et,  par  conséquent,  le 
troisième  couple  d'arêtes  de  ce  tétraèdre  appartient  au  tétraèdre  ho- 
mologue de  A. 

Et  comme  cela  a  lieu  pour  chacun  des  tétraèdres  /i,  i,  c,  il  s'en- 
suit que  le  tétraèdre  homologue  de  A  coïncide  avec  B.  Ainsi  se 
trouve  démontré  que  : 

Les  deux  tétraèdres  A.  et  Ti  se  transforment  entre  eux  dans 
toute  homologie  învolutive  ayant  pour  centre  un  sommet  de  C  et 
pour  base  la  face  opposée  à  ce  sommet  (  *  ). 

Les  trois  tétraèdres  A,  B,  C  forment  donc  un  système  desmique. 

Nous  avons  vu  précédemment  (n**  4)  que,  pour  que  trois  tétraèdres 
A,  B,  C  appartiennent  à  un  même  faisceau,  il  faut  que  de  leurs 
arêtes  on  puisse  former  trois  nouveaux  tétraèdres  a,  i,  c  ayant  avec 
chacun  des  premiers  un  couple  commun  d'arêtes.  Le  fait  impor- 


(*)  Comme,  dans  ces  quatre  homologies,  à  tout  couple  do  A  correspond  le  couple 
de  B  sur  lequel  il  s'appuie,  on  peut  appeler  homologues  deux  purcils  couples  d'arêtes 
des  tétraèdres  A  et  R. 

Bull,  des  Sciences  mathêm,,  q*  Série,  t.  III.  (Oclobre  1879.)  ^^ 
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tant  que  nous  venons  de  prouver  nous  apprend  maintenant  que  : 

Lorsqu'on  peut  former  avec  les  arêtes  de  trois  tétraèdres  A ,  B,  C3 
trois  nouveaux  tétraèdj^es  a,  i,  c  ayant  avec  chacun  des  premiers 
un  couple  commun  d'arêtes,  les  tétraèdres  A,  B,  (]  appar- 
tiennent à  un  même  faisceau, 

17.  La  possibilité  de  Texistence  d*un  système  desmique  étant 
•ainsi  démontrée,  nous  indiquons  ici  comment,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, on  peut  facilement  construire  un  pareil  système  de  trois 
tétraèdres  A,  B,  C. 

Etant  donnés  le  tétraèdre  A  et  un  sommet  Bo  ^e  B,  on  déter^ 
mine  les  trois  autres  sommets  de  B  en  prenant  les  points  conjugués 
haj'moniques  de  Bo  par  rapport  aux  trois  couples  d' arêtes  opposées 
de  A^  et  l'on  construit  les  sommets  du  tétraèdre  C  en  prenant  les 
quatre  points  homologues  de  Bo  dans  les  quatre  homologies  invo- 
lutives  déterminées  par  un  sommet  de  A  et  la  face  opposée  à  ce 
sommet. 

Etant  donnés  le  tétraèdre  A  et  une  face  rfe  B,  on  peut  con- 
struire d'une  manière  analogue  les  trois  autres  faces  de  B  et 
celles  de  C. 

18.  On  peut  se  faire  une  idée  assez  nette  de  la  disposition  mu- 
tuelle des  trois  tétraèdres  A,  B,  C  d'un  système  desmique  en  sup- 
posant que  trois  sommets  de  Tun  d'eux,  par  exemple  de  A,  coïncident 
avec  trois  points  du  plan  à  Tiniini,  lorsque  les  seuls  éléments  de 
ce  tétraèdre  qui  restent  en  distance  finie  forment  autour  d'un 
point  Ao  comme  sommet  un  trièdre  dont  les  faces  et  les  arêtes  A<, 
A2,  A3  appartiennent  au  tétraèdre  A.  Nous  pouvons  même,  en 
introduisant  des  conditions  métriques  nouvelles,  supposer  que  les 
faces  de  ce  trièdre  soient  deux  à  deux  perpendiculaires  entre  elles. 

Maintenant,  si  nous  admettons  pour  sommet  de  B  un  point  quel- 
conque Bo  de  l'espace,  point  que  nous  pouvons,  sans  restriction  de 
la  généralité,  supposer  comme  également  distant  des  trois  faces  du 
trièdre  Ao,  les  trois  autres  sommets  de  ce  tétraèdre  coïncideront 
avec  les  points  B|,  B2,  B3,  symétriques  de  B©  par  rapport  aux 
arêtes  A< ,  Aj,  Aj  de  A.  Le  tétraèdre  C,  d'autre  part,  aura  pour  som- 
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mets  :  i^  le  point  Cq,  symétrique  de  Bo  par  rapport  au  point  Aq; 
2°  les  trois  points  Cj,  C2,  C3,  symétriques  de  Bo  par  rapport  aux 
trois  faces  A  2  A3,  A3A1,  AiÀade  A- 


Les  huit  sommets  des  tétraèdres  B  et  C  forment  ainsi  les  huit 
sommets  d'un  cube  ayant  pour  axes  les  trois  droites  A^,  A-j,  A3, 
tandis  que  leurs  arêtes  coïncident  avec  les  douze  diagonales  des 
carrés  formés  sur  les  douze  faces  de  ce  cube. 

On  peut  maintenant  se  rendre  aisément  compte  comment  le 
tétraèdre  C  est  l'homologue  de  B  dans  les  quatre  liomologies  invo- 
lutives  ayant  pour  centres  les  sommets  de  A  et  pour  hases  les  faces 
respectivement  opposées  à  ces  sommets,  liomologies  qui  se  pré- 
sentent ici  sous  la  forme  de  correspondances  de  symétrie.  On  voit 
tout  d'abord  qu'aux  points  Bo,  B|,  B2,  B3  correspondent,  dans  la 
symétrie  ayant  pour  centre  le  point  A©,  les  points  Co,  C|,  C2,  C3, 
et  que  de  même,  dans  les  symétries  ayant  respectivement  pour 
bases  les  plans 


AjAs 


A.Aj 


aux  points  Bo,  B|,  Bj,  B;i  correspondent  les  points 

Cl,  Cg,  L3,   Cj«,  C12,  C«,)t   CiQ,  C^,  L^,   Cs,Ci,   Cg. 

On  peut  remarquer  ici  ce  fait  curieux  que  les  quatre  arrange- 
ments 01 23,  io32,  23oi,  3210  des  quatre  sommets  de  C  corres- 
pondant aux  divers  sommets  de  B  sont  identiques  avec  ceux  qui 
représentent  les  quatre  modes  de  relation  homographique  existant 
entre  deux  groupes  de  quatre  points  d'une  droite,  olVrant  le  même 
rapport  anharmonique. 

3o. 
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Le  système  des  seize  droites  A  sur  chacune  desquelles  se  trouve 
un  sommet  de  chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C  est  ici  formé  :  i°  par 
les  douze  arêtes  du  cube  mentionné  ;  7?  par  les  quatre  diagonales 
de  ce  cube  passant  par  son  centre. 

Les  centres  des  six  carrés  formés  sur  les  six  faces  de  ce  même  cube 
déterminent  les  sommets  d'un  octaèdre  régulier.  Toute  face  de 
chacun  des  tétraèdres  B  et  C  contient  trois  sommets  de  cet  octaèdre, 
de  manière  que  les  huit  faces  de  ces  tétraèdres  constituent  les  faces 
de  cet  octaèdre,  sans  qu'aucune  de  leurs  arêtes  coïncidât  avec  quel- 
qu'une des  arêtes  de  l'octaèdre. 

Le  système  des  seize  droites  L  par  chacune  desquelles  passe  une 
face  de  chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C  est  ici  formé  :  i®  par  les 
douze  arêtes  de  l'octaèdre  considéré^  2"  par  les  quatre  droites  déter- 
minées sur  le  plan  de  l'infini  par  les  quatre  paires  des  faces  paral- 
lèles du  même  octaèdre. 

PROPRIÉTÉS  DE  DEUX  TÉTRAÈDRES  d'un  SYSTÈME  DESMIQUE 
PAR  RAPPORT  AU  TROISIEME. 

19.  Deux  tétraèdres  A,  B  d'un  système  desmiquc  ont,  par  rap- 
port au  troisième  C,  diverses  propriétés,  dont  on  peut  considérer 
comme  primitives  les  suivantes  : 

Chacun  des  tétraèdres  A,  B  est  son  propre  homologue  dany 
les  trois  homologies  inv^olutives  gauches  ajant  pour  axes  deux 
arêtes  opposées  de  G. 

Les  tétraèdres  K  et^  se  transforment  entre  eux  par  les  quatre 
homologies  involulives  ayant  pour  centre  un  sommet  de  C  et  pour 
base  la  face  opposée  à  ce  sommet. 

Dans  toute  homologie  involutive  gauche,  une  surface  du  second 
ordre  ne  peut  être  transformée  en  elle-même  que  si  elle  passe  par 
les  deux  axes  d'homologie  ou  bien  si  chacun  de  ces  axes  forme  la 
polaire  de  l'autre  par  rapport  à  cette  surface.  De  même,  dans  toute 
homologie  involutive  ordinaire,  une  surface  du  second  ordre  ne 
peut  être  transformée  en  elle-même  que  si  le  centre  d'homologie 
a  pour  plan  polaire,  par  rapport  à  cette  surface,  la  base  d'homo- 
logie. 

Les  surfaces  donc  du  second  ordre  conjuguées  par  rapport  au 
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tétraèdre  C  sont  les  seules  qui  se  transforment  en  elles-mêmes 
dans  les  sept  homologies  im^olutives  déterminées  par  deux  élé- 
ments opposés  de  C. 

D^où  il  s'ensuit  que  :  Aussitôt  qu'une  surface  du  second  ordre, 
conjuguée  par  rapport  au  tétraèdre  C, 


passe  par  un  dea  sommets  ile  l 'un  des 
tétraèdres  A,  B,  elle  passe  aussi  par 
les  sept  autres  sommets  de  ces  deux 
tétraèdres. 

Les  huit  sommets  des  tétraèdres  A 
et  B  forment  donc  les  intersections 
d'un  nombre  doublement  infini  de 
surfaces  du  second  ordre  conjuguées 
par  rap|M)rt  au  tétraèdre  C. 

20.  Parmi  les  surfaces  du  réseau 
I>onctuel  ainsi  constitué  se  trouvent 
quatre  faisceaux  ponctuels  de  cônes. 
Les  cônes  de  chacun  de  ces  faisceaux 
ont  pour  centre  commun  un  des 
sommets  de  C  et  pour  génératrices 
communes  les  quatre  droites  A  pas- 
sant par  ce  sommet. 

Parmi  les  surfaces  du  même  ré- 
seau, il  y  en  a  six  formées  de  deux 
plans.  Deux  pareils  plans  se  coupent 
suivant  une  arête  de  C  et  coïncident 
avec  les  deux  faces /de  l'un  des  té- 
traèdres a^b^  c  qui  passent  par  cette 
arête. 


touche  une  des  faces  de  l 'un  clés  té- 
traèdres A,  B,  elle  touche  aussi  les 
sept  autres  faces  de  ces  deux  tétraè- 
divs. 

Les  huit  faces  des  tétraèdres  A 
et  B  forment  donc  les  plans  tingents 
communs  à  un  nombre  doublement 
infini  de  surfaces  de  la  seconde  classe 
conjuguées  par  rapport  au  tétraè- 
dre C. 

Parmi  les  enveloppes  de  la  seconde 
classe  comprises  dans  le  réseau  tan- 
gentiel  ainsi  constitué  se  trouvent 
quatre  faisceaux  tangentiels  de  co- 
niques. Les  coniques  de  chacun  de 
ces  faisceaux  sont  situées  sur  une 
face  de  C  et  ont  pour  tangentes  com- 
munes les  quatre  droites  L  situées 
sur  cette  face. 

Parmi  les  enveloppes  du  même 
réseau,  il  y  en  a  six  formées  de  deux 
points.  Deux  pareils  points  sont  si- 
tués sur  une  arête  de  C  et  coïncident 
avec  les  deux  sommets  e  d'un  des 
tétraèdres  <i,  ^,  c  situés  sur  cette 
arête. 


A  la  rigueur,  à  loule  surface  formée  de  deux  plans/passant  par 
une  arête  de  C  il  faut  associer  renveloppe  de  la  seconde  classe 
formée  par  les  deux  points  e  situés  sur  la  môme  droite,  pour  avoir 
ainsi  un  être  géométrique  du  second  ordre  et  de  Ja  seconde  classe, 
comme  le  sont  ceux  compris  dans  les  deux  réseaux. 

Ces  deux  réseaux  ont  en  commun  une  infinité  d'êtres  géomé- 
triques du  second  ordre  et  de  la  seconde  classe  formant  trois  fais- 
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ceaux  en  même  temps  ponctuels  et  tangentiels.  Les  surfaces  de 
chacun  de  ces  faisceaux  ont  quatre  génératrices  communes  formées 
par  deux  couples  homologues  d'arêtes  des  deux  tétraèdres  A  ta  B^ 
chacun  de  ces  faisceaux  contient  donc  deux  êtres  géométriques  du 
second  ordre  et  de  la  seconde  classe  constitués  par  deux  plansy  el 
deux  points  e  situés  sur  rinterseclion  de  ces  deux  plans. 

Ces  trois  faisceaux  ont  deux  à  deux  une  surface  commune.  Sur 
chacune  de  ces  trois  surfaces  se  trouvent  deux  couples  d'arêtes 
de  A  et  les  couples  d'arêtes  de  B  qui  en  sont  les  liomologues  (n®  14). 

21.  Le  tétraèdre  C  restant  invariable,  si  Ton  fait  mouvoir  un 
des  sommets  de  A  ou  de  B  sur  un  plan  II,  les  sept  autres  sommets 
de  A  et  de  B  décrivent  des  plans  qui  sont  les  liomologues  de  II  dans 
les  sept  homologies  învolutîves  déterminées  par  deux  éléments 
opposés  de  C  et  constituent  par  conséquent  avec  II  les  faces  de  deux 
tétraèdres  formant  avec  C  un  système  desmique. 

De  même,  si  Ton  suppose  qu'une  face  de  A  ou  de  B  se  meut  en 
passant  par  un  point  quelconque  S,  les  sept  autres  faces  de  A  et 
de  B  enveloppent  sept  points  qui  constituent  avec  E  les  sommets  de 
deux  tétraèdres  formant  avec  C  un  système  desmique. 

Si  maintenant  un  sommet  de  A  ou  de  B  parcourt  une  droite  T, 
les  sept  autres  sommets  de  A  et  de  B  décrivent  aussi  des  lignes 
droites  qui  sont  les  homologues  de  T  dans  les  sept  homologies 
involutives  déterminées  par  deux  éléments  opposés  de  C  et  coïn- 
cident avec  les  droites  enveloppées  par  sept  faces  de  A  el  de  B 
lorsque  la  huitième  passe  par  la  droite  T. 

Toute  surface  du  second  ordre  conjuguée  par  rapport  au 
tétraèdre  C  et  tangente  à  T  touche  nécessairement  ces  sept  autres 
droites.  De  plus,  ces  sept  droites  sont  situées  sur  une  même  surface 
du  second  ordre  passant  par  la  droite  T  et  conjuguée  par  rapport 
au  tétraèdre  C. 

Ces  huit  droites  forment  deux  tétrades ^  chacune  des  droites 
de  Tune  de  ces  tétrades  rencontre  les  quatre  droites  de  l'autre 
suivant  les  points  où  elle  perce  les  quatre  faces  de  C^  elle  déter- 
mine, en  outre^  avec  les  mêmes  droites  quatre  plans  passant  res- 
pectivement par  les  quatre  sommets  de  C, 

Le  rapport  anharmonique  déterminé  par  les  quatre  faces  de  C 
sur  chacune  de  ces  huit  droites  est  le  même. 
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22.  Les  génératrices  de  toute  surface  du  second  ordre  conjuguée 
par  rapport  au  tétraèdre  C  se  distribuent  donc,  par  Tedet  des  sept 
homologies  iuvolulivcs  déterminées  par  deux  éléments  opposés 
de  C,  en  une  infinité  de  groupes  de  huit  droites  analogues  à  celui 
cjue  nous  venons  de  considérer. 

Les  deux  tétrade.-»  de  chacun  de  ces  groupes  se  transforment 
entre  elles  dans  les  quatre  homologies  involutives  ayant  pour 
centre  un  sommet  de  C  et  pour  base  la  face  opposée  à  ce  som- 
met; elles  se  transforment  en  outre  en  elles-mêmes  dans  les  trois 
homologies  involutives  ayant  pour  axes  deux  arêtes  opposées 
de  C. 

Parmi  ces  divers  groupes,  il  y  en  a  trois  formés  par  quatre  droites 
prises  deux  fois  chacune.  Les  génératrices  de  la  surface  qui  s'ap- 
puient sur  deux  arêtes  opposées  de  C  forment  les  quatre  droites 
doubles  d'un  pareil  groupe. 

Les  tétrades  formées  de  droites  appartenant  à  un  même  système 
de  génératrices  de  la  surface  du  second  ordre  ont  toutes  un  cova- 
rîant  commua  du  sixième  .ordre  (celui-là  que  Clebsch  dénote 
par  T),  formé  par  les  trois  couples  de  génératrices  de  ce  système 
qui  s'appuient  respectivement  sur  les  trois  couples  d'arêtes  de  C. 
Ces  trois  couples  de  génératrices  sont  séparés  deux  à  deux  entre 
eux  harmoniquement. 

SYSTÈMES    DESMIQUES    COMJUGtÉS. 

23.  Pour  que  trois  tétraèdres  A,  B,  C  appartiennent  à  un  même 
faisceau,  nous  savons  qu'il  faut  et  il  suflSt  qu'on  puisse  construire 
avec  leurs  arêtes  G  trois  nouveaux  tétraèdres  rt,  A,  c  ayant  avec 
chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C  un  couple  commun  d'arêtes.  Il  résulte 
de  cette  relation  des  tétraèdres  A,  B,  C  avec  les  tétraèdres  «,  i,  c 
que  ces  derniers  tétraèdres  appartiennent  aussi  à  un  même 
faisceau. 

Deux  pareils  systèmes  desmiques  accompagnent  inévitablement 
l'un  l'autre  -,  ils  peuvent  donc  être  appelés  systèmes  desmiques  con- 
jugués. 

Comme  tout  couple  de  droites  G  appartient  à  un  tétraèdre  de 
chacun  des  deux  systèmes  desmiques,  on  peut  représenter  bien 
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convenablement  les  neuf  couples  de  droite»  G  par  les  symboles 

Aflr,  A^,  Ar, 
Ba,  Bù,  Bc, 
Cfl,     Cb,     Ce, 

Deux  de  ces  couples  se  rencontrent  ou  sont  séparés  entre  mix 
liarmoniquemcnt  suivant  que  leurs  symboles  ont  une  lettre  com- 
mune ou  non. 

Nous  avons  déjà  employé  (n^'  4,  20)  les  lettres  e  et/ pour  dési- 
gner les  sommets  et  les  faces  des  tétraèdres  a^b^c. 


24.  Par  tout  point  e  passent  quatre 
droites  L  qui  déterminent  trois  paires 
de  plans  F;  les  plans  de  ces  paires 
appartiennent  respectivement  aux  té- 
traèdres A,  B,  C  (n"2). 

Par  tout  point  £  passent  quatre 
droites  A  qui  déterminent  trois  paires 
de  plans/;  les  plans  de  ces  paires 
sont  formés  respectivement  par  des 
faces  des  tétraèdres  o,  ^,  c. 

Par  chacune  des  droites  G  passent 
deux  faces  d'un  tétraèdre  de  chacun 
des  systèmes  desmiques;  ces  deux 
couples  de  plans  sont  séparés  entre 
eux  harmoniquement. 

De  même  que  par  toute  droite  L 
passe  une  face  de  chacun  des  tétraè- 
dres A,  B,  C,  de  même  par  toute 
droite  A  passe  une  face  de  chacun  des 
tétraèdres  a,  b,  c. 


Sur  tout  plan  /sont  situées  quatre 
droites  A  qui  déterminent  un  qua- 
drilatère complet,  dont  les  trois  paires 
desomroetsopposés  sont  formées  res- 
pectivement par  des  s<immets  £  des 
tétraèdres  A,  B,  C. 

Sur  tout  plan  F  sont  situées  quatre 
droites  L  qui  déterminent  un  qua- 
drilatère complet,  dont  les  trois  paires 
de  sommets  opposés  sont  formées  res» 
pectivement  par  des  sommets  e  des 
tétraèdres  a,  b,  c. 

Sur  chacune  des  droites  G  sont 
situés  deux  sommets  d'un  tétraèdre 
de  chacun  des  systèmes  desmiques; 
ces  deux  paires  de  points  sont  sépa- 
rées entre  elles  harmoniquement. 

De  même  que  sur  toute  droite  A 
se  trouve  un  sommet  de  chacun  des 
tétraèdres  A,  B,  C,  de  même  sur  toute 
droite  L  se  trouve  un  sommet  de  cha- 
cun des  tétraèdres  «,  b,  c. 


Les  droites  A  jouent  donc,  par  rapport  à  l'un  des  systèmes 
desmiques,  le  même  rôle  que  les  droites  L  par  rapport  à  l'autre. 

De  même  que  les  points  £  opposés  aux  plans  F  passant  par  une 
droite  L  sont  situés  sur  la  droite  correspondante  A  (n°  7),  de  même 
les  plans  y  opposés  aux  points  e  situés  sur  une  droite  A  passent 
par  la  droite  corrèsnondante  L. 
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25.  Cousîdéroiis  deux  tétraèdres  quelconques,  D  et  rf,  ayant  un 
couple  commun  d'arêtes  Drf.  Toute  face  de  chacun  de  ces  tétraèdres 
passe  par  Tune  de  ces  arêtes  et  coupe  l'autre  suivant  un  sommet 
du  même  tétraèdre  ^  de  même  tout  sommet  de  chacun  de  ces  té- 
traèdres est  situé  sur  Tune  de  ces  arêtes  et  détermine  avec  l'autre 
un  plan  qui  forme  une  face  du  même  tétraèdre.  Ainsi,  à  tout  som- 
met de  chacun  de  ces  tétraèdres  correspond,  d'une  manière  réci- 
proque, une  face  du  même  tétraèdre. 

Deux  faces  des  deux  tétraèdres  D  et  rf,  passant  respectivement 
par  les  deux  droites  du  couple  Dt/,  se  coupent  suivant  une  droite 
coïncidant  avec  celle  qui  joint  les  sommets  correspondant  aux 
faces  considérées.  Les  huit  droites  H  ainsi  obtenues  peuvent  être 
distribuées  en  quatre  paires 5  deux  droites  H  constituent  une 
paire  ou  sont  conjuguées  si  chacune  forme  Tintersection  des 
faces  opposées  aux  sommets  des  tétraèdres  D  et  rf  situés  sur 
l'autre. 

Deux  faces  de  D  passant  par  Tune  des  droites  Drf  forment  avec 
les  faces  de  d  passant  par  l'autre  un  tétraèdre  ayant  deux  sommets 
communs  avec  chacun  des  tétraèdres  D  et  t/,  et  pour  arêtes,  à  côté 
des  droites  Drf,  quatre  droites  H.  Tout  sommet  de  ce  nouveau 
tétraèdre  appartient  à  celui  des  deux  tétraèdres  D,  d  auquel  appar- 
tient aussi  la  face  opposée  à  ce  sommet^  par  conséquent,  aussitôt 
qu'une  droite  H  forme  une  arête  de  ce  nouveau  tétraèdre,  la  droite  H 
qui  en  est  la  conjuguée  forme  l'arête  opposée  du  même  tétraèdre. 
On  obtient  ainsi  deux  tétraèdres  ayant  pour  arêtes  communes  les 
droites  Dd, 

Les  faces  du  tétraèdre  D  coupent  celles  de  d  suivant  seize  droites, 
dont  quatre  coïncident  avec  chacune  des  droites  Dri  et  les  autres 
avec  les  huit  droites  H.  Ces  mêmes  seize  droites  forment  les  droites 
joignant  les  sommets  de  D  aux  sommets  de  d, 

A  toute  combinaison  de  chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C  avec 
chacun  des  tétraèdres  a,  £,  c  correspondent  ainsi  huit  droites  IL 
On  obtient  ainsi  soixante-douze  droites  IL 

Les  faces  des  tétraèdres  A,  B,  C  coupent  celles  des  tétraèdres  a, 
é,  c  suivant  12. 12  =  i44  droites,  dont  quatre  coïncident  avec  cha- 
cune des  droites  G,  tandis  que  les  autres  sont  formées  par  les 
soixante-douze  droites  H.  Ces  mêmes  cent  quarante-quatre  droites 
joignent  les  sommets  des  A,  B,  C  aux  somuicls  des  a^  b^  c. 
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26.  Cliacun  des  neuf  couples  de  droites  G  est  reuconlré  par 
quatre  autres  appartenant  aux  deux  tétraèdres  qui  contiennent  ce 
couple,  et  il  est  séparé  harnioniqueinent  par  lus  quatre  couples  res- 
tant (n*23),  qui  sont  situés  sur  une  surface  So  du  second  ordre, 
correspondant  au  couple  considéré. 

On  a  ainsi  neuf  surfaces  So,  dont  quatre  passent  par  tout  couple 
de  droites  G  correspondant  aux  quatre  couples  G  séparés  harmo- 
niqucmeiit  par  le  couple  considéré. 

Deux  couples  G  séparés  entre  eux  harmoniquement  sont  aussi 
séparés  liarmoniquement  par  un  troisième  couple  de  droites  G.  Il  y 
a  six  pareils  groupes  de  trois  couples  G,  représentés  par  des  sym- 
boles appartenant  respectivement  aux  divers  rangs  et  colonnes  du 

Tableau  : 

Aa,     B^,     Cr, 

C^,      Ac,     Brt, 

Sur  les  trois  couples  G  de  cliacun  de  ces  groupes  s'appuient 
deux  droites  imaginaires  G',  formant  d<»ux  génératrices  communes 
aux  trois  surfaces  du  second  ordre  correspondant  aux  divers  couples 
de  ce  groupe  et  comprenant  par  suite  les  deux  autres  couples  du 
groupe.  On  obtient  ainsi  six  couples  de  droites  G',  qui  peuvent  être 
représentés  par  les  symboles  des  couples  G  qu'ils  rencontrent. 

Sur  chacune  des  surfaces  Sa,  celle  par  exemple  qui  correspond 
au  couple  Aa,  sont  situés  deux  couples  de  droites  G',  formant  les 
deux  couples  de  génératrices  de  cette  surface  appuyés  sur  le  couple 
A  a  ;  ces  deux  couples  G'  sont  représentés  parles  symboles  A  a .  Bi .  Ce 
et  Aa.Ci.Bc. 

27.  Les  trois  couples  de  droites  G' 

Aa,Bb.Cc,     Cb  Ac.Bo,     Bf.Ca.A* 

rencontrent  chacun  des  couples 

Afl.C^.Br,     B^.Ac.Cfl,     Cb,ïia.kb, 

Ces  six  couples  de  droites  G'  appartiennent  donc  à  une  même  sur- 
face (imaginaire)  du  second  ordre  S'^. 

Peux  droites  opposées  G  sont  polaires  Tune  de  l'autre  par  rap- 
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port  à  cette  surface  S'^,  parce  qu'il  y  a  deux  couples  de  génératrices 
de  cette  surface  appuyés  sur  ces  deux  droites  et  coïncidant  avec 
deux  couples  de  droites  iV,  Chacun  des  tétraèdres  A,  B,  C,  a,  i,  c 
est  donc  conjugué  par  rapport  à  la  surface  S'^ . 

Par  rapport  à  la  même  surface  S'^,  toute  droite  L  a  pour  polaire 
la  droite  A  correspondante  (n"  24)  ^  de  même  deux  droites  H  con- 
juguées sont  polaires  l'une  de  l'autre. 

Dans  la  corrélation  polaire  déterminée  par  la  surface  S',,  chacune 
des  surfaces  S2  se  transforme  en  elle-même.  Deux  génératrices  de  Sa 
sont  polaires  Tune  de  l'autre  par  rapport  à  S.^  si  elles  sont  séparées 
Iiarmoniquement  par  le  couple  G  auquel  correspond  cette  surface  Sj, 
et  sur  lequel  s'appuient  les  génératrices  communes  à  la  surface  Sj 
considérée  et  à  S',. 


28.  Les  |K)ints  d'intersection  d'une 
droite  G  avec  la  surface  S',  sont  sé- 
parés harmoniquement  par  les  cou- 
ples de  sommets  E  et  ^  situés  sur 
cette  droite. 

Les  points  d*intersection  d*une 
droite  A  (oji  L)  avec  la  surface  Sj 
forment  la  liessienne  des  trois  som- 
mets E  (  ou  e  )  situés  sur  cette  droite. 

La  section  de  la  surface  S,  par  un 
plan  F  (ou y)  coïncide  avec  la  co- 
nique qui  forme  une  partie  consti- 
tuante de  la  hessienne  de  la  courbe 
du  quatrième  ordre  formée  par  les 
quatre  droites  L  (ou  A)  situées  dans 
ce  plan. 


Les  plans  tangents  menés  à  S^  par 
une  droite  G  sont  séparés  harmoni- 
quement par  les  couples  de  faces  F 
ety  passant  par  cette  droite. 

Les  plans  tangents  de  la  surface  S, 
qui  passent  par  une  droite  L  (ou  A  ) 
forment  la  hessienne  des  trois  faces  F 
(ou/)  passimt  par  cette  droite. 

Le  cône  circonscrit  à  la  surface  S'^ 
et  ayant  pour  sommet  un  des  points 
E  (ou  e)  forme  une  partie  consti- 
tuante de  la  hessienne  du  cône  de  la 
quatrième  classe  formé  par  les  quatre 
droites  A  (ou  L)  passiuit  par  ce 
point. 


FORMATION    ET    PROPRIÉTÉS    d'dN    SYSTÈME    REMARQtABLE    nE    QL'IWZE 

TÉTRAÈDRES. 

29.  Si  nous  représentons  par  i,  2,  3  les  trois  couples  de  droites 
imaginaires  correspondant  aux  rangs  du  Tableau 

A/ï,  B^,  Ce-, 
C^,  Ac,  Bfl, 
Bf,     Crt,     kb. 
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et  par  4?  5,  6  les  trois  autres  couples^  correspondant  aux  colonnes 
du  même  Tableau,  nous  pourrons  représenter  les  neuf  couples  de 
droites  réelles  correspondant  respectivement  aux  divers  éléments 
de  ce  Tableau  par  les  symboles 

Ii4,  i5,  i6, 
2.4,  ^5,  26, 
34,     35,     36. 

Les  couples  représentés  par  deux  de  ces  symboles  sont  séparés  entre 
eux  liarmoniquement  ou  se  rencontrent  suivant  que  leurs  sym- 
boles ont  un  indice  commun  ou  non. 

D'une  manière  analogue,  nous  pouvons  représenter  les  six  couples 
de  droites  imaginaires  non  plus  par  les  symboles 

I,     2,     3,      4»     5,     6, 

mais  respectivement  par  ces  autres  : 

(2)  '23,  3i,  12,     56,  64,  4^' 

On  remarquera  que  les  couples  représentés  par  deux  de  ces  nouveaux 
symboles  se  rencontrent  si  leurs  symboles  n'ont  pas  d'indice  com- 
mun, et  que,  de  plus,  deux  couples  imaginaires  représentés  par  des 
symboles  ayant  un  indice  commun  sont  séparés  entre  eux  harmo- 
niquement.  Par  exemple,  les  trois  couples  23,  3i,  la  sont  séparés 
deux  à  deux  entre  eux  harmoniquement,  parce  qu'ils  forment  trois 
couples  de  génératrices  de  83  appuyés  respectivement  sur  les  trois 
couples  d'arêtes  d'un  quelconque  des  tétraèdres  A,  B,  C,  «,  i,  c 
(n»>22). 

Si  Ton  compare  maintenant  les  symboles  (i)  des  couples  réels  et 
les  symboles  (  2  )  des  couples  imaginaires,  on  s'aperçoit  qu'un  couple 
réel  ne  rencontre  un  autre  imaginaire  que  si  leurs  symboles  n'ont 
pas  d'indice  commun^  on  peut  démontrer  de  plus  que  deux  couples 
pareils  sont  séparés  liarmoniquement  aussitôt  que  leurs  symboles 
ont  un  indice  commun.  Considérons,  par  exemple,  les  couples  24 
et  23  ;  le  couple  réel  24  forme  avec  les  deux  couples  imaginaires  3i 
et  56,  sur  lesquels  il  s'appuie,  un  tétraèdre  5  or,  comme  le  couple 
23  s'appuie  sur  le  couple  56  et  est  séparé  liarmoniquement  par  le 
couple  3i,  il  s'ensuit  qu'il  est  séparé  aussi  liarmoniquement  par  le 
couple  24  (n**  ii). 
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On  lire  de  tout  cela  que  : 

Deux  quelconques  des  quinze  couples  de  droites  considérés  sont 
séparés  entre  eux  harmoniquement  ou  se  rencontrent  suivan  t  que 
leurs  symboles  ont  un  indice  commun  ou  non. 

30.  Ces  quinze  couples  de  droites,  que  nous  désignerons  par  la 
seule  lettre  Ç,  jouissent  des  propriétés  communes  résultant  du 
caractère  symétrique  de  leur  représentation  et  correspondant 
aux  propriétés  combinatoires  des  symboles  de  ces  couples, 

II  n'est  donc  pas  étonnant  que  les  propriétés  de  ces  quinze 
couples  Ç  offrent  la  plus  grande  analogie  avec  celles  d*un  systèiniî 
de  quinze  droites  de  l'espace,  situées  par  trois  dans  quinze  plans 
et  représentées  par  les  quinze  combinaisons  de  six  indices  dillé- 
rcnts,  pris  deux  à  deux,  de  manière  que  deux  droites  situées  dans 
un  même  plan  aient  des  symboles  formés  de  quatre  indices  diflé- 
rents,  système  étudié  à  fond  par  Cremona  dans  le  remarquable 
Mémoire  déjà  cité  (n^5,  note). 

En  faisant  une  étude  attentive  de  l'ensemble  des  quinze  couples  Ç, 
on  arrive  à  la  détermination  de  six  complexes  linéaires  situés  deux 
à  deux  en  involution,  et  Ton  voit  que  toutes  les  propriétés  de  ces 
couples  peuvent  être  déduites  de  la  considération  de  six  corrélations 
focales  {Nullsjsteme)  correspondant  aux  symboles 

I,  2,  3,  4>  5,  6, 

et  qui,  superposées  deux  à  deux,  donnent  lieu  aux  quinze  liomo- 
logies  involutives  gauches  ayant  pour  axes  les  divers  couples  de 
droites  g  (n«  39,  40). 

On  s'engage  ainsi  sur  un  terrain  qui  est  loin  d'être  inexploré. 
En  effet,  Félix  Klein,  dans  son  travail  bien  connu,  Zur  Tlieorie 
der Liniencomplexe  der  erslcn  und  zweiten  Grades  (  *  ),  a  fait  con- 
naître l'ensemble  important  des  figures  qu'on  découvre  parla  consi- 
dération simultanée  de  six  complexes  linéaires  situés  deux  à  deux 
en  involution,  complexes  qu'il  a  nommés  fondamentaux  à  l'égard 
de  leur  rôle  envers  les  complexes  du  second  ordre. 


(*)  Mathematische  Annalen,  t.  II;  communiqué  en  extrait  aux  Gôttinger  Nachrich'- 
ten,   1869. 
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Expliquer  comment  on  peut,  dans  la  foule  dt^s  propriétés  des 
couples  Ç,  découvrir  l'existence  des  six  complexes  fondamentaux^ 
telle  sera  notre  tache  principale  dans  ce  qui  suitj  notre  point  de 
départ  étant  diHérent  de  celui  de  M,  Klein  et  nos  procédés  pure- 
ment géométriques,  nous  espérons  ajouter  quelque  chose  à  la  con- 
naissance plus  complète  des  figures  déterminées  par  sia:  coni- 
plexes  fondamentaux.  Nous  nous  attacherons  particulièrement 
au  système  des  quinze  tétraèdres  dont  les  arêtes  sont  formées  par  des 
droites  CJ,  et  qui  ont  la  propriété  de  constituer  par  trois  znngt 
systèmes  desmiques  de  tétraèdres,  propriété  que  Klein  n'a  pas 
remarquée. 

31 .  Tout  couple  de  droites  (|  est  rencontré  par  six  autres  roupies 

et  séparé  harmoniquement  par  les  huit  restant. 

Deux  couples  Cj  qui   se  rencontrent  forment  un   quadrilatère 

,5  6 
gauche^  le  nombre  de  ces  quadrilatères  est  — '—  =  4^.  Aux  deux 

couples  d'un  quadrilatère  gauche  correspond  un  troisième  couple, 
qui  forme  avec  les  premiers  les  arêtes  d'un  tétraèdre.  Les  quinze 

couples  de  droites  Ç  forment  donc  par  trois  les  arêtes  de^  =  i5 

tétraèdres  T.  Six  de  ces  tétraèdres  sont  réels,  les  A,  B,  C,  a,  &,  c, 
tandis  que  les  neuf  autres  ont  un  seul  couple  d'arêtes  réelles. 

Tout  couple  (j  appartient  à  trois  tétraèdres  T^  chacun  des  douze 
autres  tétraèdres  a  un  couple  d'arêtes  appuyé  sur  le  couple 
considéré. 

Les  trente  droites  Q  se  coupent  par  trois  suivant  les  soixante 
sommets  G  de  ces  quinze  tétraèdres  T  et  sont  situées  par  trois  sur 
les  soixante  faces  §  de  ces  mêmes  tétraèdres.  Sur  chacune  de  ces 
droites  Ç  se  trouvent  six  points  O^  formant  trois  paires  de  sommeU 
appartenant  respecrii^ement  à  trois  tétraèdres  T  et  séparées  deux 
à  deux  entre  elles  harmoniquement.  Par  chacune  de  ces  droites 
passent  aussi  six  plans  #,  formant  trois  paires  de  faces  apparte- 
nant respect is^ement  à  trois  tétraèdres  T  et  séparées  deux  à  deux 
entre  elles  harmoniquement, 

32.  Considérons  trois  couples  Ç  formant  un  tétraèdre  T.  Chacun 
des  douze  autres  couples  (j*  s'appuie  sur  un  couple  d'arêtes  de  ce 
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létracdre  et  est  divisé  harinoniquenient  par  les  deux  autres-,  de 

ces  douze  couples,  quatre  rencontrent  chacun  des  couples  d'arêtes 

du  tétraèdre  considéré  et  forment  avec  ce  couple  les  arùtcs  de  deu» 

tétraèdres  T  ayant  les  droites  de  ce  couple  pour  arêtes  communes. 

Chacun  des  tétraèdres  T  a  un  couple  d'arêtes  commun  avec  six 

autres  tétraèdres  T;  les  huit  tétraèdres  restant  s'appuient  sur  ce 

tétraèdre  par  leurs   arêtes.   Les  paires  de  tétraèdres  T  appuyés 

i5.8 
entre  eux  par  leurs  arêtes  sont  donc  en  nombre  de  — '—  =  60. 

Considérons  deux  tétraèdres  T,  A'  et  B',  appuyés  entre  eux -par 
leurs  arêtes;  les  couples  homologues  de  ces  tétraèdres  déterminent 
trois  nouveaux  tétraèdres  T,  a\  i',  c',  dont  chacun  contient  un 
couple  Ç  non  appartenant  aux  tétraèdres  A'  et  K.  Ces  trois  couples 
de  droites  Ç  constituent  les  arêtes  d'un  nouveau  tétraèdre  T,  C, 
formant  avec  les  tétraèdres  A'  et  IV  un  système  desmique,  dont  le 
conjugué  est  formé  par  les  tétraèdres  a\  b\  c'. 

Les  quinze  tétraèdres  T  se  groupent  ainsi  par  trois  e/z  -^  =  20 

sj  sternes  desmiques ,  formant  dix  paires  de  systèmes  desmiques 
conjugués. 

Tout  tétraèdre  T  appartient  à  quatre  systèmes  desmiques,  dont 
chacun  contient  deux  autres  tétraèdres  de  ceux  qui  s'appuient  sur 
le  tétraèdre  considéré.  Les  systèmes  conjugués  à  ces  quatre  systèmes 
desmiques  sont  formés  de  tétraèdres  ayant  avec  le  tétraèdre  consi- 
déré un  couple  commun  d'arêtes. 

Deux  tétraèdres  T  aj  anl  un  couple  commun  d'arcles  appar- 
tiennent donc  de  deux  manières  dijjérentes  à  deux  systèmes 
desmiques  T  conjugués.  • 

Les  paires  de  tétraèdres  T  ayant  un  couple  commun  d'arêtes 
sont  au  nombre  de  quarante-cinq. 

33.  Deux  couples  de  droites  Ç  séparés  entre  eux  harmonique - 

ment  forment  une  tétrade  harmonique  de  droites.  Le  nombre  de 

.      j  i5.8       ,. 

ces  tétrades  est =  00. 

2 

Comme  deux  couples  Ç  formant  une  tétrade  harmonique  ont  des 
symboles  (/A*,  hi)  contenant  trois  indices  dilVérents  1,  /,  A-,  il  s'en- 
suit que  les  trois  couples  Ç  dont  les  symboles  contiennent  deus 
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des  trois  autres  indices  /,  m,  n  s'appuient  sur  les  droites  de  cette 
tétrade  et  sont  situés  par  conséquent  sur  la  surface  du  second 
ordre  contenant  les  droites  de  la  tétrade. 

Aux  deux  couples  jh  et  ki  d'une  tétrade  harmonique  correspond 
un  troisième  couple  y,  séparé  harmoniquement  par  chacun  de  ces 
couples,  et  dont  le  symbole  contient  des  indices  appartenant  respec- 
tivement aux  symboles  de  ces  mêmes  couples.  Ce  troisième  couple 
rencontre  tous  les  trois  couples  Ç  appuyés  sur  les  premiers-,  il  est 
donc  situé  sur  la  surface  du  second  ordre,  déterminée  par  les  droites 
de  la  tétrade  harmonique. 

On  peut  arriver  à  la  môme  surface  du  second  ordre  en  partant 
d'une  quelconque  des  six  tétrades  harmoniques  qu'elle  contient. 

Les  quinze  couples  y  sont  donc  situés  par  six  sur  dix  surfaces 
02  du  second  ordre. 

De  ces  surfaces  une  est  imaginaire  et  coïncide  avec  la  surface  S'^, 
tandis  que  les  neuf  autres  sont  réelles  ( hyperboloïdes  gauches)  et 
coïncident  nécessairement  avec  les  neuf  surfaces  So,  que  nous  avons 
déjà  considérées  (n®  27). 

Chacune  de  ces  surfaces  S^  peut  être  désignée  indifféremment  par 
un  des  symboles 

ijkjmn^     ijk     ou     Inin^ 
qui  indiquent  suffisamment  les  couples  Ç  qui  s'y  trouvent. 

Q 

Par  chacun  des  couples  Ç  passent  -  =  4  surfaces  5^,  dont  cha- 
cune contient  trois  couples  rencontrant  le  couple  considéré.  Par 
dçux  couples  Ç  appuyés  entre  eux,  passent  donc  -^  =  a  surfaces 

62-  Deux  surfaces  62  se  coupent,  par  conséquent,  toujows  suivant 
deux  couples  de  droites  §. 

Tout  tétraèdre  T  dont  un  couple  d'arêtes  est  situé  sur  une  sur- 
face $2    ^  aussi  un  autre  couple  d'arêtes  situé  sur  la  même  surface. 

34.  Chacun  des  neuf  couples  Q  situés  en  dehors  de  la  surface 
ijk.lmn  est  formé  de  droites  dont  l'une  est  la  polaire  de  l'autre 
par  rapport  à  cette  surface  ,  car  ce  couple  appartient  à  un  tétraèdre 
Tdont  les  deux  autres  couples  sont  situés  sur  la  surface  considérée. 

Ces   neuf  couples  Ç  conslituent  les  arêtes    de  six  tétraèdres  T 


Digitized  by 


Google 


MÉLANGES.  449 

conjugués  par  rapport  à  la  surface  ijh\lmn  et  formant  deux  sys- 
tèmes desmiques  conjugués.  Ainsi,  ceux  de  ces  neuf  couples  dont 
les  symboles  appartiennent  aux  divers  rangs  du  Tableau 

//,  y/72,  //f, 
km,  in,  jly 
jn^       //,      im, 

déterminent  trois  tétraèdres  d'un  système  desmique,  tandis  que  les 
couples  dont  les  symboles  appartiennent  aux  diverses  colonnes  du 
même  Tableau  déterminent  trois  autres  tétraèdres  formant  le  sys- 
tème desmique  conjugué. 

Les  dix  paires  de  systèmes  desmiques  conjugués  [nP  32)  cor-- 
respondent  aux  diverses  surfaces  63.  Les  deux  systèmes  A,  B,  C 
et  a^b^  c  correspondent  en  particulier  à  la  surface  S'^. 

Cliacundes  tétraèdres  T  est  conjugué  par  rapport  à  quatre  sur- 
faces 62-  Deux  tétraèdres  T  ayant  un  couple  commun  d*arètes  sont 
simultanément  conjugués  par  rapport  à  deux  surfaces  63. 

Deux  surfaces  S 2  sont  toujours  conjuguées  par  rapport  à  deux 
tétraèdres  T  ayant  pour  arêtes  communes  les  droites  du  couple  \\ 
appuyé  sur  les  deux  couples  q  communs  à  ces  deux  surfaces.  Les 
cinq  couples  Ç  appartenant  à  ces  deux  tétraèdres  forment  les  seuls 
couples  Q  situés  en  dehors  de  ces  deux  surfaces. 

35.  A  toute  paire  de  systèmes  desmiques  T  conjugués  corres- 
pondent seize  droites  L  et  autant  de  droites  A .  Sur  cliacune  de  ces 
droites  se  trouve  un  sommet  de  chacun  des  tétraèdres  de  l'un  des 
systèmes,  en  même  temps  que  passe  par  elle  une  face  de  chacun 
des  tétraèdres  du  système  conjugué.  Ainsi  : 

Les  soixante  points  C  sont  situés  par  trois  sur  trois  cent  vingt 
droites  i^  par  lesquelles  passent  aussi  par  trois  les  soixante  plans  9. 
Les  trois  tétraèdres  ayant  pour  sommets  les  points  C  situés  sur 
une  de  ces  droites  appartiennent  à  un  même  système  desmique ^ 
au  système  conjugué  duquel  appartiennent  les  tétraèdres  dont 
les  faces  S  passent  par  la  même  droite, 

A  toute  paire  de  tétraèdres  T  ayant  un  couple  commun  d'arêtes 
correspondent  huit  droites  H  (n®  25),  sur  chacune  desquelles  est 

BulL  des  Sciences  mathém,,  2«  Série,  t.  III.  (Octobre  \ 8 '> 9.^  ^^ 
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situé  un  sommet  de  cliacun  des  deux  tétraèdres,  tandis  que  par 
elle  passe  une  face  de  chacun  de  ces  mêmes  tétraèdres.  Comme  il 
y  a  quarante-cinq  pareilles  paires  de  tétraèdres  T^  il  s'ensuit  que: 

Les  soixante  points  G  sont  situés  par  deux  sur  8.45  =  36o 
droites  H^par  lesquelles  passent  aussi  par  deux  tes  soixante  plans 
§.  A  chacune  de  ces  droites  H  correspondent  deux  tétraèdres 
T,  ayant  pour  sommets  les  points  C  situés  sur  cette  droite,  et 
pour  Jaces  les  plans  ê  qui  j  passent. 


Les  soixante  points  G  déterminent,  pris  deux  à  deux , 


60.59 


==  1770 


6.5 


droites.    De  ces  droites, —^  =  i5  coïncident   avec   chacune  des 

droites  Ç,  -^  =  3    coïncident  avec  chacune  des  droites  ^,  et  les 

autres  coïncident  avec  les  droites  H.  Le  nombre  1770  égale  en  effet 

la  somme 

1 5 .  3o -4- 3 .  320  H- 360. 

Ces  mêmes  dix  sept  cent  soixante-dix  droites  forment  les  inter- 
sections des  soixante  plans  ^  pris  deux  à  deux. 


36.  Par  tout  point  C   passent  : 

I  °  trois  faces  du  tétraèdre  T  dont  ce 
point  G  est  un  sommet,  faces  for- 
mant un  trièdre  ayant  pour  arêtes 
les  trois  droites  Ç  passant  par  ce 
point  ;  0,^  deux  faces  de  chacun  des 
six  tétraèdres  T  ayant  avec  le  té- 
traèdre précédent  un  couple  commun 
d'arêtes.  De  ces  douze  plans,  quatre 
passent  par  chacune  des  arêtes  du 
trièdre  et  coupent  la  face  opposée 
de  ce  trièdre  suivant  quatre  droites 

II  ;  les  douze  droites  H  ainsi  obtenues 
sont  les  seules  passant  par  le  point  G 
considéré.  Ces  douze  plans  se  coupent 
de  plus  par  trois  suivant  seize  droites 
4;!^,  les  seules  passant  par  le  même 
point  G. 


Sur  tout  plan  ê  sont  situés  : 
I*  tro's  sommets  du  tétraèdre  Tdont 
ce  plan  §  forme  une  face,  sommets 
déterminant  un  triangle  ayant  pour 
côtés  les  droites  Ç  situées  dans  ce 
plan  ;  2®  deux  sommets  de  chacun 
des  six  tétraèdres  T  ayant  avec  le  té- 
traèdre précédent  un  couple  commun 
d*arêtes.  De  ces  douze  points,  quatre 
sont  situés  sur  chaque  côté  du  tnangie 
et  sont  projetés  du  sommet  opposé 
de  ce  triangle  par  quatre  droites  H  ; 
les  douze  droites  H  ainsi  obtenues 
sont  les  seules  situées  sur  le  plan  ^ 
Considéré.  Ces  douze  points  sont  si- 
tués de  plus  par  trois  sur  seize  droites 
4^,  les  seules  situées  dans  le  même 
plan  ê. 


Quant  à  la  disposition  des  douze  droite»  H  et  des  seize  droites 4^, 
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autour  d'un    point  8  ou  sur  un  plan  ê^  nous  pouvons  remarquer 
ce  qui  suit. 


Les  douze  droites  H  passant  par  un 
point  C  sont  situ^  par  trois  sur 
seize  plans  N. 

Les  seize  droites  J(^  passant  par 
le  même  point  sont  situées  par  couples 
sur  quarante-huit  plans  Q,  dont 
chacun  contient  aussi  une  droite  H 
passant  par  le  point  considéré. 


Les  douze  droites  H  situées  dans 
un  plan  S  convergent  par  trois  vers 
seize  points  M. 

I-.es  seize  droites  .^  situées  dans 
le  même  plan  passent  par  couples  par 
quarante-huit  points  P,  par  ch<icun 
desquels  passe  aussi  une  droite  H 
située  dans  le  plan  considéré. 


Les  soixante  points  G  sont  situes  par  quatre  sur  neuf  cent 
soixante  plans  N  et  par  six  sur  quatre  cent  quatre-vingts  plans  Q. 
Sur  chacun  des  plans  N  sont  situées  une  droite  J^et  trois  droites 
H  \  tandis  que  sur  chacun  des  plans  Q  sont  situées  quatre  droites 
J^Jormant  un  quadrilatère  complet,  dont  les  trois  diagonales 
sont  des  droites  H. 

De  même  : 

Les  soixante  plans  §  passent  par  quatre' par  neuf  cent  soixante 
points  M  et  par  six  par  quatre  cent  quatre-vingts  points  P.  Fers 
chacun  des  points  M  convergent  une  droite  J^  et  trois  droites  H; 
tandis  que  %^ers  chacun  des  points  P  com^ergent  quatre  droites  ^ 
et  trois  droites  H  formant,  etc. 

Par  chacune  des  droites  4L  passent  trois  plans  N  contenant  res* 
pcctivcment  les  points  G  opposés  aux  plans  ^  passant  par  cette 
droite.  Sur  chacune  de  ces  mêmes  droites  4L  sont  situés  aussi  trois 
points  M,  formant  les  traces  des  trois  plans  ^  opposés  aux  trois 
points  C  situés  sur  cette  droite. 

37.  Tout  couple  de  droites  Ç  détermine  une  homologie  involu- 
tive  gauche,  suivant  laquelle  deux  points,  ou  deux  droites,  ou 
deux  plans  forment  deux  éléments  homologues  aussitôt  qu'ils  sont 
séparés  liarmoniquement  par  les  droites  du  couple  Ç  considéré, 
droites  qui  constituent  les  deux  axes  d'homologie. 

Suivant  chacune  de  ces  homologies,  les  quatorze  autres  couples 
(j  se  transforment  en  eux-mêmes;  d'abord  les  couples  appuyés  sur 
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les  axes  d'homologie,  dont  les  droites  correspondeut  à  elles- mêmes, 
puis  les  couples  séparés  harmoniquement  par  les  axes  dMiomologie, 
dont  les  droites  se  permutent.  Tout  tétraèdre  T  se  transforme  donc 
par  cette  liomologie  en  lui-même;  pareillement,  toute  surface  S ^ 
se  transforme  en  elle-même. 

Ces  quinze  homologics  CJ  constituent  un  groupe  de  transforma- 
fions,  parce  qu'on  n'obtient  pas  de  nouvelles  homographies  en  mul- 
tipliant ces  transformations  deux  à  deux.  Ainsi,  de  la  superposition 
de  deux  homologîes  involutivcs  (^  dont  les  axes  se  rencontrent  ré- 
sulte riiomologie  involulive  C^dont  les  axes  s'appuient  sur  les  axes 
des  premières  5  d'autre  part,  la  superposition  de  deux  homologics 
involutives  (/dont  les  axes  sont  séparés  entre  eux  harmoniquement 
donne  lieu  à  l'homologie  Ç  dont  les  axes  sont  séparés  harmonique- 
ment par  les  axes  de  chacune  des  premières  et  sont  de  plus  situés 
siu*  une  même  surface  63  que  ces  axes. 

38.  De  même,  toute  surface  $2  détermine  une  corrélation  po- 
laire suivant  laquellechacun  des  quinzcs  couples  Çse  transforme  en 
lui-même.  En  effet,  les  couples  (j  situés  sur  cette  surface  ont  des 
droites  correspondant  à  elles-mêmes,  tandis  que  les  neuf  autres 
couples  ont  des  droites  dont  chacune  est  la  polaire  de  l'autre  par 
rapport  à  cette  surface.  Dans  chacune  de  ces  corrélations  polaires, 
les  quinze  tétraèdres  T  se  transforment  en  eux-mêmes;  de  menus 
les  neuf  autres  surfaces  $2  se  transforment  en  elles-mêmes. 

Comme  la  corrélation  polaire  déterminée  par  une  des  surfaces 
62  établit  entre  les  génératrices  d'une  autre  surface  62  une  corres- 
pondance involulive  (  *  )  identique  avec  celle  déterminée  par  l'ho- 
mologie involutive  (J  dont  les  axes  s'appuient  sur  les  génératrices 
communes  de  ces  deux  surfaces,  il  s'ensuit  que  : 

L'homographie  résultant  de  la  superposition  {^)  de  deux  cor- 


(  '  )  On  trouYC  dans  le  §  5  des  Beitràge  ziir  Géométrie  der  Loge  de  SUudt,  pan- 
(graphe  intitulé  Involutoriscke  Regelschaaren  in  Polarsjrstemen,  les  propriétés  princi- 
pales  des  correspondances  établies  par  des  corrélations  polaires  et  focales  (Polarsy- 
Htcmen)  sur  les  deux  systèmes  de  (rénératrices  d'un  hyperboloide  gauche  transfomae 
en  lui-même. 

(')  L'opération  de  lu  superposition  de  deux  transformations  peut  se  faire  de  deux 
manières  différenles,  qui  dans  tous  les  cns  que  nous  aurons  h  considérer  ici  conduisent 
à  des  résuUalâ  identiques. 
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relations  polaires  déterminées  par  deux  surfaces  62  est  identique 
avec  Vhomologie  inyolutive  Ç  dont  les  axes  s'appuient  sur  les  gé- 
nératrices communes  aux  deux  surfaces  considérées» 

La  corrélation  résultant  de  la  superposition  de  la  corrélation 
polaire  déterminée  par  une  surface  S 2  et  d'une  homologie  invo- 
lutive  Cj  dont  les  axes  sont  situés  en  dehors  de  cette  surface  63 
est  identique  avec  la  corrélation  polaire  détet*minée  par  une 
autre  surface  ^j,  coupant  la  précédente  suivant  deux  couples  de 
droites  (^  appuyés  sur  les  axes  de  Vhomologie  involutiveÇ  con- 
sidérée. 

39.  Examinons  maintenant  les  corrélations  qui  résultent  de  la 
combinaison  d'une  corrélation  polaire  déterminée  par  une  des  sur* 
faces  0s  et  d'une  homologie  involutive  Ç  dont  les  axes  sont  situés 
sur  cette  surface. 

Considérons  pour  cela  la  corrélation  polaire  ijk.lmn  et  Thomolo- 
gîeinvolutivey/r^uous  allons  voir  que  la  corrélation  résultante  delà 
superposition  de  ces  deux  correspondances  est  focale.  En  eifct,  si 
£  et  Z' sont  deux  points  homologues  dans  Thomologie  considérée, 
le  plan  polaire  II  de  If  par  rapport  à  la  surface  ijk.lmn^  qui  sera 
le  correspondant  du  point  H  dans  la  nouvelle  corrélation,  passe  tou- 
jours par  le  point  S. 

Cette  nouvelle  corrélation  laisse  invariable  la  correspondance 
établie  entre  les  génératrices  de  ijk.lmn  par  Thomologie  involu- 
tive/A".  Une  droite  correspond  à  elle-même,  suivant  cette  corré- 
lation focale,  c'est-à-dire  elle  appartient  au  complexe  linéaire  dé- 
terminé par  cette  corrélation,  aussitôt  que  sa  droite  homologue  dans 
l'homologie  involutive  y/r  coïncide  avec  sa  polaire  par  rapport  à  la 
surface  ijk.lmn.  Ainsi,  les  droites  des  couples  dont  les  symboles 

y/-,  y/,  y'/w,  y/i,  X7,  ///*,  X/i,  //w,  In,  mn 

présentent  les  dix  combinaisons  des  indices  y,  A,  /,  ///,  //pris  deux 
à  deux  appartiennent  à  ce  complexe.  Au  contraire,  les  droites  des 
autres  couples  dont  les  symboles 

(/,  i/-,  //,  im,  in 
contiennent  l'indice  i  se  permutent  entre  elles. 
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Il  est  manifeste  que  l'on  arrive  à  la  même  corrélation  en  combi- 
nant respectivement  les  diverses  corrélations  polaires 

(/'/•,   ///,  //m,  ijriy  ikl,  i/w,  ///i,  /7w,  //«,  imn 

avec  les  homologies 

JÂ,   jl,    //w,   y/î,    A/,    X///,    /«,    Im,    In,    mn. 

On  voit  ainsi  que  : 

En  combinant  successhement  la  corrélation  polaire  déterminée 
par  une  quelconque  des  surfaces  fij  avec  les  six  homologies  invo-- 
lutives  gauches  ayant  pour  axes  les  couples  Ç  situés  sur  cette  sur- 
face, on  arrive  à  un  système  unique  de  six  corrélations  focales  ^ 
qui  peus^ent  être  représentées  par  les  symboles 

I,  a,  3,  4»  5,  6. 

Dans  chacune  de  ces  six  corrélations,  les  quinze  couples  Ç  te 
transforment  en  eux-mêmes,  de  manière  que  les  droites  des  dix 
couples  Ç  dont  les  symboles  ne  contiennent  pas  l'indice  représen- 
tatif de  la  corrélation  correspondent  à  elles-mêmes,  tandis  que 
les  droites  de  chacun  des  cinq  autres  couples  se  permutent  entre 
elles. 

40.  De  la  combinaison  de  deux  quelconques  de  ces  corrélations 
focales  résulte  une  homographie  coïncidant  avec  l'homologie 
involutive  gauche  dont  les  axes  forment  le  couple  Ç  représenté  par 
un  symbole  contenant  les  deux  indices  représentatifs  des  deux 
corrélations. 

Les  six  complexes  déterminés  par  ces  six  corrélations  focales 
sont  donc  situés  en  involution  deux  à  deux  et  forment,  pris 
ensemble,  un  système  de  complexes  fondamentaux,  suivant  l'ex- 
pression de  M.  Klein  (n®  30). 

Le  système  de  six  complexes  fondamentaux  est  susceptible  d'un 
nombre  oo^'  de  déterminations;  toutefois  on  ne  peut  considérer  le 
système  des  six  complexes  /-ee/j  auquel  nous  venons  d'arriver  que 
comme  un  cas  du  système  de  complexes  de  M.  Klein,  lequel  peut 
renfermer  aussi  deux,  quatre  et  même  six  complexes  imaginaires. 
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Mais  il  est  évident  que  la  particularité  de  notre  système,  provenant 
de  ce  que  nous  avons  supposé  les  tétraèdres  primitifs  A,  B,  C  comme 
réels,  est  purement  occasionnelle  et  qu'elle  disparait  complètement 
aussitôt  qu'on  laisse  les  éléments  déterminatifs  de  ces  tétraèdres 
être  quelconques. 

41.  De  même  que  toute  homologie  involutive  ly  provient  de  la 
superposition  des  deux  corrélations  focales  i  et  y,  de  même  toute 
corrélation  polaire  ijk  ou  Inin  résulte  de  la  superposition  dans  un 
ordre  quelconque  des  trois  corrélations  focales  i,  y,  A"  ou  de  ces 
autres  l^  m,  n. 

Si  l'on  désigne  maintenant  par 

la  correspondance  résultant  de  la  superposition  des  corrélations 
focales  (composantes) 

'tl     't»    '31      •  •  M     '/l> 

prises  parmi  les  six  corrélations  i,  2,  3,  4)  ^9  6)  et  par  o  Thomo- 
graphie  identique,  c'est-à-dire  celle  dans  laquelle  tout  élément  de 
l'espace  correspond  à  lui-même,  on  pourra  résumer  toutes  les  pro- 
priétés des  six  corrélations  focales  relatives  aux  correspondances 
qui  en  sont  composées  dans  les  relations  suivantes  : 

Il  ^22^33^44^^^^^^''^^» 
1 23456  ^  ijklmn  ^  o. 

En  effet,  de  ces  relations  et  de  l'identité  oi^i  on  peut  tirer 
d'abord  la  relation 

fjAlm  ^  /i, 

qui  exprime  la  propriété  delà  superposition  d'une  corrélation  po- 
laire iyA*  et  d'une  homologie  involutive  Im  (n**  39).  On  obtient  de 
même  les  relations 

fjAl  ^  mn     et     rjj'A-  ^  ik, 

qui  expriment  les  propriétés  de  la  superposition  de  deux  homologies 
Ç  (n**  37).  On  en  obtient  enlin  de  nouveau  ijh^lmn. 
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En  général,  si  Ton  considère  la  correspondance  involutivc 

qui,  comme  on  voit,  est  liomographique  ou  corrélative  suivant  que 
h  est  pair  ou  impair,  on  peut  démontrer  qu'elle  peut  être  obtenue 
en  superposant  ses  corrélations  composantes  dans  un  ordre  quel- 
conque. En  utilisant  dès  lors  les  relations 

ii  ^  o,     oi  ^  f ,      I  ^3456  ^  o, 

on  pourra  réduire  le  nombre  de  ses  corrélations  composantes  à  être 
moindre  que  quatre. 

Nous  pouvons  donc  dire  que  : 

Les  six  corrélations  focales  i,  a,  3,  4y  ^9  ^9  ^^<^  quinze  homolo^ 
gies  involuti\^es  Qet  les  dix  corrélations  polaires  f^^  forment  avec 
r  homographie  identique  un  système  fermé  ou  groupe. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

LIAGRE  (J.-B.-J.)  et  PENY  (C).  —  Calcul  des  probabilités  et  théorie  des 
ERREURS,  avec  des  applications  aux  sciences  d'observation  en  général  et  à  la 
Géodésie  en  particulier.  —  Bruxelles,  Muquardt;  Paris,  Gautbier-Villars, 
1879.  In-8",  xx-582  pages. 

La  première  édition  du  Calcul  des  probabilités  et  théorie  des 
erreurs  de  M.  Liagre  date  d'environ  vingt-sept  ans  et  est,  depuis  plu- 
sieurs années,  devenue  introuvable.  Le  succès  de  ce  Volume,  qui 
s'adressait  à  tous  les  astronomes  et  physiciens  qui,  sans  être  à  même 
de  faire  une  étude  approfondie  des  grands  Traités  de  Jacques  Ber- 
noulli,  d'Euler,  de  Condorcet,  de Laplace, de  Gauss,  de Legendre,  de 
Coumot,  etc.,  avaient  cependant  besoin,  pour  leurs  déterminations 
d'orbites  ou  pour  la  discussion  de  leurs  expériences,  dY'tre  initiés  au 
mécanisme  du  calcul  des  erreurs  et  des  résultats  les  plus  probables 
d'une  série  d'observations,  était  d'ailleurs  des  mieux  justifiés. 
M.  le  lieutenant  général  Liagre,  s'inspirant  des  travaux  de  ses  de- 
vanciers, avait  en  eflet  exposé  d'une  manière  didactique  et  avec  une 
rare  clarté  les  principes  généraux  qui  régissent  cette  branche  im- 
portante des  Mathématiques  appliquées,  et,  par  des  exemples  soi- 
gneusement choisis  dans  l'Astronomie,  la  Géodésie,  l'Art  militaire 
ou  la  Physique,  il  avait  su  élucider  d'une  manière  complète  ce  que 
la  théorie  présente  souvent  d'abstrait.  Tous  ceux,  et  ils  sont  sans 
aucun  doute  nombreux,  qui  ont  eu  dans  les  mains  et  qui  ont  étudié 
le  Volume  que  j'analyse  ici  rendront  ce  témoignage  qu'il  était  un 
modèle  de  clarté  et  d'exposition  classique. 

La  nouvelle  édition  du  Calcul  des  probabilités  que  publie  au- 
jourd'hui M.  Liagre  a  été  revue  et  augmentée,  par  les  soins  de 
son  auteur  et  de  M.  le  capitaine  d'état-major  Peny,  dans  des  pro- 
portions qui  en  font  presque  un  Ouvrage  nouveau.  On  y  retrou- 
vera d'ailleurs  le  même  plan,  la  même  division,  les  mêmes  qualités 
d'exposition  que  dans  le  Volume  de  1 85 2. 

La  première  Section  traite  des  probabilités  théoriques  ou  a 
priori  ;  on  y  part  des  causes,  supposées  connues,  et  on  les  combine 
pour  arrivera  la  probabilité  des  événements.  Après  une  exposition 
de  re  que  l'on  doit  entendre  par  Xsl  probabilité  d* un  à\>cnement, 

BtîlL  des  Sciences  mathém.^  2'  Sc'tîc,  t.  III.  (Novembre  18-^9.')  3?. 
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Tauteur  fait  connaître  d'une  manière  succincte  les  principes  les  plus 
généraux  de  la  théorie  des  combinaisons.  Vient  ensuite  un  Chapitre 
consacré  à  la  probabilité  absolue,  relative,  simple  ou  composée.  Le 
Chapitre  III  a  pour  but  Texposition  des  lois  de  la  probabilité  ma- 
thématique dans  la  répétition  des  mêmes  épreuves.  EnGn  cette  pre- 
mière Section  se  termine  par  l'exposé  des  règles  du  calcul  de  Ves- 
pérance  mathématique  et  de  leurs  applications  à  la  règle  des 
parties. 

Les  quatre  Chapitres  dont  nous  venons  d'indiquer  brièvement  le 
contenu  sont  consacrés  au  calcul  de  la  probabilité  des  événements 
lorsqu'on  connaît  les  causes  qui  les  produisent  et  aux  applications 
de  ce  calcul  à  quelques  problèmes  particulièrement  intéressants. 
Les  trois  Chapitres  qui  suivent  ont  pour  but  la  solution  du  pro- 
blème inverse  \  ils  traitent  de  la  détermination  de  la  probabilité  des 
causes  par  la  considération  des  événements  eux-mêmes.  En  effet, 
dans  les  applications  les  plus  nombreuses  et  pratiquement  les  plus 
importantes  du  Calcul  des  probabilités,  les  rapports  des  chances, 
qui  servent  de  mesure  à  l'action  des  causes  dont  dépend  la  produc- 
tion des  événements,  ne  sont  pas  connus  a  priori.  On  ne  pourrait 
donc  former  aucune  prévision  sur  le  résultat  d'épreuves  ultérieures 
si  l'on  ne  savait  déduire  des  expériences  déjii  faites  des  évaluations 
plausibles  sur  ces  rapports,  c'est-à-dire  sur  la  probabilité  de  l'ac- 
tion des  causes.  Les  procédés  qui  ont  pour  but  de  déterminer  la 
probabilité  des  événements  à  venir  d'après  les  résultatsdes  épreuves 
antérieures  constituent  le  Calcul  des  prohabilités  a  posteriori,  qui 
fait  l'objet  de  la  deuxième  Section  de  notre  Volume. 

Les  questions  de  cet  ordre  peuvent  elles-mêmes  être  envisagées 
à  deux  points  de  vue  distincts  : 

1**  La  production  d'un  événement  A  peut  être  due  à  un  nombre* 
limité  de  causes,  et  alors,  suivant  la  règle  de  Bayes,  «  les  probabi- 
lités des  causes  (ou  des  hypothèses)  sont  proportionnelles  aux  pro- 
babilités que  ces  causes  donnent  pour  les  événements  observés.  La 
probabilité  d'une  de  ces  causes  ou  hypothèses  est  une  fraction  qui 
a  pour  numérateur  la  probabilité  de  l'événement  par  suite  de  cette 
cause  et  pour  dénominateur  la  somme  des  probabilités  semblables, 
relatives  à  toutes  les  causes  ou  hypothèses.  »  M.  Liagre,  après  avoir 
montré  par  de  nombreux  exemples  le  sens  exact  de  ce  principe,  en 
démontre  rigoureusement  la  généralité. 
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a^  La  produclîoii  d^uii  événement  A  doit,  eomnie  dans  le  cas  d'un 
phénomène  naturel,  être  considérée  comme  duc  à  un  nombre  infini 
de  chances  ou  d'hypothèses.  Ce  second  cas  est  traité  par  M.  Liagrc 
avec  non  moins  d'autorité  que  le  premier,  mais  les  conclusions  aux- 
quelles il  arrive  ne  sont  pas  de  nature  à  être  résumées  en  quelques 
lignes. 

L'auteur  s'occupe  ensuite  des  règles  propres  à  démontrer  l'exis- 
tence d'une  combinaison  de  causes  favorables  à  la  production  d'un 
événement  déterminé,  et  il  examine,  îi  ce  propos,  quelques  résid- 
tats  de  la  Statistique. 

Parmi  les  causes  il  faut  d'ailleurs  distinguer  :  les  causes  con- 
stantesy  qui  ont  pour  elles  un  certain  nombre  déterminé  de  chances^ 
une  probabilité  fixe^  les  causes  variables,  qui  ont  pour  elles  un 
nombre  ifariable  de  chances,  et  par  suite  une  probabilité  qui  peut 
osciller  dans  des  limites  plus  ou  moins  larges;  enfin  les  causes  ac- 
cidentelles, qui  n'ont  pas,  à  proprement  parler,  de  chances  en  leur 
faveur,  mais  qui  influent  sur  l'ordre  de  succession  des  événe- 
ments. 

L'existence  de  ces  diverses  espèces  de  causes  amène  d'ailleurs 
M.  Liagre  à  définir  la  signification  exacte  des  termes  nwjenne  arith- 
métique,  ^valeur  médiane  ou  valeur  probable,  dont  le  sens  diffé- 
rent est  mis  en  lumière  par  l'étude  d'une  question  spéciale,  les  va- 
riations diurnes  et  annuelles  de  la  température  et  du  baromètre. 

Enfin  cette  deuxième  Section  du  Calcul  des  probabilités  se  ter- 
mine par  une  étude  sur  les  Tables  de  mortalité  et  leurs  consé- 
quences au  point  de  vue  des  problèmes  des  rentes  viagères,  des 
tontines,  des  caisses  de  prévoyance  et  de  secours. 

La  troisième  Section  présente  les  applications  du  Calcul  des  pro- 
babilités aux  observations  et  aux  expériences;  elle  indique  la  ma- 
nière la  plus  avantageuse  de  combiner  les  équations  de  condition 
et  de  répartir  les  erreurs  fortuites  ;  elle  apprend  à  trouver  les  résul- 
tats moyens  les  plus  probables  et  à  en  estimer  la  précision.  Le  guide 
de  M.  Liagre,  dans  toute  la  partie  théorique  de  cette  Section,  est 
Gauss;  mais  les  démonstrations  de  l'illustre  auteur  du  llieoria 
motus  sont  présentées  avec  plus  de  netteté,  et  la  part  des  hypo- 
thèses, légitimes  d'ailleurs,  qu'il  est  inévitable  de  faire,  sur  le  modt^ 
de  répartition  des  erreurs  accidentelles  des  diverses  grandeurs  mise 
plus  en  évidence.  La  notion  d'une  erreur  probable  et  d'une  erreur 

3?.. 
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moyenne,  liée  à  la  première,  apparaît  ainsi  comme  nécessaire,  et 
les  notions  de  poids  et  de  précision  se  trouvent  naturellement  in- 
troduites. L'application  de  ces  principes  à  la  détermination  d'un 
angle,  à  la  mesure  de  la  densité  de  la  Terre  et  à  la  recherche 
de  la  composition  de  l'eau  termine  ce  Chapitre  et  la  troisième 
Partie. 

La  quatrième  Section  commence  par  un  Chapitre  relatif  au  calcul 
de  l'erreur  moyenne  et  de  la  précision  d'une  fonction  linéaire  de 
plusieurs  quantités  directement  mesurées  :  c'est  le  cas  qui  se  pré- 
sente quand  on  détermine  un  angle  par  la  somme  de  deux  autres, 
une  base  topographique  à  l'aide  de  règles  géodésiques,  etc. 

Mais  le  cas  qui  se  présente  le  plus  souvent  dans  la  pratique  est 
celui  où  l'on  doit  déterminer  des  inconnues  à  l'aide  d'équations  li- 
néaires dont  le  nombre  est  supérieur  à  celui  des  inconniles  elles- 
mêmes  :  c'est  pour  ce  cas  que  Legendre  et  Gauss  ont  proposé  la 
méthode  des  moindres  carrés.  M.  Liagre  légitime  d'abord  celte  mé- 
thode, puis  îl  en  expose  les  calculs  en  suivant  pas  à  pas  le  Mémoire 
que  Gauss  lui  a  spécialement  consacré.  Une  fois  en  possession  de 
cet  ensemble  de  règles,  les  applications  se  présentent  nombreuses  et 
variées^  mais  c'est  sur  les  questions  géodésiqucs  que  M.  Liagre  s'é- 
tend particulièrement. 

Il  traite  d* abord  du  calcul  de  l'erreur  moyenne  d'une  base  géode- 
slque,  puis  de  la  mesure  des  angles  géodésiques  et  de  la  compen- 
sation des  triangles,  de  la  détermination  des  directions  les  plus  pro- 
bables fournies  par  les  observations  faites  à  une  station  géodésique 
et  de  la  compensation  de  l'ensemble  d'un  réseau  trigonométrique. 
Enfin  le  Volume  se  termine  par  une  théorie  du'  nivellement  trigo- 
nométrique et  de  sa  compensation  par  la  méthode  de  Gauss. 

Tel  estlerésumcdes  principales  questions  étudiées  par  MM.  Liagre 
et  Peny  dans  leur  Traité  du  Calcul  des  probabilités  et  delà  théorie 
des  erreurs*,  quelque  incomplet  qu'il  soit,  j'espère  qu'il  sera  de  na- 
ture à  montrer  aux  lecteurs  du  Bulletin  l'intérêt  qui  s'attache  à  cet 
Ouvrage.  G.  R- 
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EPMAKOB'b  (B.-Il.).  —  ïeopia  Blipo/iTHOCTEii.  .'Icri^îh  qnTaHHbifl 
btj  lÏMnepaTopcKOM'b  yBUBerciiTert  Cb.  RiaAUMÎpa  npot{)ecco- 
poMi)  B.-TI.  ËfMaROBhiM^.  KieBi),  1879  (*).  —  Gr.  in-8**,  140  p. 

L'auteur  expose  d'abord,  dans  sa  Préface,  le  but  qu'il  a  pour- 
suivi en  publiant  ses  Leçons.  Les  Traités  que  l'on  possède  sur  le 
Calcul  des  probabilités  passent  trop  rapidement  sur  les  principes 
fondamentaux  de  cette  science  et  réservent  les  développements 
pour  les  applications  diverses  aux  assurances,  aux  témoignages 
judiciaires,  aux  Tables  de  mortalilé,  etc.  M.  Ermakof  a  consacré 
son  Ouvrage  entièrement  à  la  théorie.  De  plus,  il  a  comblé  une 
lacune  qui  se  rencontre  chez  les  autres  auteurs,  en  ajoutant  à  la 
fin  du  Volume  un  Recueil  d'exercices  variés  sur  le  Calcul  des  proba- 
bilités, avec  l'indication  des  résultats. 

Parmi  les  parties  nouvelles  qu'il  a  introduites  dans  sa  rédaction, 
il  signale  une  démonstration,  due  à  M.  Tchebychef,  d'un  théorème 
très  général  contenant,  comme  cas  particulier,  le  théorème  de 
Bernoulli  (2). 

La  théorie  des  combinaisons,  telle  qu'elle  est  exposée  dans  les 
Traités  d'Algèbre  ordinaires,  ne  suflît  pas  pour  la  solution  des 
problèmes  de  probabilités,  dans  lesquels  on  doit  chercher,  parmi 
toutes  les  combinaisons  des  événements,  le  nombre  de  celles  qui 
satisfont  à  des  conditions  données.  Les  anciens  auteurs  ont  résolu 
ces  difficultés  par  des  méthodes  particulières,  en  s'aidant  le  plus 
souvent  de  l'induction.  Laplace  a  traité  les  mêmes  problèmes  par 
le  calcul  des  différences  finies;  mais  l'emploi  de  cette  méthode  est 
parfois  sujet  à  de  grandes  difficultés,  soit  pour  la  position  de  l'équa- 
tion aux  différences,  soit  pour  son  intégration.  Une  Note  de 
M.  Camille  Jordan,  publiée  dans  le  Tome  LXV  des  Comptes  rendus 
des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  p.  998,  a  fourni  à 
M.  Ermakof  une  solution  facile  et  générale  de  cette  classe  de 
questions. 


(*)  Ermakof  (V.-P.),  Théorie  des  probabilités.  Leçons  professées  à  l'Universitc  im- 
périale (le  Suiiit- Vladimir.  Kiof. 

v')    Vame.HamineCh'i/i  C&bpHnhT>^  l.  H,  Sur  irs  vaivurs  majennes. 
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Le  Traité  de  M.  Ermakof  se  divise  en  cinq  Chapitres,  dont  le 
premier  est  consacré  à  l'exposé  de  la  théorie  des  combinaisons 
(p.  i-ao). 

Le  Chapitre  II  (p.  21-54)  traite  des  méthodes  générales  pour 
la  détermination  des  probabilités  des  événements  tant  simples  que 
composés  :  probabilités  des  événements  simples-,  probabilités  des 
événements  composés  consistant  dans  la  production  simultanée  de 
plusieurs  événements  simples;  probabilités  des  événements  dans  le 
cas  où  les  circonstances  favorables  à  leur  arrivée  ne  sont  pas  égale- 
ment probables;  probabilité  de  l'arrivée  de  l'un  de  ces  événements. 

Le  Chapitre III  (p.  55-78)  a  pour  objet  les  probabilités  des  divers 
événements  dans  les  épreuves  répétées  :  théorème  de  Jacques 
Bernoullî;  espérance  mathématique. 

Les  matières  traitées  dans  le  Chapitre  IV  (p.  79-98)  sont  les  sui- 
vantes :  probabilités  des  événements  dont  la  production  dépend  de 
causes  diverses  ;  espérance  mathématique  dans  le  cas  de  plusieurs 
causes  agissantes;  probabilités  d'un  événement  futur,  déduites  des 
observations;  probabilités  des  causes,  déduites  des  observations. 

Le  Chapitre  V  (p.  99-116)  est  consacré  à  la  recherche  de  la 
probabilité  que,  parmi  une  suite  d'événements  désignés  d'avance, 
arrivent  certains  événements.  L'auteur  applique  à  la  résolution  de 
cette  classe  de  problèmes  la  méthode  de  M.  C.  Jordan. 

Le  Recueil  d'exercices  qui  termine  le  Volume  comprend  soixante 
et  un  énoncés  de  questions  variées,  dont  les  résultats  sont  donnés, 
quelques-uns  avec  des  indications  sur  la  marche  à  suivre. 


rPOMEKA.  —  Û'iepR-b  Tcopin  Kanii.uupHUX'b  ABaeHiiï.  Teopi» 
noBepxHOCTHaro  cutnaenin  hciiakocth.  MocKBa,   1879.  —  Grand 

in-8%  68  pages  ('). 

L'auteur  remarque  avant  tout  que  la  théorie  des  phénomènes 
capillaires  suit  deux  directions  :  une  indiquée  par  Laplace,  l'autre 
par  le  mathématicien  anglais  Th.  Young. 

(')  GnoiiKKA,  Exposé  de  la  théorie  des  phénomènes  cfipiUaires;  théorie  de  la  cohé" 
sion  superficielle  des  liquide^.  Moscou,  i8-c). 
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jNewton  encore,  dans  son  Optique,  a  décrit  l'ascension  de  Teau 
dans  un  tube  capillaire  et  expliqué  la  loi,  trouvée  expérimentale- 
ment par  Jurine,  que  cette  ascension  est  inversement  proportion- 
nelle au  diamètre  du  tube  *,  mais  il  n'a  pas  donné  à  son  explication 
de  développement  sufGsant. 

Daniel  Bemoulli  et  Clairaut  ont  fait  les  premiers  essais  d'une 
théorie  mathématique  des  phénomènes  capillaires. 

Daniel  Bemoulli  (  '  )  n'est  pas  parvenu  à  déterminer  la  loi  de  ces 
phénomènes.  Clairaut  (*-),  en  s'appuyant  sur  les  lois  générales  de 
l'Hydrostatique ,  expliqua  l'ascension  et  l'abaissement  dans  les 
tubes  étroits  et  indiqua  la  dépendance  de  ces  pliénomcues  et  de  la 
forme  du  ménisque.  En  supposant  que  les  parois  du  tube  agissent 
sur  toute  la  masse  liquide  intérieure  et  que  l'ascension  et  l'abais- 
sement dépendent  de  l'action  de  l'extrémité  inférieure  du  tube,  im- 
mergée dans  le  liquide,  il  n'est  pas  parvenu  à  établir  analytique- 
ment  la  loi  de  Jurine. 

Le  premier  essai,  mieux  réussi,  de  la  théorie  en  question  est  dû 
à  Segner  (').  Il  admet  que  l'attraction  mutuelle  des  particules 
liquides  n'agit  qu'à  des  distances  inappréciables.  De  cette  hypothèse 
il  déduit  les  conditions  d'équilibre  des  particules  liquides,  tant 
intérieures  que  contiguës  à  la  surface,  et  démontre  que  la  cohésion 
de  ces  dernières  diflère  de  la  cohésion  des  premières.  11  examine 
ensuite  les  formes  de  gouttes  liquides,  posées  sur  un  plan  horizontal 
ou  suspendues  au  bout  d'une  pointe,  et  conclut  que  la  hauteur  de 
CCS  gouttes  est  inversement  proportionnelle  au  rayon  de  courbure 
du  ménisque. 

Enfin,  d'après  ces  formules,  il  a  dressé  des  Tables  pour  comparer 
les  résultats  théoriques  avec  ceux  qu'il  a  obtenus  dans  ses  re- 
cherches expérimentales. 

Deux  ans  avant  l'apparition  de  la  théorie  de  Laplace,  vers  la  fin 
de  i8o5,  le  mathématicien  anglais  Young  (^)  présenta  à  la  Société 
Royale  de  Londres  une  dissertation  sur  la  cohésion  des  liquides.  Jl 


(*)  Hydrodynamique,  1738. 

(')  Clairaut,  Théorie  de  lafgure  de  la  Terre ^  17^1. 

(')  Seg!«er,  Dejiguris  snperjicierum  fltiidorum  {Comment.  Soviet.  Scient.  Gœtting.. 
1751). 
(')  Yol'sc,  jin  vssar  on  the  cohésion  of  fltiids  {Phi/.  Transactions^  xMt). 
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admettait  aussi  Texistence,  dans  les  couches  superficielles,  des 
forces  particulières  de  cohésion.  Se  fondant  sur  cette  hypothèse,  il 
a  établi  Téquation  de  la  surface  du  liquide  et  a  découvert  la  gran- 
deur constante  de  Tangle  que  fait  cette  surface  avec  la  paroi  du 
tube.  Young  se  proposait  de  développer  sa  théorie,  mais  il  fut  ar- 
rêté par  l'apparition  de  TOuvragede  Laplace.  Ultérieurement  Young 
se  horna  à  faire  sur  la  théorie  de  Laplace  quelques  remarques,  in- 
sérées dans  le  Course  of  Lectures  on  Natural  Philosophj,  pour 
Tannée  1807. 

Laplace  (  *  )  expliqua  les  phénomènes  capillaires  par  Tattraclion 
des  molécules.  Sa  théorie  peut  servir  de  modèle  quant  aux  recher- 
ches ayant  trait  aux  phénomènes  physiques,  à  Taîde  de  l'Analyse 
mathématique.  L'auteur  fait  ici  une  remarque  inexacte,  que  la 
théorie  de  Laplace  ne  met  pas  en  évidence  la  grandeur  de  l'angle 
fait  par  la  surface  libre  du  liquide  avec  la  paroi  du  vase.  Dans  les 
Suppléments  2  et  3,  Laplace  étahlit  la  valeur  de  cet  angle. 

Gauss  (2)  a  exposé  une  autre  théorie,  fondée  aussi  sur  Tatlrac- 
tîon  moléculaire,  mais  déduite  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

Laplace  et  Gauss  n*ont  pas  assez  remarqué  cette  circonstance, 
que  les  couches  superficielles  de  tous  les  liquides  possèdent  des  pro- 
priétés particulières,  qui  les  distinguent  de  la  masse  intérieure  \  la 
cohésion  des  molécules  superficielles  est  plus  considérable. 

Poisson  ('),  dans  son  Ouvrage  fondé  sur  l'hypothèse  de  Tattrac- 
lîon  intermoléculaire,  remarqua  aussi  ce  changement  rapide  de 
densité  à  la  surface  des  liquides.  Dans  cet  Ouvrage,  Poisson  a  étudié 
si  complètement  tant  de  questions  diverses,  qu'il  a,  pour  ainsi  dire, 
épuisé  toute  la  théorie  de  la  capillarité. 

L'auteur  a  oublié  d'indiquer  ici  la  grande  importance  des  expé- 
riences de  Simon,  dans  la  théorie  des  phénomènes  capillaires.  Ces 
expériences  ont  démontré  que,  dans  le  cas  de  tubes  très-étroits, 
l'ascension  n'est  pas  inversement  proportionnelle  au  diamètre  du 
tube,  et  alors  la  théorie  de  Poisson  est  en  défaut  :  ce  qui  décida 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris  à  mettre  au  concours  le  complé- 
ment, dans  ce  sens,  de  la  théorie  de  Poisson. 


(*)  Laplace,  Mécanique  céleste ,  t.  IV. 

(*)  Gaiss  Ji'erke,  t.  V  :  Principia  generaîia  thcoriœ  fluidornm  in  statu  ivquUibrii. 

(')  P018SON.  Kom'i'llc  théorie  de  l'action  capillaire,  i83i. 
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Le  professeur  Davidof  (  *  )  prend  soin  d'accorder  la  théorie  de 
Poisson  avec  la  théorie  générale  d'équilibre  des  liquides,  à  Taide 
du  principe  des  vitesses  virtuelles,  et  en  même  temps  il  s'occupe  des 
circonstances  physiques  ayant  un  rapport  essentiel  avec  ce  sujet. 

Son  Ouvrage  remarquable  se  compose  de  deux  Parties.  Dans  la 
première,  intitulée  Théorie  physique  des  phénomènes  capillaires, 
sont  réunis  et  systématisés  les  résultats  des  recherches  expérimen- 
tales relatives  à  ces  phénomènes  -,  dans  la  seconde  est  exposée  la 
théorie  mathématique  de  la  capillarité. 

En  1809,  P^^^  ^^  Bois-Reymond  (^)  soutint  à  Berlin  une  dis- 
sertation consacrée  à  la  théorie  de  la  capillarité,  où  il  a  exposé  la 
théorie  du  potentiel  des  forces  capillaires,  et  a  donné  une  série  de 
formules  auxiliaires  pour  transformer  les  intégrales  doubles  en  in- 
tégrales simples.  Certaines  de  ces  formules  se  trouvent  dans  les 
œuvres  de  Laplace  et  de  Poisson  ;  cependant  du  Bois-Reymond  les 
a  établies  indépendamment,  en  considérant  la  variation  de  la  sur- 
face. Du  Bois-Reymond  ramène  à  quatre  problèmes  fondamentaux 
toutes  les  questions  relatives  à  la  théorie  de  la  capillarité.  La  solu- 
tion du  quatrième  problème,  relatif  à  l'équilibre  d'un  corps  flottant, 
appuyée,  d'après  l'opinion  de  M.  Groméka,  sur  une  hypothèse 
inexacte,  l'a  amené  à  des  conclusions  erronées,  relativement  au  rap- 
port existant  entre  le  volume  total  d'un  corps  flottant  et  sa  partie 
immergée. 

D'après  l'avis  de  l'auteur,  pendant  que  la  théorie  de  Laplace  est 
arrivée,  par  suite  des  travaux  des  savants  nommés  plus  haut,  à  un 
développement  notable,  la  méthode  de  Young  se  développait  beau- 
coup plus  lentement  et  trouvait,  pendant  un  certain  temps,  peu 
de  partisans.  En  i845  et  1846,  Hagen  (')  a  repris,  dans  une  série 
de  Mémoires  et  au  point  de  vue  de  Young,  la  théorie  générale  de 
la  capillarité  et  plusieurs  questions  particulières  qui  s'y  rapportent. 

Depuis  ce  temps,  plusieurs  physiciens,  Plateau,  Lamarle,  Van 
der  Mensbrugghe,  etc.,  se  sonl  servis  de  l'hypothèse  sur  la  cohésion 
superiicielle  des  liquides,  dans  leur  examen  des  phénomènes  capil- 
laires. Le  nombre  des   imitateurs   de   Young   croît  constamment, 


(•)  Davidof,  TeopiH  KaniUlAHpHblJCb  ADAernUy  l83l.  JMoCKBa. 
(')  p.  DU  Bois-Rkymond,  De  œquUibrio  fluidorum.  Dissertatio  iiiauguralis. 
(•)  HAr.K:i,  Denkschnfirn  dcr  BcrI.  Âhad.,  i8'|j  el  i8.'|(>. 
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d'après  l'avis  de  l'auteur,  qui  expose  brièvement  la  polémique  des 
partisans  de  deux  directions  dans  le  Journal  de  Physique  de  d'Al- 
meida.  En  premier  lieu,  Moutier  (  *  )  y  inséra  un  article,  en  vue  de 
démontrer  la  supériorité  de  la  théorie  de  Laplace.  Renouvelant  les 
reproches  faits  à  la  théorie  de  Young,  qu'elle  est  fondée  seulement 
sur  l'analogie  entre  la  couche  superficielle  d'un  liquide  et  une 
mince  plaque  élastique,  Moutier  démontre  que  la  théorie  de  l'attrac- 
tion moléculaire  est  suffisante  pour  expliquer  tous  les  phéno- 
mènes capillaires,  sans  qu'on  ait  besoin  d'une  hypothèse,  sur 
l'existence  d'une  mince  plaque  élastique  sur  la  surface  d'un  liquide. 

Dans  le  même  Volume  se  trouve  une  Lettre  de  Van  der  Mens- 
brugghe,  qui  combat  chaudement  l'opinion  de  Moutier,  que  l'idée 
d'extension  est  tout  à  fait  inutile.  Ayant  remarqué  que  cette  idée 
n'exclut  point  la  justesse  de  la  théorie  de  Laplace,  et  rappelant  Tessai 
de  Lamarle  (2)  pour  expliquer  l'extension  précisément  par  cette 
théorie.  Van  der  Mensbrugghe  indique  les  travaux  de  Quincke,  de 
Lùstyc  et  de  beaucoup  d'autres.  Les  problèmes  si  nombreux,  ajoute 
Van  der  Mensbrugghe,  examinés,  sinon  résolus,  parées  savants,  ont 
suffisamment  démontré  la  grande  utilité  de  ce  point  de  vue,  qui  ne 
tardera  pas  à  être  introduit  dans  les  Cours  de  Physique. 

Dans  le  même  Journal,  on  rencontre  aussi  les  essais  do 
Duclaux  (  '  )  pour  réaliser  la  pensée  de  Van  der  Mensbrugghe  et  fon- 
der, sur  le  principe  de  la  cohésion  superficielle  des  liquides,  une 
théorie  élémentaire  des  phénomènes  capillaires.  Une  théorie 
pareille  se  trouve  dans  le  Manuel  de  Grashof. 

Tel  est  l'aperçu  historique  du  progrès  de  la  théorie  de  la  capilla- 
rité que  l'auteur  a  cru  devoir  donner  au  lecteur,  pour  mieux  ap- 
précier son  propre  point  de  vue  sur  celte  théorie. 

Après  avoir  mis  en  évidence  que  les  deux  directions  suivies, 
dans  l'étude  de  la  théorie  capillaire,  diffèrent  non-seulement  dans 
ces  bases,  mais  deviennent  même  incompatibles  entre  elles,  dans 
l'exposition  de  certains  écrivains,  l'auteur  cherche  à  établir  son 
point  de  vue  particulier  sur  la  théorie  de  la  cohésion  superficielle 

(  *)  MocTiCR,  Journal  de  Physique  de  M.  d'Almcida,  t.  I. 

(•)  Ara.  DuPRÊ,  Comptes  rendus  des  séances  de  l'académie  des  Sciences,  t.  LXIV; 
18G7. 

(')  DiXL.wx,  Sur  la  capillarité.  Extrait  d'un  travail  iiiédil  :  Théorie  élémentaire  de 
la  capillarité  {Journal  de  d'Jlmeida y   \^l'}.). 
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(les  liquides.  II  soutient  que  ce  poiut  de  vue  est  capable  d'accorder 
les  deux  directions  et  de  justifier  la  théorie  de  Young  de  la  principale 
des  objections,  qu'elle  n'est  pas  suffisamment  établie  sur  les  prin- 
cipes généraux  de  la  Mécanique  rationnelle. 

On  sait  que  la  solution  théorique  des  problèmes  où  il  est  ques- 
tion des  forces  moléculaires  devient  plus  facile  en  y  introduisant 
l'idée  auxiliaire  de  la  pression.  Cauchy  définit  la  pression  comme 
là  résultante  d'un  certain  système  des  forces  moléculaires  mu- 
tuelles. 

Cette  idée  se  prête  avantageusement  à  l'élude  de  l'équilibre  et 
du  mouvement  des  corps  élastiques,  liquides,  etc. 

L'auteur  croit  que  l'application  de  cette  idée  aux  phénomènes 
capillaires  conduit  à  la  théorie  de  la  cohésion  superficielle  et  sup- 
prime sa  discordance  avec  la  théorie  de  Laplace.  Remplissant  sa 
tache,  l'auteur  commence  par  l'exposition  des  théorèmes  généraux 
relatifs  à  la  pression,  découverts  par  Cauchy  et  rentrés  déjà  dans 
quelques  cours  d'enseignement.  Dans  la  méthode  analytique,  il 
commence  par  les  équations  de  du  Bois-Reymond,  représentant  le 
rapport  entre  les  intégrales  dont  les  unes  s'étendent  sur  une  partie 
de  la  surface  courbe  et  les  autres  sur  le  contour  de  cette  surface. 
D'après  son  avis,  ces  équations  sont  utiles,  tant  pour  l'établisse- 
ment d^une  des  principales  conditions  d^équilibre  capillaire,  rela- 
tives à  la  surface  libre  d'un  liquide,  que  pour  la  démonstration  des 
théorèmes  relatifs  aux  diverses  portions  d'un  volume  liquide.  Ces 
équations,  d'après  l'avib  de  l'auteur,  sont  la  partie  fondamentale  de 
la  théorie  des  phénomènes  capillaires.  A  l'aide  de  ces  équations  et 
des  conditions  d'équilibre  des  forces  capillaires,  il  démontre  le  re- 
marquable théorème  suivant,  qui  peut  être  considéré  comme  une 
généralisation  de  la  loi  d'Archimède  : 

Lorsquun  corps  quelconque  flotte  librement  sur  la  surface 
horizontale  d'un  liquide,  une  certaine  portion  de  ce  liquide 
s^ élève  ou  s'abaisse  autour  de  sa  surface,  et  la  somme  des  masses, 
exprimées  près  du  nii^eau  de  flottaison,  est  égale  à  la  somme  de 
ces  masses  par  lesquelles  les  premières  sont  remplacées. 

Laplace  (*)  a  déduit  ce  théorème  de  la  considération  d'un  large 

(')  I.APLACF,  Mêcauiquf  céU'stCs  t.  IV  (Siippl,).  p.  3î. 
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canal  rempli  de  liquide  et  terminé  par  deux  branches  coudées  ver- 
ticalement. 

Poisson  a  remarqué  que  cette  méthode  de  démonstration  est  in- 
suffisante, au  point  de  vue  de  la  théorie,  et  a  démontré  ce  théorème 
seulement  pour  le  cas  particulier  où  le  corps  flottant  est  limité 
par  une  surface  de  révolution  d*axe  vertical. 

L'auteur,  dans  les  §  24  à  29  de  son  Ouvrage,  donne  une  démons- 
tration de  ce  théorème,  pour  les  hypothèses  les  plus  générales. 
En  outre,  il  considère  les  relations  qui  existent  entre  les  positions 
des  centres  de  gravité  des  masses  considérées,  dont  ne  parlent 
ni  Laplace  ni  Poisson.  Il  soutient  enfin  que  les  hypothèses  erro- 
nées de  du  Bois-Reymond  relatives  à  ce  problème  Tout  conduit  à 
des  formules  erronées. 

L'Ouvrage  de  M.  Groméka  contient  trois  Chapitres,  intitulés: 

1»  Conditions  générales  d 'équilibre  des  liquides; 

a®  Propriétés  des  surfaces  de  séparation  de  deux  liquides  ; 

3®  Equilibre  des  corps  Jlottants, 

Bien  que  l'Ouvrage  analysé  laisse  certaines  questions  sans  solu- 
tion complète,  on  ne  peut  cependant  nier  son  utilité,  par  suite  d'un 
nouveau  point  de  vue,  pris  par  l'auteur,  dans  son  essai  do  traiter 
cette  théorie.  Enfin  l'exposition  est,  dans  certains  cas,  très-brève 
et  très-si mplïfiée.  N.  Bougaïef. 


RICGARDI  (Prof.  Pietro).  —  Cenni  sulla  storia  della  Geodesia  in  Italia 
DALLE  BPOCHE  FIN  OLTRE  ALLA  metà  DEL  SECOLO  XIX.  Parte  prima.  Bologna, 
Tipi  Gamberini  e  Parmeggiani,  1879.  în-4'',  100  pages,  i  planche  ('). 

L'auteur,  bien  connu  par  une  longue  série  de  monographies 
historiques,  commence  avec  ce  premier  fascicule  son  histoiix;  de  la 
Géométrie  pratique  en  Italie,  entreprise  qui  sera  d'autant  plus 
importante  et  plus  digne  d'intérêt,  qu'elle  peut  être  regardée,  à  un 
certain  point  de  vue,  comme  faisant  suite  à  l'excellent  Livre  de 


(')  Poisson,  Nouvelle  théorie  de  l'action  capillaire,  p.  iG8. 

(')   Extrait  des    Memorie  deirAccadrmia  délie  Scienze  dell'  Istituto  di   Dologna, 
3*  série,  t.  X. 
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M.  Cautor,  dont  il  a  été  rendu  compte  dans  ce  Bulletin  (*),  Au 
débuts  les  deux  auteurs  traitent  le  même  sujet;  toutefois,  M.  Rie- 
cardi  sait  encore  ici  faire  preuve  d'une  incontestable  originalité. 
Nous  allons  esquisser  à  grands  traits  la  marche  du  développement 
des  idées  de  notre  auteur. 

L'Introduction  examine  les  travaux  des  Grecs  qui  se  rapportent 
à  la  Géodésie  et  à  la  Géographie  mathématique;  puis  viennent  les 
Etrusques,  sur  lesquels  on  n'a,  il  est  vrai,  que  peu  de  renseigne- 
ments positifs,  et  ensuite  les  Romains.  Une  explication  très-inté- 
ressante, appuyée  d'un  dessin,  nous  fait  connaître  l'instrument 
d'arpentage  de  l'ancienne  Italie,  la  groma;  M.  Riccardi  établit 
(p.  24)  ^u<^  ^^^  auteurs  récents  qui  se  sont  occupés  de  la  disposition 
de  cet  instrument  (^)  ont  le  plus  souvent  laissé  de  côté  les  recher- 
ches importantes  sur  cette  question  de  Cavedoni  et  de  Promis.  Le 
deuxième  Chapitre,  consacré  au  célèbre  Ouvrage  de  Léonard  de  Pise, 
contient  encore  bien  plus  de  faits  nouveaux,  du  moins  pour  les 
étrangers  à  l'Italie.  On  doit  savoir  gré  à  l'auteur  d'y  avoir  fait  con- 
naître les  commencements  du  tracé  scientifique  des  Cartes,  et  en 
particulier  le  fameux  plan  du  monastère  de  Saint-Gall,  de  même 
que  nous  pensons  qu'en  présence  des  connaissances  mathématiques 
dont  la  possession  distinguait  si  avantageusement  ce  monastère  des 
autres  établissements  on  ne  pouvait  s'empôcher  de  porter  sur  ce 
sujet  une  attention  spéciale.  D'un  certain  Alberti,  qui  vivait  vers  le 
milieu  du  xv*  siècle,  on  peut  citer,  outre  ses  essais  hydrométriques, 
un  projet  pour  mesurer  les  profondeurs  de  la  mer,  qui  fut  repris, 
deux  cents  ans  plus  tard,  par  l'encyclopédique  Hooke.  Le  premier 
Livre  imprimé  en  Italie  dans  lequel  il  soit  question  de  Géométrie 
pratique  est  le  Traité  de  Valturio,  De  re  militari  (147a).  Viennent 
ensuite  les  Ouvrages  bien  connus  de  Pacioli,  le  Libro  di  Aritme- 
tica  e  Geometria  speculativ^a  e  praticale  (  i5a6),  dans  lequel  on 
revient  à  la  méthode  des  coordonnées  d'Héron,  et  la  Nov^a  Scientia 
de  Tartaglia.  Le  grand  peintre  Raphaël  nous  est  présenté  ici  sous 


OT.X.p.  161. 

(')  Parmi  ces  ailleurs,  M.  Riccardi  cite  Slopbor  {Die  rômischen  Grundsteuervermess- 
u/iffen  ;  Mûnchen,  1877  ),  mais  ne  cite  pas  Hankcl,  dont  l'Ouvrage  {^Zur  Geschichte  df.r 
Mathctnatih  im  Altrrthuin  und  MittelaUer^  p.  29^^)  aurait  dû  être  mentionné  au 
niêmp  litre. 
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un  tout  autre  aspect  que  celui  auquel  nous  sommes  habitués  :  on 
nous  le  signale  comme  l'inventeur  de  la  biissola  délia  calamita. 
jNous  trouvons  une  introduction  systématique  à  la  science  de  Tar- 
pentage  dans  l'Ouvrage  de  Bartoli  (  1 564),  dans  lequel,  entre  autres, 
il  est  fait  mention  d'une  triangulation  exécutée  dans  les  alentours, 
de  Florence.  A  partir  de  là  commence  à  s'accroître  notablement  le 
nombre  des  Ouvrages  consacrés  à  la  description  des  instruments 
géodésiques  et  des  procédés  de  mesure  nouvellement  inventés;  il 
fallait  toute  Timmense  érudition  de  l'auteur  de  la  Biblioteca 
matematica  pour  mettre  tous  ces  écrivains  chacun  à  leur  place.  Une 
circonstance  bien  digne  de  remarque,  c'est  que  des  rangs  des  hommes 
de  guerre  et  des  jurisconsultes  est  sorti  un  nombre  considérable 
de  Traités  de  Géométrie  :  tel  est,  par  exemple,  le  Tyberias  de 
Bartolo,  auquel  toutefois  Boteon  (')  reproche  de  nombreuses 
erreurs.  Le  Livre  le  plus  important  de  la  seconde  moitié  du  xvi^  siècle 
est  la  Geoînetria  pratica  de  Pomodoro ,  qui  représente  dans 
de  belles  planches  gravées  tout  l'assortiment  d'instruments  dont 
faisaient  usage  les  géodésistes  de  cette  époque. 

Après  avoir,  dans  le  Chapitre  II,  considéré  plus  particulière- 
ment les  doctrines  qui  font  partie  de  la  Géométrie  pratique,  dans  le 
sens  étroit  du  mot,  l'auteur  consacre  spécialement  le  Chapitre  III 
au  développement  de  la  Géodésie  supérieure,  c'est-à-dire  de  la 
science  qui  s'occupe  de  la  mesure  et  de  la  représentation  des  parties 
de  la  surface  terrestre  dont  la  courbure  ne  saurait  être  négligée. 
L'auteur  jette  un  coup  d'œil  sur  les  œuvres  de  traduction  et  nous 
dépeint  ensuite  l'état  des  connaissances  en  Géographie  mathéma- 
tique chez  les  encyclopédistes  du  xm®  et  du  xiv®  siècle,  chez  Bru- 
netto  Latini,  Ristoro  d'Arezzo,  Pietro  d'Abano,  Cecco  d'Ascoli,  cl 
avant  tout  chez  le  grand  poète  et  polygraphe  Dante  Alighieri.  Il  est 
aussi  question  de  cette  étrange  hypothèse  dont  l'auteur  de  cet 
article  a  cherché  à  retracer  l'histoire  dans  le  troisième  fascicule  de 
ses  Sludien  zur  Geschichte  der  maLhematischen  iind  physikalîschen 
Géographie  (^),  et  suivant  laquelle  l'enveloppe  fluide  du  globe 
terrestre  devrait  avoir  un  autre  centre  que  le  noyau  solide  propre- 
ment dit.  Toscanelli  sert  de  transition  à  la  part  considérable  qui 


(*)  F'oir  Kaestner,  Geschichte  der  Mathemntik^  t.  l,  p.  47'|. 
(*)  Voir  BnUetin,  lîl,,  8',. 
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revient  aux  Italiens  dans  \ps  grandes  découvertes  géographiques  de 
la  fin  du  moyen  âge,  ainsi  que  dans  les  progrès  de  la  Cartographie. 
On  doit  aussi  une  mention  spéciale  aux  travaux  entrepris  par  les 
Italiens  sur  la  Géographie  de  Ptolémée,  considérée  comme  la  prin- 
cipale source  de  la  Science.  jNous  apprenons  à  connaître  un  grand 
nombre  d'Ouvrages  de  Cosmographie  et  de  Recueils  de  Cartes-, 
parmi  les  premiers,  on  doit  remarquer  particulièrement  ceux  de 
Maurolycus  et  ceux  de  Barocius,  bien  connu  d'ailleurs  pour  ses 
recherches  sur  les  asymptotes.  La  fin  de  ce  Chapitre,  et  jusqu'à  pré- 
sent de  l'Ouvrage  entier,  contient  une  intéressante  définition  de  ce 
que  l'auteur  entend  par  Indagini  geodetico-nauticlie.  Relativement 
à  ces  dernières,  nous  renvoyons  à  l'interprétation  que  nous  avons 
donnée,  dans  le  sixième  fascicule  de  nos  Studien  (*  ),  de  la  raxon 
delmarteloio,  que  M.  Riccardi  cite  seulement  en  passant  (p.  98)^ 
nous  serions  heureux  de  voir  nos  vues  partagées  par  un  juge  aussi  • 
compétent  que  le  savant  auteur. 

Nous  avons  l'espoir  de  pouvoir  bientôt  rendre  compte  dans  ce 
Recueil  de  la  suite  de  cet  excellent  Ouvrage.  S.  G. 


SCHWERING  (C  K.).  —  Die  Parallelgurvb  der  Ellipse,  als  Curve  vom 
Range  Eins,  unter  Anwendung  eines  neuen  Liniencoordinatensystems.  Brilon, 
Westphalen,  J877. 

L'auteur  de  cet  intéressant  programme  scolaire,  bien  supérieur 
au  niveau  moyen  des  travaux  de  cette  nature  et  digne  à  ce  titre  même 
d'être  signalé  aux  lecteurs  de  l'étranger,  a  déjà  plusieurs  fois  entre- 
pris de  mettre  à  la  portée  d'un  public  plus  nombreux  les  recherches 
abstraites,  bien  connues,  de  Weierstrass  sur  les  fonctions  elliptiques, 
en  appliquant  ces  nouvelles  méthodes  à  des  problèmes  particuliers. 
Il  a  repris  aujourd'hui  la  même  voie,  et  à  l'intérêt  qu'oll're  déjà  par 
elle-même  la  discussion,  à  l'aide  des  fonctions  S-,  d'une  courbe 
remarquable,  se  joint  encore  une  autre  considération  importante, 
l'auteur  ayant  fait  usage  dans  cette  recherche  d'un  système  de 
coordonnées  encore  peu  connu,  mais  qui  évidemment  doit  offrir 

(')  Voir  Uuifett'fi,  HI,,  p-  33o. 
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une  grande  utilité.  Ce  système  a  été  décrit  pour  la  première  fois 
par  M.  Schwering  dans  le  Tome  XXI  du  Zeitschriftde  Schlomilch; 
mais  on  nen  a  bien  apprécié  l'importance  spéciale  que  lorsque 
V.  Schicgel  eut  démontré,  dans  le  Tome  XXIII  du  même  journal, 
que  le  système  de  coordonnées  de  lignes  en  question  se  comportait 
complètement  comme  le  réciproque  du  système  usuel  de  coordon- 
nées de  points,  et  que,  par  suite,  on  pouvait  être  certain  de  voir  ce 
système  se  développer,  comme  étant  à  la  fois  simple  et  facile  à 
manier. 

Le  Mémoire  actuel  confirme  pleinement  cette  attente.  M.  Schwe- 
ring démontre  qu'une  courbe  de  rang  i ,  déjà  traitée  autrefois  par 
Glebscli,  est  complètement  identique  avec  la  courbe  que  Ton  obtient 
en  portant  des  longueurs  égales  sur  les  normales  d'une  ellipse,  pro- 
longées à  Textérieur,  et  joignant  leurs  extrémités  par  un  trait.  On 
voit  sans  difficulté  que  l'étude  de  cette  courbe,  qui,  dans  le 
système  de  Scliwering,  aurait  pour  équation 

«P 7  ^^4^*-^  (II  — t')2(M-hr)  -+- JT^[4^'-+-  («  —  <')*]  =  «% 

exige  impérieusement  l'emploi  d'un  système  de  coordonnées  de 
lignes.  Mais  Textrôme  simplicité  avec  laquelle  l'auteur  parvient, 
à  l'aide  de  ce  système,  à  déduire  toutes  les  singularités  et  les  autres 
propriétés  fondamentales  ne  peut  être  appréciée  que  par  la  lecture 
du  travail  original,  que  nous  recommandons  à  tous  les  points  de 
vue.  S.  G. 


SO^IOT/iPEBl).    —    TeopÎH    i^t.xux'b    KOMn^cKcnuxi»    qiiccji'b   cb 
npiuoncenieM-b  K-b  MHTerpa.«biiOMy  hc^hc^chiio.  C.  IleTepGyprb, 

1874.  -  In-4%  174  pages  ('). 

Gauss  a  introduit  dans  l'Analyse  les  nombres  complexes  de  la 
forme  a  -t-  ii  (2).  Ces  nombres  jouent  un  rôle  considérable  dans  la 


(*)  ZoLOTARBP,  Théorie  des  nombres  entiers  complexes  et  son  application  au  Calcul 
intégral.  Saint 'Pôtersbourg,  1874* 

(')GArss  Werhr^  a.Rd.^  Theoria  rrsidtwriim  biqnadraticot  uni .  Commentatio  secuatia. 
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théorie  des  résidus  quadratiques  et  dans  celle  de  la  division  du  cercle 
et  de  la  Icmniscate.  Dans  ces  recherches,  ralgoritlime  de  Gauss 
sert  de  point  de  départ;  à  l'aide  de  cet  algorithme  on  trouve  aussi 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  entiers. 

Après  la  théorie  des  nombres  complexes  de  la  forme  a  4-  A/,  on 
a  commencé  à  s'occuper  de  Tétude  des  nombres  complexes,  dépen- 
dants des  racines  d'un  degré  quelconque  de  l'unité.  A  l'aide  de  ces 
nombres,  les  savants  essayèrent,  d'un  côté,  à  démontrer  le  théorème 
de  Fermai  sur  l'impossibilité  de  résolution  en  nombres  entiers  de 
l'équation 

où  X  est  un  nombre  entier  plus  grand  que  a  -,  d'un  autre  côté,  l'étude 
de  ces  nombres  était  indispensable  pour  la  démonstration  de  la  loi 
de  réciprocité  des  résidus  des  degrés  supérieurs. 

Lamé  et  Gauchy  (  *  )  ont  fait  les  premiers  essais  dans  cette  direc- 
tion ;  mais  ces  essais  n'ont  pas  entièrement  réussi,  parce  que  ces 
savants  ont  pris  pour  base  de  cette  théorie  l'algorithme  pareil 
à  celui  qui  sert  à  trouver  le  plus  grand  diviseur  de  deux  nombres 
entiers  ordinaires,  et  déduit  de  là  les  conséquences  semblables  à 
celles  qu'a  déduites  Gauss  des  nombres  de  la  forme  a  +  bi.  Les 
résultats  ont  démontré  que  cet  algorithme  n'est  pas  applicable  en 
général. 

Kummer  donna  le  premier  sa  remarquable  théorie  des  nombres 
complexes  dépendants  des  racines  d'un  degré  quelconque  de  l'unité. 
Kronecker  indiqua  l'application  de  cette  théorie  à  l'Algèbre  et  dé- 
montra que  toutes  les  équations  abéliennes,  dont  les  coefficients  sont 
soit  les  nombres  entiers  ordinaires,  soit  les  nombres  de  la  forme 
a  ■+■  if,  sont  les  équations  de  la  division  du  cercle  ou  de  la  lem- 
niscate. 

Outre  les  nombres  complexes  dépendants  directement  des  racines 
de  Tunité,  on  a  étudié  aussi  les  autres  nombres  complexes,  ayant 
une  relation  avec  la  théorie  de  la  division  du  cercle.  L'Ouvrage 
d'Eisenstein  (  ^)  se  rapporte  à  ce  genre  de  recherches. 


(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences^  i847* 
(•)  EifBKS'nim,  Ueber  Formen  Z-ten  Grades  mit  3  Variaheln,  welche  der  Kreisthei- 
lung  ihre  Entstehung  verdanken  (Journal  de  C relie,  t.  28). 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  7*  Série,  t.  ÎII.  (IVovembre  1879.)  33 
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Le  professeur  Zolotarcf  expose  la  théorie  des  nombres  complexes, 
dépendants  des  racines  de  Téquation  indéterminée 

F(.r)=rO 

d'un  degré  quelconque,  à  coefficients  entiers,  dont  ceux  des  puis- 
sances les  plus  élevées  de  x  sont  égaux  à  Tunité.  Cette  théorie  est 
fondée  sur  les  propriétés  des  congruences  fonctionnelles. 

Les  propriétés  principales  des  congruences  rationnelles,  c'est-à- 
dire  les  propriétés  des  polynômes  à  coefficients  entiers,  par  rapport 
à  un  certain  module  simple,  étaient  déjà  connues  de  Gauss  en  1797 
et  1798^  l'exposition  de  ces  propriétés  forme  le  huitième  Chapitre 
de  ses  Disquisitiones  arithmeticœ,  M.  Serrct  trouva  ensuite  ces 
propriétés,  les  développa  dans  son  Cours  d'Algèbre  supérieure  et 
les  appliqua  à  la  théorie  des  équations.  Du  reste,  dans  son  Mémoire 
présenté  en  i865  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  M.  Serret 
remarque  que  les  premières  recherches  sur  ce  sujet,  quoique  à  un 
autre  point  de  vue,  se  trouvent  déjà  dans  les  travaux  de  Galois. 

L'ouvrage  de  Zolotaref  se  compose  de  quatre  Chapitres. 

Pour  établir  une  liaison  entre  la  théorie  des  nombres  complexes 
et  celle  des  congruences  fonctionnelles,  Fauteur  consacre  le  pre- 
mier Chapitre  à  l'exposition  des  propriétés  de  ces  dernières.  Ce 
Chapitre  forme  la  base  de  la  théorie  des  nombres  idéaux. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  à  la  théorie  des  unités  com- 
plexes. L'auteur  y  expose  les  résultats  des  recherches  de  Dirichlet, 
Kummer,  Kronecker.  Ses  démonstrations  sont  appuyées  sur  la  pro- 
position de  M.  Hermite,  relative  à  la  limite  du  minimum  des  formes 
quadratiques. 

Dans  le  Chapitre  lil,  l'auteur  généralise  la  théorie  de  Kummer 
de  nombres  complexes  dépendants  des  racines  de  l'unité^  il  examine 
l'équation  irréductible 

F(x)  =  .r'*-t-^ia:«-*-f.«,.r'»-*-|-.  .  .  -^  a^^^x '\-  a„  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers. 

Tous  les  nombres  complexes  dépendants  de  la  racine  x^  de  cette 
équation  se  présentent  sous  la  forme 

où  Çoî  fn  ^29  ...  sont  des  nombres  entiers  ordinaires. 
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Le  contenu  des  Chapitres  lïï  et  IV  est  Tœuvre  propre  de  Tauteur. 

11  est  à  remarquer  qu'un  essai  de  généralisa  ti on  des  nombres 
idéaux  de  Kummer  fut  fait  par  Selling  {*)\  mais  cet  essai  n'a  au- 
cune relation  avec  l'Ouvrage  de  Fauteur.  Il  en  est  de  môme  du 
remarquable  ouvrage  de  Dedekind,  où  celui-ci  s'occupe  des  multi- 
plicateurs idéaux,  mais  à  un  autre  point  de  vue. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  l'application  des  nombres  com- 
plexes à  un  problème  du  Calcul  intégral.  On  découvre,  dans 
cette  application,  un  nouveau  lien  entre  la  théorie  des  nombres  et 
ce  calcul.  Ce  problème  est  : 

Etant  donnée  la  différentielle 

(.r-t-  K]dr. 


Vx* -h  74?» -4-  <yx«  -f-  e.r  -h  Ç 


OÙ  y,  î,  e,  î^  sont  des  coefficients  réels,  A  le  paramètre,  reconnaître 
si  l'on  peut,  à  l'aide  d'un  nombre  fini  d' opérations,  déterminer 
A  de  manière  que  t intégrale  de  cette  différentielle  soit  exprimée 
en  logarithmes. 

Abel  a  démontré  encore  que,  si  l'intégrale 

^(1r 


h 


V/R{«) 
est  exprimée  en  logarithmes,  sous  la  forme 


ou  p  eiq  sont  des  fonctions  de  x,  ^K{x)  est  développablc  en  frac- 
tion continue  périodique,  et  réciproquement 
Il  a  démontré  aussi  que,  si  l'intégrale 


/; 


(*)  Schlômilch's  Zeitschrift  ftir  Math,  und  Phjrs,,  i865. 


33. 
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s'exprime  en  logarithmes,  elle  prendra  la  forme 

Clog[p+Q^/R(^], 

où  C  est  une  constante  et  P  et  Q  des  fonctions  entières  de  x,  satis- 
faisant à  l'équation 

P*— Q'R(«)  =  const. 

Les  recherches  d' Abel  ne  conduisent  pasdirectement  au  critérium 
désiré  ^  car,  si  grand  que  soit  le  nombre  de  réduites  de  la  fraction 
continue,  résultant  de  la  décomposition  de  ^R(a:),  qu'on  puisse 
calculer,  on  ne  saurait  encore  conclure  que  la  périodicité  ne  se  pré- 
sente pas  plus  loin.  Jusqu'à  ce  moment  le  critérium  qui  permet- 
trait d'affirmer,  après  un  nombre  fini  d'opérations,  que  la  dilTéren- 
tielle  générale  ^R(a:)  peut  ou  non  être  intégrée  en  logarithmes, 
n'existe  pas. 

Pour  le  cas  particulier  où  R(a:)  est  un  polynôme  du  quatrième 
degré  à  coefficients  rationnels,  l'académicien  Tchebjchef  a  donné 
un  critérium  de  ce  genre,  très-remarquable. 

Tchebychef  (  *  )  a  exposé  la  méthode  d'intégration  de  la  différen- 
tielle 

(jr  -h  A)dx 


(>) 


^j:*  -h  yx»  -4-  ,^x*  -4-  •  jr  -4-  Ç 


OÙ  y,  0,  e,  t;  sont  des  nombres  rationnels. 

D'après  cette  méthode,  l'expression  (i)  s'intègre  par  logarithmes, 
chaque  fois  que  cela  est  possible. 

Le  professeur  Zolotarcf  a  démontré  cette  méthode  dans  son  Mé- 
moire intitulé  :  Sur  la  méthode  d'intégration  de  M,  Tchébychef. 

Les  conditions  d'intégration  en  logarithmes  de  la  différentielle  (i) 
employées  par  l'auteur  sont  différentes  de  celles  qu'avait  données 
Abel.  Ces  conditions  démontrent  clairement  la  liaison  du  problème 
de  l'intégration  de  cette  différentielle  en  logarithmes  avec  le  pro- 
blème de  la  division  des  fonctions  elliptiques.  Ces  conditions  ont 
été  établies  par  Weierstrass  (  ^  )  pour  le  cas  général  où  l'on  considère 


(  '  )  TcBEBTCHCF,  Bulletin  de  l'j4cadémie  de  Saint-Pétershourg^  t.  III,  i86o. 
(')  Monatsberichte  der  Akademie  der  Jfissensckaften  zu  Berlin f  iSS-j. 
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les  iulégrales  d'une  fonction  rationnelle  de  a:  et  de  la  racine  carrée 
d*un  polynôme  du  quatrième  degré. 

Les  conditions  de  Weierstrass  font  dépendre  la  solution  du  pro- 
blème de  la  possibilité  d'exprimer  la  constante  donnée  à  l'aide  de 
valeurs  K  et  K|  sous  la  forme 


vK-f-v'KiV^— I 


■9 


OÙ  V,  1/  et  X  sont  des  nombres  entiers. 

La  méthode  de  Tchebychef  s'appliquait  au  cas  où  X,  $^  e,  ^  sont 
des  nombres  rationnels. 

A  l'aide  de  sa  théorie  des  nombres  complexes,  le  professeur 
Zolotaref  a  réussi  à  résoudre  le  problème  de  l'intégration  de  cette 
différentielle  en  logarithmes,  dans  les  cas  où  7,  d,  e,  Ç  sont  des 
nombres  réels  quelconques.  Ces  recherches  ne  doivent  pas  être 
confondues  avec  les  recherches  relatives  au  même  problème,  mais 
d'un  autre  genre,  faites  par  Weierstrass,  Glebsch  (*)  et  autres. 

Pour  résoudre  son  problème,  Zolotaref  transforme  l'intégrale 

en  une  intégrale  de  la  forme 

(3)  (x  +  A)<& 


V'*{x-i)(x-a)(x-|3) 


où  a  et  P  sont  les  valeurs  réelles  satisfaisant  à  l'inégalité^^  «  ] 
Il  transforme  ensuite  l'intégrale  (3)  en  une  autre  delà  forme 

(4)  (»  +  B)dz 


ou 


V'«(« -i)  (a  — «,)(«  — |3,) 

En  continuant  à  répéter  plusieurs  fois  de  pareilles  transforma- 
tions, l'auteur  démontre  que,  si  l'intégrale  (a)  peut  être  exprimée 


(•)  Journal  de  Crelle,  t.  64. 
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ea  logarithmes,  les  paramètres  suivants 


/«.  +  Ai-'\ *     fl  _  /«.  +  P.  - 1\ » 


doivent  former  une  série  périodique,  c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas, 
ont  lieu  les  égalités  ay,=^ami  ^V'=^mf  •••?  oùfA>m.  Le  théo- 
rème réciproque  est  vrai. 

En  partageant  les  valeurs  de  paramètres  a  et  |3  en  trois  classes, 
l'auteur  résout,  à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'opérations,  le  problème  : 
si  l'intégrale  (2)  peut  être  exprimée  en  logarithmes,  ou  non.  L'au- 
teur appuie  sa  solution  sur  la  théorie  des  grandeurs  complexes, 
qu'il  a  établie. 

Le  professeur  Zolotarcf  est  mort,  dans  le  plein  développement 
de  son  remarquable  talent  pour  les  Mathématiques  ;  cette  mort  est 
une  perte  cruelle  pour  la  Science  russe.  M.  Bougaibf. 


HOGHHEIM  (Professor  D'  âdolf).  —  Al  Kaf!  fIl  HisIb  (Geniigendes  uber 
Arithmetik)  des  Abu  Bekr  Muhaumed  Ben  Alhusein  AlkabxhI  nach  der 
auf  der  herzoglich-gothaischeD  Schlossbibliolhek  befindlichen  Handschrilt. 
Verlag  von  Louis  Nebert.  Halle,  1879,  29  pages. 

Nous  avons  déjà  rendu  compte  dans  le  Bulletin  (  <  )  de  la  première 
Partie  de  cet  intéressant  écrit.  Alkarkhi  traite  d'abord  le  problème 
de  simplifier  les  expressions  numériques  compliquées,  chose  indis- 
pensable pour  l'auteur  arabe,  par  suite  du  manque  d'une  notation 
générale  pour  représenter  les  fractions,  et  les  «  mettre  en  rapport  » 
avec  les  autres  nombres.  Ce  problème  n'est  posé  que  pour  les 
nombres  conimensurables  ^  deux  nombres  n'ayaut  pas  de  diviseur 
commun  ne  peuvent  être  «  mis  en  rapport  ».  Pour  des  raisons  faciles 
à  comprendre,  l'un  des  termes  des  rapports  à  former  est  générale- 


(*)  y OïT  Bulletin,  lï,,  236. 
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ment  le  nombre  60.  Dans  le  vingt  et  unième  Chapitre,  l'auteur 
traite  en  détail  la  multiplication  de  deux  séries  de  fractions  irréduc- 
tibles, et  cela  d'une  manière  qui,  d'après  l'opinion  de  l'éditeur,  ne 
se  trouve  chez  aucun  autre  auteur  arabe.  La  multiplication  et  la 
division  des  parties  du  cercle  est  naturellement  l'objet  d'une  atten- 
tion particulière.  En  abordant  la  théorie  de  l'extraction  de  la  racine 
carrée,  Alkarkhî,  se  conformant  rigoureusement  au  langage  des 
géomètres  grecs,  indique  la  différence  entre  les  racines  rationnelles 
et  irrationnelles  en  les  nommant  «  racines  exprimables  et  inexpri- 
mables »  (^T^  xat  dfXoYot).  Sa  méthode  est  au  fond  la  méthode, 
bien  connue,  de  Théon  -,  cependant  on  trouve  chez  lui  l'expression 

h 


approximative  ^a'' -i-  b  =  0-^ •  La  théorie  des  proportions 

se  rattache  au  modèle  classique  donné  par  Euclide;  mais  elle  fait 
entrer  en  considération  les  besoins  de  la  vie  pratique  d'une  tout 
autre  manière  que  les  Grecs.  Avec  le  quaraute-quatrième  Chapitre 
commence  la  partie  géométrique.  Parmi  les  définitions,  celles  des 
cercles  et  des  <(  lignes  non  circulaires  »  tiennent  une  place  tout  à 
fait  à  part,  autant  du  moins  que,  pour  la  seconde  de  ces  défiuitions, 
on  peut  considérer  comme  exacte  la  correction,  d'ailleurs  très-plau- 
sible, que  M.  Hochheim  a  faite  au  texte.  Le  calcul  des  aires  des 
figures  planes  se  rapporte,  à  l'exemple  des  géomètres  de  l'Inde,  à 
des  figures  dont  les  dimensions  sont  exprimables  en  nombres 
entiers-,  ainsi,  l'exemple  choisi  pour  le  trapèze  a  pour  les  quatre 
côtés  ao,  i5,  34)  i3,  et  pour  la  hauteur  12.  Le  calcul  des  segments 
de  cercle  est  aussi  très-intéressant.  Le  mérite  d'avoir  exactement 
déterminé  la  surface  convexe  d'un  cône  tronqué  appartient  bien  à 
Alkarkhi;  du  moins  la  vraie  formule  ne  se  rencontre  pas  chez  son 
collègue  Beha-Eddin.  Les  essais  de  cubature  contiennent  égale- 
ment beaucoup  de  résultats  originaux  et  nous  font  attendre  avec 
impatience  le  contenu  de  la  troisième  Partie  de  la  publication  de 
M.  Hochheim.  Le  fascicule  actuel  se  termine  par  ces  paroles, 
remplies  de  promesses,  du  géomètre  arabe  :  «  Après  avoir  mainte- 
nant traité  en  problèmes  les  remarquables  particularités  de  l'Arith- 
métique, je  vais  donner  dans  la  suite  les  problèmes  les  plus 
remarquables  de  la  Géométrie.  »  S.  G. 
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MÉLANGES. 

NOTE  SUR  LA  FORMULE  QUI  SERT  DE  FONDEMEHT  A  UNE  THÉORIE 
DES  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES; 

(Extrait  d'une  Lettre  écrite  à  M.  Darboux), 

paa  m.  ossian  bonnet. 

Il  y  a  longtemps  que  je  possède  une  solution  entièrement  satis- 
faisante de  la  question  assez  délicate  que  M.  du  Bois-Rejmond 
vient  de  traiter  dans  votre  dernier  Bulletin,  J'ai  fait  allusion  à 
cette  solution  dans  mon  Mémoire  sur  les  séries  couronné  par 
TÂcadémic  de  Bruxelles  (note  au  bas  de  la  page  1 1),  et,  il  y  a  deux 
ou  trois  ans,  je  l'ai  communiquée  à  M.  Hermite,  qui  était  alors 
préoccupé  de  l'insuffisance  des  raisonnements  de  Poisson  et  de 
Cauchy. 

Peut-être  penserez-vous  qu'en  raison  de  leur  extrême  simplicité 
les  considérations  dont  je  fais  usage  pourront  encore  aujourd'hui 
intéresser  vos  lecteurs. 

a  et  i  >>  a  étant  deux  nombres  finis  quelconques,  positifs  ou  néga- 
tifs, et  comprenant  un  nombre  quelconque  de  multiples  pairs  de  ir 
parmi  lesquels  nous  comptons  zéro,  il  s'agit  de  trouver  la  limite 
vers  laquelle  tend 

'*(l-a«)/(x)rfx 
2  a  cos.r 


'■'  AV: 


lorsque  a  tend  vers  i  en  lui  restant  constamment  inférieure. 

Nous  supposerons  que  l'intervalle  de  a  à  £  ne  renferme  comme 
multiple  pair  de  tt  que  zéro,  de  sorte  que  a  sera  négatif  et  supé- 
rieur à  —  2  7r,  et  &  positif  et  inférieur  a  2ir.  On  sait  du  reste  que  le 
cas  général  se  ramène  à  celui-là  en  décomposant  l'intégrale  pro* 
posée  en  plusieurs  intégrales  partielles  et  en  faisant  pour  chacune 
de  celles-ci  un  facile  changement  de  variable.  Soit  e  un  nombre 
positif  que  nous  n'assujettirons  pour  le  moment  qu'aux  conditions 
d'être  inférieur  à  i,  à  2it  —  i  et  aux  valeurs  absolues  de  a  et  de 
—  aw  —  a.  Décomposons  l'intégrale  (i)  en  quatre  de  la  manière 
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suivaule  : 


\J^      I -h  a* — 2acosx      J_j  H- «* — aacosx 
J^    I  -h  a'  —  2a  cosx      J^     l  -h  a'  —  2a  COî 


dx 
cosj: 

D'après  les  hypothèses  faites  sur  e,  on  a,  pour  toutes  les  valeurs 
de  jc  comprises  entre  ]es  limites  de  Isf  première  et  de  la  quatrième 
intégrale, 

cosar<:;cos«, 
par  suite 

H-  a'  —  a«cosx>  I  -t-  a' —  2acosCy 
par  suite 

I  -f-  a'  —  2a cosor  >>  sm'  -: 

2' 


car 


1  -h  «• —  2acos€=  (1  —  a)*co&' — h  (i -h  «)'sin' - 


est  évidemment 
et  enCu 


>stn«I; 


<      ' 


I  -f-  a' —  2acosx         .  ,  e 
sm*- 


Donc,  si  Ton  appelle  M  un  nombre  positif  égal  ou  supérieur  à  la 
plus  grande  valeur  absolue  que  prendy(a:)  quand  x  varie  de  akb^ 
le  premier  et  le  quatrième  terme  de  la  somme  (2)  seront,  en  valeur 
absolue,  respectivement  moindres  que 


(,_at)M(— ^/)        (i~.««)M/^ 

-  sm'  - 

2  2 


sin*- 


On  en  déduit  que  ces  deux  termes  tendent  vers  zéro  lorsque  a 
tend  vers  i,  et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  e,  pourvu 
que  cette  valeur  reste  invariable. 

Reste  à  trouver  les  limites  du  deuxième  et  du  troisième  terme 
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de  la  somme  (a),  ou  simplement  de  l'intégrale 


X 


I  4-  a* —  loLCOSx 


car  l'autre  intégrale  se  déduit  de  celle-ci  en  changeant  y*(<r)  en 
/(-x). 

Décrivons  une  circonférence  de  rayon  i,  et  sur  le  rayon  OA  pre- 
nons une  longueur  0F  =  «  <[  i-,  regardons  x  comme  l'angle  formé 


par  le  rayon  variable  OM  avec  le  rayon  fixe  OA,  et  soit  BOA  la 
valeur  particulière  de  x  désignée  plus  baut  par  e.  Tirons  FM  :  nous 
formerons  un  second  angle  MFA,  fonction  de  x,  et  que  nous  dési- 
gnerons par  y.  Nous  allons  d'abord  évaluer  la  dérivée  ^«  Pour 

cela  donnons  à  x  un  accroissement  infiniment  petit  Ax,  ce  qui 
amènera  OM  en  OM'^  l'accroissement  infiniment  petit  correspon- 
dant Ajr  dey  sera  M'FM,  et  nous  aurons 

dy      ,.     Ar      ,.     M'FM       ,.      sinM'FM       ,.     sîdFM'M       sinFlUT 
dx  Ax  M  OM  corde  M' M  FM  FM 

MT  étant  la  tangente  à  la  circonférence  de  rayon  i  au  point  M;  on 
peut  encore  écrire 

^  __  cosFMO 

djc 


FM 


Mais  le  triangle  OMF  donne 


FM   =  I  -f-  «'—  2«cosj-,     a«r=  I  H-  FM    —  2FM  cosFMO; 
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donc 

r(r  _  1  4-  FM*  —  g»  _  £  I  — «« 

dx  aFM*  ^       2(1 -h  a* — 2olcosx) 

d'où 

I  +  a' — aeecosx 
et  par  suite 

r'(.-a')/(^).x^r 

J^     1  4-  «"  —  2«  cosx        Jo 

=  *  r  (2r(r-^x)  =  ^(2BFA~B0A), 

en  appelant  X:  une  quantité  convenable  comprise  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  que  reçoit  f{x)  lorsque  x  varie 
de  o  à  e.  Faisant  maintenant  tendre  a  vers  i  ou  le  point  F  vers  le 
point  A,  en  laissant  e  constant,  c'est-à-dire  en  laissant  le  point  B 

fixe,  BFA  tendra  vers  BAX  =  -  -h  BAC  =  --+--  BOA  ;  donc  la 

2  2  2 

limite  de  l'intégrale  sera  ir  A. 

/î  représente,  avons-nous  dit,  une  certaine  quantité  comprise  entre 
la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  que  reçoit /"(x)  lorsque 
X  varie  de  o  à  e  ^  mais,  comme  e  peut  être  pris  aussi  petit  que  l'on 
veut,  on  voit  que  k  ne  peut  être  quey(o)  ou  plutôt  quey(-f-  o), 
en  représentant  ainsi  la  limite  vers  laquelle  tendy*(a:)  lorsque  j: 
tend  vers  zéro  en  restant  positif^  ainsi 


J^    1-ha*  — 2«cosx  ^ 


-ho  . 


On  trouverait  de  même 


J_^  !-+-«*  — 2a cosx  ^         ' 

{f — o)  étant  la  limite  vers  laquelle  tendy(a:)  lorsque  x  tend  vers 
zéro  en  restant  négatif^  par  conséquent, 


■  2aC0S^' 
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Si  le  seul  multiple  pair  de  ir  compris  entre  a  et  &,  au  lieu  d'être 
zéro,  était  a/z7r,  on  aurait 

•'a 

et,  si  a  et  &  comprenaient  un  nombre  fini  quelconque  de  multiples 
pairs  de  n,  ann,  2(/i4-i)7r,  a(7i-ha)Tr,  ...,  2(/H-/>jir,  on 
aurait 


cosu: 


__     (      /(2/i7r-ho)+/[2(/H-i)7r  H-oJ-+-yi2(/î-h2)ir-|-o]4-...-+-yia(/»-f-/>]ir+o]|^ 
~" '^ I  HV*{a//7r— o)H-/[2(/iH-i)ïr— o]-^/[2{/i-+-2)ir— o]H-...4-yÏ2(^ 

Ajoutons  encore  que,  lorsque  la  limite  supérieure  b  de  l'inté- 
grale est  un  multiple  pair  de  ir,  on  doit  introduire  dans  le  second 
membre  de  Téquation  (3)  un  nouveau  terme  égal  à  T^f{b  —  o),  et 
que,  lorsque  la  limite  inférieure  a  est  un  multiple  pair  de  ?r,  on 
doit  encore  tenir  compte  de  't^f{a  4-  o). 


SUR  LE  TAUTOCHRONISME  QUAND  ON  A  ÉGARD  AU  FROTTEMENT; 
Par  m.  g.  DARBOUX. 

Nous  supposerons  dans  cet  article  qu'un  point  matériel  soumis  à 
l'action  de  forces  dépendant  uniquement  de  la  position  de  ce  point 
soit  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe,  et  nous  nous  proposons 
de  former  l'équation  dillérentielle  des  courbes  pour  lesquelles  le 
mouvement  de  ce  point  jouit  de  la  propriété  du  tautochronisme 
quand  on  a  égard  au  frottement.  Nous  suivrons,  dans  ce  but,  la 
belle  méthode  donnée  par  M.  Puiseux  [Journal  de  Liouville, 
t.  XIX,  i"  série,  p.  4i8). 

Soient  T  et  N  les  composantes  tangentielle  et  normale  de  la  force 
qui  agit  sur  le  mobile.  Désignons  par  v  sa  vitesse  et  par  s  l'arc  par- 
couru, compté  à  partir  d'un  point  fixe  de  la  courbe.  L'équation 
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dinërentielle  du  mouvement  sera,  comme  on  sait, 

^    '  lis   2,  ''  "     p 

/  désignant  le  coefficient  de  frottement  et  p  le  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  au  point  considéré. 

Cette  équation,  étant  linéaire,  aura  une  intégrale  de  la  forme 

^  =  Cy(^)-+-^(^), 

f  et  t|f  étant  deux  fonctions  de  5  à  déterminer,  et  l'expression  du 

temps  sera 

ds^ 

Pour  que  le  mouvement  jouisse  de  la  propriété  du  tautocliro- 
nisme,  il  faut  que  cette  intégrale  puisse  se  mettre  sous  la  forme 


— 

V  A  -  P* 


P  étant  une  certaine  fonction  de  s^  P  sa  dérivée  et  Â  la  constante 
arbitraire^  on  aura  alors 


et 


On  voit  d'ailleurs^  ce  qui  était  évident  a  priori,  que  les  deux  li- 
mites entre  lesquelles  on  intègre  se  rapportent  au  point  P  =  ^Â 
pour  lequel  la  vitesse  devient  nulle,  et  au  point  P  =  o,  pour  lequel 
il  y  aurait  équib'bre  si  le  mobile  y  était  placé  sans  vitesse  initiale. 

Exprimons  que  la  valeur  (2)  de  t^  satisfait,  quelle  que  soit  la 
constante  Â,  à  l'équation  diiférentielle  (i)^  nous  aurons  les  deux 
équations 


(3) 


ds\P'*}~ 


a«P' 


-:^  =  ''--^ 
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Pour  intégrer  la  première,  introduisons  comiue  nouvelle  vai-iable 
Tangle  que  fait  la  taqgente  à  la  courbe  avec  l'axe  des  x.  Eln  le  dé- 
signant par  0),  on  aura 

P 
et  la  première  des  équations  (  3  )  nous  donnera 

On  reconnaîtra  aisément  qu'il  est  inutile  d'introduire  une  con- 
stante arbitraire. 

Portons  cette  valeur  de  P  dans  la  seconde  équation  (3)  ;  nous 
aurons 

et,  en  difiérentiant  les  deux  membres, 

(4)  i,=/(/N-T)+^(/N-T); 

c'est  l'équation  diflërentielle  de  la  courbe  cherchée. 

Nous  allons  faire  deux  applications.  Supposons  d'abord  que  la 
force  qui  agit  sur  le  mobile  soit  la  pesanteur  et  que  l'axe  des  j^  ait 
été  pris  vertical,  on  aura 

T  =  — ^  — ==— g^smw, 
et  l'équation  (4)  deviendra 

Cette  équation  est  de  même  forme  que  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas 
frottement.  Donc  : 

La  cycloïde  est  la  seule  courbe  plane  if  ui  jouisse  de  la  propriété 
du  tautochroTÙsme  par  rapport  au  mouvement  d'un  point  pesant, 
quand  on  tient  compte  du  frottement. 
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En  second  lieu,  traitons  le  cas  où  la  force  est  centrale.  Si  l'on 
considère  la  courbe  sur  laquelle  le  mobile  est  assujetti  h  se  mou- 
voir comme  Tenveloppe  de  la  droite 

X  sinu  — X  Costa  r=ij;(w),  • 

on  trouvera  aisément  qu'en  appelant  r  la  distance  à  l'origine  et  en 
désignant  par  rf(r)  la  loi  de  la  force  émanant  de  ce  point,  on  a 


L'équation  (4)  deviendra 

•  [;J+?('-)-^(/+--f')](+  +  r)  =  ^(/*+')f('-). 

C'est  une  équation  du  second  ordre  en  ^  qui  parait  d'une  intégra- 
tion difficile. 

Mais,  si  l'attraction  est  proportionnelle  à  la  distance,  <^{r)  sera 
une  constante  &,  et  l'équation  deviendra 


ou 


Cette  équation  est  encore  de  môme  forme  que  dans  le  cas  où 
il  n'y  a  pas  de  frottement.  Donc  : 

L'épicjcloïde  est  la  seule  courbe  plane  tautochrone  pour  des 
forces  centrales  proportionnelles  à  la  distance,  lorsqu'on  tient 
compte  du  frottement. 

En  terminant,  nous  signalerons  un  élégant  article  de  M.  Haton 
de  la  GoupilHère  [Journal  de  Liouville,  t.  XIII,  2®  série,  p.  ao4), 
dans  lequel  il  est  démontré  que  l'épi cycloïde  est  la  courbe  la  plus 
générale  pour  laquelle  la  loi  de  la  force  soit  comprise  dans  la  for- 
mule générale  de  Lagrange  relative  au  tautochronisme.  Mais, 
comme  le  fait  bien  justement  remarquer  M.  Haton  de  la  GoupilHère, 
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la  formule  de  Lagrange,  qui  contient  des  fonctions  arbitraires  d'une 
seule  variable,  est  très-loin  de  donner  la  solution  générale  du  pro- 
blème du  tautochronisme,  et  il  résulte  des  remarques  de  M.  Ber- 
trand que  la  formule  qui  doit  remplacer  celle  de  Lagrange  doit 
contenir  dans  son  expression  une  fonction  arbitraire  de  deux 
variables.  La  recherche  que  nous  avons  entreprise  dans  cet  article 
n'était  donc  pas  inutile. 

Nous  ferons  d'ailleurs  remarquer,  en  terminant,  que  la  méthode 
suivie  pourrait  encore  s'appliquer  sans  modification  si  Ton  intro- 
duisait une  résistance  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  et 
même  de  la  forme 
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Le  Buliettn  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  fondé  en  1870,  a  formé 
ar  an,  juaqu'en  1873,  un  Tolume  de  q5  à  26  feuilles  grand  in-8  (tomes  I,  II,  III). 


L  formé 

par  j  _  ■        ' ^   _  '  -      -  -     ^       --      -  ^  ' 

—  A  partir  de  cette  époque,  un  accroissement  considérable  lui  a' été  donné,  sans 
aujrmentation  de  prix,  et  ce  Journal  s'est  composé,  depuis  janvier  187^  jusqu'en 
décembre  1876,  de  2  volumes  par  an  (i  volume  par  semestre,  avec  Tables),  com- 
prenant en  tout  /p  feuilles  grand  in-8  environ.  Les  tomes  I  à  XI,  1870  à  1876, 
constituent  la  1^"  Série. 

La  2"  Série,  qui  a  commencé  en  janvier  1877,  ^orme  chaque  année  un  Ouvrage 
de  5o  feuilles  environ  (85/|  pages),  qui  comprend  deux  Parties  ayant  une  pagination 
spéciale  et  pouvant  se  relier  séparément.  La  1'^  Partie  contient:  \^ Comptes  rendus 
ae Livres  et  Analyses  de  Mémoires;  a®  Mélanges  scientifiques ^  Traductions  de  Mé^ 
moires  importants  et  peu  répandus ^  et  Réimpression  d'Ouvrages  rares.  La  II*  Partie 
eontient:  Revue  des  Publications  académiques  et  périodiques» 

Les  abonnements  sont  annuels  et  partent  de  janvier. 

Prix  pour  un  an  (la  numéros)  : 

Paris 18  fr. 

Départements  et  Union  postale ao 

États-Unis  de  l'Amérique  du  Nord 32 

Autres  pays a/| 

La  V*  Série,  Tomes  1  à  XI,  1870  à  1876,  suivie  de  la  Table  générale  des  onze 
▼olumes,  se  vend 90  fir. 


OUVRAGES  REÇUS  PAR  LA  RÉDACTION. 

(  SUITE.) 

RiccAEDi  (P.).  —  Ragguaglio  délia  prima   parte  délia  Merooria  intitolata  «  Genni 

eulla    sloria   délia  Geodesia  in  Italia  dalle  prime  epoche  Gn  oltre  la  meta  del 

secolo  XIX  ».  [Rendiconto  dell*  jtccad,  délie  Se.  dell'  Istituto di Bologna,  j3  mars 

1879).  In-S,  i3  p. 
RoBBRTs  (S.).  —  On  tlie   décomposition    of  certain  numbers  into  sums  of  two 

square  integers  by   continued  fractions.  {Proceedings   of  the   London  JUathe^ 

matical  Society,  t.  IX,  n"  135-136).  ln-«,  10  p. 
Saltel  (L.).  —  Théorèmes  concernant   les  courbes  du  quatrième  ordre  à  trois 

points  doubles,  dont  deux  sont  les  points  circulaires,  et  la  surface  d'élasticité. 

{Bulletins  de  l'jâcad.  rojrale  de  Belgique,  t.  XXXV,  1873).  In-8,  4  P* 

—  Sur  la  sphère  osculatrice  et  sur  les  surfaces  à  points  multiples.  \lbid,^  1873). 
3  p. 

— '  Sur  la  détermination  des  singularités  de  la  courbe  d'intersection  de  denz  sur- 
faces qui  ont  en  commun  /t  pointa  multiples,  p,  étant  égal  ou  inférieur  à  4- 
{Ibid,,  t.  XL,  1875).  5  p. 

—  Détermination,  dans  la  surface  réciproque  d'une  surface  S  douée  de  points 
multiples,  du  degré  de  la  courbe  double  et  de  celui  de  la  courbe  de  rebroua- 
sèment.  {Ibid,,  187S).  8  p. 

^  Généralisation  du  théorème  de  Desargnes.  {Ibîd,,  t.  XLI,  1870).  7  p» 
'—  Sur  la  formule  indiquant  le  nombre  des  coniques  d'un  système  (/a,  y)  satis- 
faisant h  une  cinquième  condition.  {Ibid,^  U  XLII,  1876}.  7  p. 

{A  suivre.^ 
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COMPTES  RENDUS  ET   ANALYSES. 

KOENIGSBERGER  (L.).  —  Zdr  Geschichtb  der  Théorie  dbr  elliptisgden 
Transcendenten  in  den  Jahren  i826-!i9.  Leipzig,  iS79'  —  i  vol.  in-8°, 
104  pages. 

Voîcî  un  demi-siècle  que  Jacobi  a  fait  paraître  les  Fnndamenta 
nova  et  qu'Abel  est  mort-,  M.  Koenigsbcrger,  à  roccasion  de  cet 
anniversaire,  a  publié  une  intéressante  étude  historique  sur  cette 
période  de  trois  années,  si  riche  en  découvertes  de  premier  ordre, 
où  Abel  et  Jacobi  employèrent  à  Tenvi  les  ressources  de  leurs  rares 
génies  à  la  fondation  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Le 
Volume  de  M.  Koenîgsberger  se  termine  par  une  analyse  de  ceux 
des  papiers  posthumes  de  Gauss  qui  se  rapportent  à  cette  théorie  5 
on  en  trouvera  plus  loin  la  traduction  à  peu  près  complète.  Le 
sujet  offre  en  lui-même  un  vif  intérêt,  et  celui  qui  Ta  traité  est  aussi 
compétent  qu'il  est  possible.  Nous  résumons  d'abord  rapidement  la 
partie  historique  de  son  Livre. 

C'est  à  la  découverte  d'Euler  qu'on  peut  faire  commencer  l'his- 
toire de  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques.  En  i786Legcndre 
publia  le  Mémoire  sut'  les  intégrations  par  des  arcs  d'ellipse, 
en  1793  le  Mémoire  sur  les  transcendantes  elliptiques  ;  il  réunit 
ses  recherches  dans  les  Exercices  de  Calcul  intégral  sur  divers 
ordres  de  transcendantes  et  sur  les  quadratures  (1811-1819),  et 
plus  tard  dans  le  Traité  des  Jonctions  elliptiques  et  des  intégrales 
eulériennes  (iSaS-iSaG).  Abel  et  Jacobi,  au  moment  de  la  publi- 
cation de  leurs  premiers  travaux,  ne  connaissaient  que  les  Exercices. 

Le   Traité  contient  la  réduction  des   intégrales  de   la  forme 


J    R 


où  P  est  une  fonction  rationnelle  et  R  la  racine  carrée  d'un  poly- 
nôme du  quatrième  degré,  aux  trois  types  fondamentaux,  la  réduc- 
tion à  la  forme  normale  au  moyen  d'une  transformation  linéaire, 
le  théorème  de  l'addition  pour  les  intégrales  de  première  espèce, 
l'application  de  ce  théorème  à  la  multiplication  et  à  la  division. 

Bull,  des  Sciences  math.,  a*  série,  t.  III.  (Décembre  1879.)  34 
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Le  théorème  de  l'addition  des  intégrales  elliptiques  de  seconde 
espèce  donne  à  l'auteur  l'occasion  de  réunir  les  divers  théorèmes 
connus  depuis  longtemps  sur  les  arcs  d'ellipse  et  d'hyperbole. 
L'étude  de  l'intégrale  complète  le  conduit  à  la  relation  célèbre 

FE'— F'E  — FF'=:-i 

2 

généralisée  par  Weîerstrass  et  Riemann. 

Les  recherches  relatives  aux  intégrales  de  troisième  espèce,  que 
\e  paramètre  vient  compliquer,  présentaient  de  grandes  difficultés. 
Legendre}  donne  plusieurs  résultats  importants ,  notamment  les 
théorèmes  sur  l'addition. 

11  fait  de^la  transformation  de  Landen  une  application  singulière- 
ment heureuse  et  féconde.  En  répétant  cette  transformation,  il 
parvient  à  former  une  chaîne  indéGnie  de  modules,  qui  fournit  une 
méthode  simplejpour  le  calcul  approché  des  intégrales  de  première 
et  de  seconde  espèce. 

Ce  point  appartient  à  la  théorie  delà  transformation,  que  Legendre 
touclie  d'ailleurs  dans  un  Chapitre  de  son  Traité  où.  il  donne  eu 
particulier  la  transformation  du  troisième  ordre,  en  restant  toute- 
fois principalement  préocupé  de  l'intérêt  que  ce  genre  de  recherches 
présente  relativement  au  calcul  numérique  des  intégrales  ellip 
tiques. 

La  publication  du  Livre  de  Legendre  précède  à  peine  celle  des 
premiers  travaux  d'Abel  et  de  Jacobi,  travaux  qui,  ainsi  qu'il  a  été 
di't,  furent  entrepris  avant  que  leurs  auteurs  eussent  connaissance 
de  ce  Traité. 

Le  premier  travail  d'Abel  (publié  dans  ses  papiers  posthumes)  est 
iutitulé  :  Propriétés  remarquables  de  la  Jonction  j  =  (f[x)  déter- 
minée par  l'équation 


f[x)  djr  —  dx  )J[a—y)  [a^  —y) .  .  .[a„,-^x)  =  o, 

y(j")  ^^^^^  une  fonction  quelconque  dey,  qui  ne  denent  pas  zéro 
ou  infinie  lorsque  y  =z  a^  a^^  . . . ,  a^* 

Il  établit  la  périodicité  et  détermine  les  zéros  et  les  infinis.  Ainsi 
Abel,  dèsTétéde  iSaS,  s'étaitdéjà  occupé  du  problème  de  l'inversion 
des  fonctions  hyperclliptiques  et  était  parvenu  à  la  notion  de  la 
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double  périodicité  des  fonctions  elliptiques^  il  ne  parait  pas,  d'ail- 
leurs^ avoir  connu  le  résultat  démontré  plus  tard  par  Jacobi,  à  savoir 
qu'il  ne  peut  exister  de  fonction  uniforme  d^une  seule  variable 
ayant  plus  de  deux  périodes. 

Dans  le  Mémoire  Sur  une  propriété  remarquable  d'une  classe 
très  étendue  de  Jonctions  transcendantes,  il  parvient  au  théorème 
sur  Tinterversion  de  l'argument  et  du  paramètre  pour  les  intégrales 
hyperelliptiques,  et,  dans  son  Extension  de  la  théorie  précédente, 
il  établit  une  propriété  analogue  pour  les  intégrales  d'une  équation 
dilTérentielle  linéaire.  Sans  aucun  doute,  dès  Tannée  i8a5,  non- 
seulement  Abel  était  en  possession  des  fondements  d'une  théorie 
étendue  des  fonctions  elliptiques,  mais  encore  il  s'eQbrçaitde  fonder 
une  théorie  des  intégrales  à  diUërentielle  algébrique.  On  trouve 
dans  ses  papiers  posthumes  pour  cette  année  un  travail  Sur  la  com- 
paraison des  fonctions  transcendantes  qui  contient  la  généralisation 
célèbre  du  théorème  d'Euler  pour  l'addition  des  intégrales  ellip- 
tiques, généralisation  qui  est  regardée  à  bon  droit  comme  le  théo- 
rème fondamental  de  la  nouvelle  Analyse. 

Enfin  il  y  a  encore,  pour  cette  même  année  1826,  dans  les  papiers 
d'Abel,  un  travail  qui  contient  en  germe  les  recherches  publiées 
quelques  années  après  dans  le  Précis  d'une  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  On  y  trouve  la  réduction  aux  types  fondamentaux  de 

l'intégrale  elliptique 

/P^r 
V'R 

et  la  relation  la  plus  générale  entre  des  intégrales  elliptiques,  sous 
la  forme 

=  A  log ^ll-  -h  A'  log ^^-ï— • 

P-Qv/R  P'-QVI^ 

Le  premier  Volume  du  Journal  de  Crelle  (  iSad)  contient  le  Mé- 
moire d'Abel  (primitivement  rédigé  en  français)  intitulé   Ueber 

die  Intégration  der  Dijfferentialformel  ^—=  >  wenn  R  und  p  ganze 

VR 

Functionen  sind,  Abel  y  cherche  toutes  les  didérentielles  de  cette 

34. 
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forme  dont  l'intégrale  peut  s'exprimer  par  une  fonction  de  la  forme 

log^ ^r^'  ^^  montre  que  ce  problème  est  le  plus  général  qu'on 

puisse  se  poser  relativement  à  la  réduction  des  intégrales  de  la  forme 

^-^  à  des  fondions  logarithmiques.  Ce  travail  fut  vraisembla- 

blement  remis  personnellement  à  Crelle  par  Abel,  lorsqu'il  passa  h 
Berlin  pour  se  rendre  à  Paris.  Holmboe,  l'éditeur  de  ses  Œuvres  com- 
plètes, rapporte  qu'Abel  lui  avait  dit  que,  «  lors  de  son  séjour  à 
Paris,  en  1 826,  il  avait  déjà  achevé  la  partie  essentielle  des  principes 
qu'il  avançait  dans  la  suite  sur  ces  fonctions,  et  qu'il  aurait  bien 
voulu  remettre  la  publication  de  ses  découvertes  jusqu'à  ce  qu'il  en 
eût  pu  composer  une  théorie  complète,  si,  en  attendant,  M.  Jacobi 
ne  s'était  mis  sur  les  rangs  ». 

Dans  cette  même  année,  Âbel  communiqua  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  un  important  Mémoire  sur  les  intégrales  à  diflë- 
rentielles  algébriques.  Ce  Mémoire,  écrit,  parait-il,  d'une  façon  peu 
lisible,  ne  fut  l'objet  d'aucun  rapport.  On  en  demanda  copie  à  l'au- 
teur :  il  n'en  remit  point  et  le  laissa  là.  Il  ne  fut  publié  qu'en  1841 
par  Içs  soins  de  Libri.  Il  contient  le  théorème  sur  l'existence  de 
l'équation 

une  double  méthode  pour  la  détermination  de  la  fonction  algébrico- 
logarithmique  ^',  et  la  réduction  à  un  nombre  déterminé  des  inté- 
grales à  diMérentielle  algébrique.  Enfin  l'auteur  particularise  son 
théorème  pour  le  cas  où.  l'irrationnelle  engagée  sous  le  signe  ^  est 
racine  d'une  équatfon  binôme,  et  donne,  sous  une  forme  explicite,  le 
théorème  sur  l'addition  des  intégrales  elliptiques  et  hyperellip- 
tiques. 

Won-seulement  Abel  laissa,  sans  s'en  occuper,  son  Mémoire  à 
l'Académie  des  Sciences,  mais  il  attendit  trois  années  pour  envoyer 
à  Crelle  (6  janvier  1829)  un  travail,  sur  le  même  sujet,  intitulé 
Démonstration  d'une  propriété  générale  d'une  certaine  classe  de 
fonctions  transcendantes.  C'est  une  exposition  rapide,  pareille  à 
celle  qui  a  été  trouvée  dans  les  papiers  posthumes  et  dont  il  a  été 
déjà  parlé. 
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En  décembre  1826,  il  dit  dans  une  Lettre  à  HoJmboe  :  «  J'ai 
fîcrît  un  grand  Mémoire  sur  les  fonctions  elliptiques,  qui  renferme 
des  choses  assez  curieuses  et  qui  ne  manquera  pas,  je  m'en  flatte, 
de  fixer  Tattention  du  monde  littéraire.  Entre  autres  choses,  il 
traite  de  la  division  de  Tare  de  la  lemniscate.  Ah!  qu'il  est  magni- 
fique !  Tu  verras.  J'ai  trouvé  qu'avec  le  compas  et  la  règle  on  peut 
diviser  la  lemniscate  en  a"  -f- 1  parties  égales,  lorsque  le  nombre  2"  -h  i 
est  premier.  La  division  dépend  d'une  équation  du  degré 

mais  j'en  ai  trouvé  la  solution  complète  à  l'aide  des  racines 
carrées.  Cela  m'a  fait  pénétrer  en  même  temps  le  mystère  qui  a 
enveloppé  la  théorie  de  M.  Gauss  sur  la  division  de  la  circonférence 
du  cercle.  Je  vois,  clair  comme  le  jour,  comment  il  y  est  arrivé.  » 

Dans  une  Lettre  à  Crelle,  du  même  mois,  il  revient  sur  la  même 
pensée. 

Enfin,  le  4  mars  1827,  il  écrit  de  Berlin  à  Hoimboe  : 

<i  Mais  voici  le  Mémoire  qui  l'emporte  sur  tous  les  autres  : 
Théorie  des  fonctions  transcendantes  en  général  et  celle  des  Jonc- 
tions elliptiques  en  particulier.  Mais  diQérons  de  t'en  faire  part 
jusqu'à  mon  retour.  » 

C'est  à  partir  de  ce  retour  en  Norvège  que  commence,  à  propre- 
ment parler,  cette  lutte  glorieuse  avec  Jacobi,  dont  le  résultat  fut 
la  création  de  la  nouvelle  théorie. 

Ce  dernier,  dans  deux  Lettres  à  Schumacher  (i3  juin  et 
2  août  1827),  imprimées  en  septembre  1827  dans  le  n**  123  des 
Astronomische  Nachrichten,  publia  ses  premières  découvertes 
sur  la  transformation  des  intégrales  .elliptiques.  La  transformation 
générale  de  l'intégrale  de  première  espèce  y  est  donnée  sans  démons- 
tration-, les  transformations  du  troisième  et  du  cinquième  degré  y 
sont  traitées  explicitement,  dans  leur  relation  avec  la  multiplica- 
tion et  la  division  par  3  et  par  5. 

Legendre,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  avait  parlé  de  la  trans- 
formation du  troisième  degré  dans  son  Traité,  publié  en  janvier  1827, 
et  que  Jacobi  ne  connaissait  pas  encore^  dès  qu'il  eut  connaissance 
des  Lettres  à  Schumacher,  il  entama  avec  Jacobi  une  importante 
correspondance,  que  le  Bulletin  a  publiée,  et  dont  M.  Koenigs- 
berger  donne  de  nombreux  extraits.  Le  géomètre  allemand,  avec 
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une  francliise  qui  est  digne  de  son  génie,  y  reconnaît  qu'il  était 
parvenu  par  induction  au  théorème  général  sur  la  transformation 
et  qu'il  Ta  publié  avant  d'en  avoir  une  preuve  rigoureuse. 

C'est  aussi  en  septembre  1827  que  parut  dans  le  deuxième  cahier 
du  second  Volume  du  Journal  de  Crelle  la  première  Partie  des 
Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques  d'Abel.  L'auteur  ne  con- 
naissait certainement  pas  la  Communication  de  Jacobi  lorsqu'il  avait 
rédigé  les  deux  Parties  de  ce  Mémoire,  comme  il  le  dit  lui-même 
dans  une  addition  à  la  seconde  Partie,  où  il  parle  de  la  Note  de 
Jacobi  insérée  dans  les  Astronomische  Nachrichten  et  où  il  montre 
que  le  théorème  donné  par  celui-ci  sans  démonstration  est  contenu 
comme  cas  particulier  dans  une  formule  de  son  Mémoire.  Au  sur- 
plus, il  est  bien  certain  qu'Abel,  en  possession  depuis  deux  ans 
d'une  théorie  générale  dont  celle  des  transcendantes  elliptiques 
n'était  qu'un  cas  particulier,  était  sur  beaucoup  de  points  en  avance 
sur  Jacobi,  et  celui-ci  l'a  reconnu  lui-même;  il  est  sur  aussi  que 
c'est  à  ce  dernier  qu'on  doit  d'avoir  donné  de  cette  théorie  une 
construction  bien  ordonnée,  dont  les  diverses  parties  se  relient  et 
se  tiennent  mutuellement. 

Dans  ses  Recherches,  Abel  définit  la  fonction  inverse  or  =  ç  (a) 


de  l'intégrale 


r 


-4-c'x»)* 


établit  le  théorème  de  l'addition  pour  cette  fonction  et  les  fonctions 
correspondantes 


/(a)=v^i-c''5>«(a),      F(a)  =  v^H-r>*(«), 

montre  la  double  périodicité,  détermine  les  zéros  et  les  infinis  de 
ces  fonctions,  développe  les  formules  de  la  multiplication  pour 
y(72a),/(72a),F(/za),qu'ilexprimerationnellementen9(a),/'(a), 
F(a),  et  passe  de  là  au  difficile  problème  de  la  division.  Il  y  donne 
les  expressions  algébriques  de 

J-1.V  f{-^\   f(-^) 

'\2/J-4-l/  \2//H-I/  \2«-|-l/ 
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sous  la  forme 

+       VC,„+VCÎ„-Dîr'J. 
où 

f,(;S)=f(a«  +  ,)i3  +  — i— ["'v/A.+  v^«^dF^+... 

-+-       VA,„+v^AÎ„-Bîr*J* 

et  où  les  quantités  C,  D  sont  des  fonctions  rationnelles  de  cfi(|3) 
et  les  Â,  B  des  fonctions  de  même  nature  de  f(27i+i)|3.  Ces 
expressions  algébriques,  dans  le  cas  où  Ton  veut  diviser  les  périodes, 
donnent  les  valeurs  de 


(w»    \        /  misi    \ 


et  montrentfque  ces  quantités  dépendent  de  la  résolution  d'une 
équation  de  degré  (  2  /i  -f-  i  )* —  1 . 

Abel  prouve  que  le  problème  se  ramène  à  la  résolution  d'une 
équation  du  (an  H-  a)**"*  degré  et  de  2  «  -H  2  équations  du  /i**"**  degré. 
Ces  dernières  peuvent  être  résolues  algébriquement  par  les  méthodes 
employées  par  Gauss  pour  la  division  du  cercle;  mais  la  résolu- 
tion ne  peut  pas,  en  général,  s'effectuer  pour  l'équation  de  degré 
2n  -h  2.  Il  y  a  exception  dans  le  cas  où  e  =  c  :  c'est  le  théorème 
sur  la  division  de  la  lemniscate  par  la  règle  et  le  compas. 

A  propos  de  ces  Recherches^  Gauss  écrit  à  Crelle  : 

«  . . . .  D'autres  occupations  m'empêchent  pour  le  momen  t  de  rédiger 
ces  recherches.  M.  Abel  m'a  prévenu  au  moins  d'un  tiers.  Il  vient 
d'enfiler  précisément  la  même  route  dont  je  suis  sorti  en  1798. 
Ainsi  je  ne  m'étonne  nullement  de  ce  que,  pour  la  majeure  partie, 
il  en  soit  venu  aux  mêmes  résultats.  Comme  d'ailleurs,  dans  sa 
déduction,  il  a  mis  tant  de  sagacité,  de  pénétration  et  d'élégance, 
je  me  crois  par  cela  même  dispensé  de  la  rédaction  de  mes  propres 
recherches.  » 

Avant  d'avoir  lu  le  Mémoire  d'Abel,  Jacobi  envoyait  h  Schuma- 
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cher,  sous  le  titre  Demonslratio  theorematis  ad  theoriam  func- 
tionum  ellipticarum  spectantis ,  un  travail  publié  en  décembre  1827 
dans  le  n°  127  des  Astronomische  Nachrichten  et  contenant  la 
démonstration  du  théorème  sur  la  transformation  rationnelle, 
démonstration  fondée  sur  le  nombre  de  constantes  que  comporte  la 

substitution  rationnelle j"  =  -•  Jacobi  y  introduit  aussi,  indépen- 
damment d*Abel,  la  fonction  inverse  uniforme  de  l'intégrale  ellip- 
tique, appelant  sinam  ce  qu'Abel  appelait  9;  il  y  donne  enfin  ce 
théorème,  sans  d'ailleurs  rien  dire  de  la  suite  des  idées  qui  l'ont 
conduit  au  résultat  : 

L'équation  dillérenticlle 

'^  =M  ''' 


admet  la  solution 

{.±x)/,± 


\         sm  coam  — 

\  1 

1  —  7  = 


2K         I  (  2/lK       J 

/         \  sm  coam / 

n-\-\/  \  2/1-+- 1/ 


I  I  —  x'x' sm'am 1  •  •  •     1  —  ^  *  sin*ara 1 

\  an  -\-  ij        \  2/H-i/ 

Dans  une  Lettre  à  Legendre  (12  janvier  1828),  Jacobi  parle  des 
équations  modulaires  en  général,  équations  qui  forment  comme  un 
lien  entre  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques,  l'Algèbre  et  la 
théorie  des  nombres^  de  l'équation  diiférentielle  du  troisième  ordre 
a  laquelle  satisfont  les  équations  modulaires  qui  corrspondent  k  un 
degré  quclconquede  transformation, et  ajoute  la  remarque  suivante  : 

«  Aussi  j'ai  trouvé  que,  dans  certains  cas,  on  retombe  sur  le  même 
module....  Ce  [sera  dans  tous  les  cas  où  le  nombre  n  est  la  somme 

de  deux  carrés,[fi=a2  4-4'^^?  ^-  étant  i/-;  la  fonction  elliptique  se 

trouve  alors  multipliée  par  a±2bi.  C'est  un  genre  de  multipli- 
cation qui  n*a  pas  son  analogie  dans  les  arcs  de  cercle.  » 

Dans  celte  même  Lettre,  il  parle  des  Recherches  d'Abel  et  les 
résume  en  employant  ses  propres  notations.  U  indique  en  outre  une 
méthode  plus  simple  pour  la  résolution  algébrique  de  l'équation  de 
la  division.  Il  publia  ce  résultat  dans  une  Lettre  à  Crelle,  datée 


Digitized  by 


Google 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  497 

du  aS  janvier  1828,  que  ce  dernier  inséra  dans  le  premier  cahier 
du  troisième  Volume  de  son  Journal.  A  propos  de  cette  démonstra- 
tion, Abel  envoya  à  Crelle  (27  août  1828)  les  Tliéorèmes  sur  les 
fonctions  elliptiques  insérés  dans  le  deuxième  cahier  du  quatrième 
Volume.  11  s'y  appuie  sur  cette  proposition  fondamentale  : 

Soit  ^{0)  une  fonction  entière  quelconque  de  la  quantité 
(^{6  -\-  moL-h  (i^)^  qui  reste  la  même  en  changeant  6  en  0 -h  a  et 

ff/i  64-(3  (  a  = j  (3  = I  ]  soit  V  le  plus  grand  exposant 

de  la  quantité  ç  (  0  )  dans  la  fonction  ^{9)'^  on  aura  toujours 

'^[$)=p-^(lf[in  -hi)Ô.F2/i-+-i)Ô, 

oiip  etq  sont  deux  fonctions  entières  rfe  ç(  2«  -h  i  )  0,  la  première 
du  degré  v  et  la  seconde  du  degré  v  —  2 . 

Jacobi  revient  sur  la  résolution  algébrique  des  équations  de  divi- 
sion et  de  transformation  dans  une  intéressante  Lettre  à  Legendre 
du  18  janvier  1829. 

Pendant  que  Jacobi  s'efforçait  d'approfondir  la  nature  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  et  d'en  asseoir,  par  l'introduction 
des  fonctions^,  la  théorie  sur  de  nouvelles  bases,  Abel  (12  février 
1828)  terminait  la  seconde  Partie  de  ses  Recherches,  publiée  dans 
le  deuxième  cahier  du  troisième  Volume  du  Journal  de  Crelle.  D  s'y 
occupe  d'abord  de   la   possibilité  d'exprimer  algébriquement  la 

fonction  ?  (  -  )  quand  certaines  relations  entre  e  et  c  sont  satisfaites  : 

«C'est»,  dit-il,  «  ce  qui  arrive  toujours  si ':f  ( —  1  peut  être  exprimé 

rationnellement  parcp(  -  j  et  des  quantités  connues,  ce  qui  a  lieu 

pour  une  infinité  de  valeurs  de  -•  Dans  tous  les  cas  l'équation  P„  =  o 

peut  être  résolue  par  une  seule  et  même  méthode  uniforme ,  qui 
est  applicable  à  une  infinité  d'autres  équations  de  tous  les  degrés. 
J'exposerai  cette  méthode  dans  un  Mémoire  séparé,  et  je  me  conten- 
terai pour  le  moment  de  considérer  le  cas  le  plus  simple  et  qui  résulte 
de  la  supposition  e  =  c  =  i  ct/i=4v-f-i.  » 

Puis  il  donne  le  théorème  sur  la  division  de  la  lemniscate. 

Il  s'occupe  ensuite  de  la  théorie  de  la  transformation,  qu'il  traite 
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sans  avoir  eu  connaissance  des  travaux  de  Jacobi,  ainsi  qu'il  le  dit 
lui-même  à  la  fin  de  son  Mémoire,  ainsi  que  Ta  reconnu  d'ailleurs 
Jacobi  avec  des  paroles  qui  témoignent  de  son  admiration  pour 
Abel. 

«  M.  Legendre  » ,  dît  ce  dernier,  «  a  fait  voir,  dans  ses  Exercices  de 

/►  rfj? 

.  peut  être 

transformée  en  d'autres  intégrales  de  la  même  forme  avec  un  module 

différent.  Je  suis  parvenu  à  généraliser  cette  théorie  par  le  théorème 

o.  f»         »  /  .                      1                .    ,  (/71  -f-  u)w  -4-  (m  —  f*)CT» 
suivant  \  oi  ton  désigne  par  a  la  quantité i-^ -^ —  » 

ou  au  moins  l'un  des  deux  nombres  entiers  m  et  ^  est  premier 
avec  a/i  -h  I ,  o/î aura 


J>l[i-c\r'][i^e\y^]  ''Jvii-c'». 


«.r«)(i4-ff*^'') 

oii 

^      •'"^(i4"e*c«y«a-c*)...(i-hér«c'y'/iax«)'  * 

Et  plus  loin  : 

c(  Pour  avoir  une  théorie  complète  de  la  transformation  des  fonc- 
tions elliptiques,  il  faudrait  connaître  toutes  les  transformations 
possibles  :  or  je  suis  parvenu  à  démontrer  qu'on  les  obtient  toutes 
en  combinant  celle  de  M.  Legendre  avec  celles  contenues  dans  la 
formule  ci-dessus,  même  en  cherchant  la  relation  la  plus  générale 
entre  un  nombre  quelconque  de  fonctions  elh'ptiqucs.  Ce  théorème, 
dont  les  conséquences  embrassent  presque  toute  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  m'a  conduit  à  un  très  grand  nombre  de  belles 
propriétés  de  ces  fonctions.  » 

Dans  la  Section  intitulée  Sur  l'intégration  de  l'équation  séparée 

dx  adx  ,,    ,  1       1   #      » 

.  =    .  ,  il  énonce  le  théorème 

suivant  : 

En  supposant  a  réel  et  l'équation  intégrable  algébriquement, 
il  faut  nécessairement  que  a  soit  un  nombre  rationnel;  en  suppo^ 
sant  a  imaginaire  et  l'équation  intégrable  algébriquement,  il  faut 
nécessairement  que  a  soif  de  la J orme  m  dz  \j —  i  yjn.  oit  m  et  n  sont 
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(les  nombres  rationnels.  Dans  ce  cas^  la  quantité  ^k  n  est  pas  arbi- 
traire; il  faut  quelle  satisfasse  à  une  équation  qui  a  une  infinité 
de  racines  réelles  et  imaginaires.  Chaque  'valeur  de  fx  satisfait  à 
la  question. 

«  La  démonstration  de  ces  théorèmes  »,  dit-il  plus  loin,  «  fait 
partie  d'une  tbéorie  très-étendue  des  fonctions  elliptiques,  dont  je 
m'occupe  actuellement,  et  qui  paraîtra  aussitôt  qu'il  me  sera  pos- 
sible. » 

L'année  suivante,  Abel  mourait  sans  avoir  pu  publier  cette 
théorie. 

Dans  le  même  <;ahier  du  Journal  de  Crelle  qui  contenait  la 
seconde  Partie  des  Recherches,  paraissait  une  Lettre  de  Jacobi 
datée  du  2  avril  1828,  où  il  donnait  l'expression  de  sinam  comme 
quotient  de  deux  séries  de  Fourier,  les  deux  fonctions  0  et  H,  et  le 

développement  de  i/ —  suivant  les  puissances  de  y  =  e 

Ces  relations  entre  les  périodes  et  les  fonctions  «^,  et  d'autres  ana- 
logues, appartiennent  à  Jacobi  seul.  Âbel,  qui  les  donne  en  partie 
dans  la  Note  sur  quelques  formules  elliptiques,  communiquée  à 
Crelle  en  1828  et  parue  en  1829  dans  le  premier  cahier  du  qua- 
trième Volume,  s'exprime  ainsi  :  «  Formule  due  à  M.  Jacobi  (t.  III, 
p.  193,  où  ce  géomètre  en  présente  plusieurs  autres  très-remar- 
quables et  très-élégantes).  » 

Dans  le  même  travail,  Jacobi  donne  le  développement  de  y/x 
comme  quotient  de  deux  séries  procédant  suivant  les  puissances  à 

exposants  carrés  de  ^  et  de  f^.  Enfin  il  y  donne  un  résultat  trouvé 
par  Abel  sous  une  autre  forme,  à  savoir  que,  à  un  module  donné, 
pour  un  degré  premier  de  transformation,  correspondent  toujours 
/i  -h  I  autres  modules  transformés  que  ton  obtient  en  remplaçant 

q  par 

1         i  * 

ou  a"  =  I . 

Ce  même  cahier  du  Journal  de  Crelle  contient  encore  un  travail 
de  Jacobi,  daté  du  24  avril  1828  et  intitulé  Note  sur  la  décompo- 
sition d'un  nombre  en  quatre  carrés. 

Cependant  Aboi  cherchait  à  généraliser  le  problème  de  la  trans- 
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formation,  où,  pour  la  publication,  il  avait  été  prévenu  par  Jacobi. 
Dans  un  travail  daté  du  27  mai  1828  et  inséré  dans  le  n?  138  des 
Aslronomische  Nachrichten  en  juin  i8a8,  il  annonce  que  les 
transformations  algébriques  peuvent  toujours  se  ramener  aux  trans- 
formations rationnelles,  et  traite  ces  dernières  en  prenant  pour 
base  Tétude  des  périodes  de  Tintégrale  proposée  et  de  la  transfor- 
mée-, il  montre  comment,  lorsque  le  degré  de  transformation  est 
composé,  le  problème  se  ramène  à  d'autres  problèmes  analogues, 
mais  plus  simples. 

Vient  ensuite  une  série  de  petites  Notices,  concernant  la  théorie 
de  la  transformation,  où  les  deux  géomètres  rencontrent  en  partie 
les  mêmes  théorèmes  et  où  chacun  cherche  à  prévenir  les  publica- 
tions de  Tautre.  Dans  la  Suite  des  Notices  sur  les  fonctions  ellip^ 
tiques,  datée  du  ai  juillet  1828  et  publiée  dans  le  troisième  cahier 
du  troisième  Volume  du  Journal  de  Crelle,  Jacobi  introduit  les 
fonctions  0  et  H,  considérées  en  elles-mêmes,  comme  fonctions 
fondamentales  ;  il  montre  que  les  intégrales  elliptiques  de  la  seconde 
et  de  la  troisième  espèce  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  fonc- 
tions ^. 

Il  y  développe  Téquatiou  aux  dérivées  partielles  des  fonctions  3-, 
donne  les  développements  de  ces  transcendantes  en  séries  de  puis- 
sances, donne  l'élégante  expression  du  multiplicateur  de  la  trans- 
formation 

donne  la  définition  des  équations  du  multiplicateur  et  cette  pro- 
priété remarquable  de  leurs  racines  consistant  en  ce  que,  pour  un 
degré  premier  de  transformation,  la  moitié  des  valeurs  de  ^Sl 
s'exprime  linéairement  au  moyen  de  T autre  moitié. 

Il  revient  d'ailleurs  sur  l'expression  des  intégrales  de  troisième 
espèce  au  moyen  des  fonctions  3^,  dans  un  travail  daté  du  1 1  jan- 
vier 1829  et  inséré  dans  le  deuxième  cahier  du  Journal  de  Crelle: 
il  y  donne  la  formule 


n(u,a)=uz{a)  +  \o^^^ 


«) 


Dans  le  même  Mémoire,  il  développe  les  formules  de  transfor- 
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malien  pour  les  intégrales  de  deuxième  et  de  troisième  espèce,  et 
ajoute  : 

«  On  peut  aussi  parvenir  directement  de  la  fonction  0(u)  aux 
formules  de  transformation,  en  partant  de  son  développement  en 
produit  infini,  comme  nous  l'avons  montré  dans  le  troisième 
Volume  de  ce  Journal.  De  là,  en  suivant  une  marche  inverse  de 
celle  qu'on  vient  de  présenter,  on  tire  sur-le-champ  les  formules 
relatives  à  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  de  la  pre- 
mière et  de  la  troisième  espèce,  et,  en  diilérentiant,  celles  de  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques  de  la  seconde  espèce.  » 

Il  donne  enfin  Téquation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
à  laquelle  satisfont  le  numérateur  et  le  dénominateur  d'une  sub- 
stitution  rationnelle  --   qui  sert  à  la  transformation  des  fonctions 

elliptiques  de  première  espèce,  en  sorte  que  la  formation  algébrique 
d'une  telle  substitution  «  est  entièrement  réduite  à  la  recherche 
des  équations  aux  modules  »,  et  termine  par  le  théorème  suivant  : 

Etant  supposés  connus  tous  les  modules  dans  lesquels  on  peut 
transformer  un  module  donné  x  à  l'aide  d'une  transformation 
correspondant  au  nombre  /i,   on   peut  exprimer  par  ces  mo- 

duLes    toutes  les    quantités  de   la  J orme  smam i 

m,  ni  étant  des  nombres  quelconques,  sans  qu'il  soit  nécessaire 
de  résoudre  une  équation  algébrique. 

Enfin,  dans  le  Mémoire  intitulé  De  functionibus  ellipticis  corn- 
mentatio,  qui,  daté  du  mois  d'avril  1829,  parut  dans  le  quatrième 
cahier  du  quatrième  Volume  du  Journal  de  Crelle^  il  donne  les 
formules  de  transformation  des  intégrales  de  deuxième  et  de  troi- 
sième espèce  au  moyen  des  formules  de  transformation  des  fonc- 
tions S^,  et  développe  l'équation  dillerentielle  ordinaire  du  troisième 
ordre  à  laquelle  satisfont  U  et  V-,  il  ajoute  :  «  Quod  sane  est  theorema 
memorabile,  salis  reconditum,  numcratoremetdenominatoremsub- 
slitutionis  U,  V  singulos  definiri  posse  per  œquationem  difl'eren- 
tialem  terlii  ordinis....  Intégrale  complelum  œquationum  difl'eren- 
tialium  terlii  ordinis,  quibus  functiones  U,  V  definiuntur,  in 
promtu  esse  non  videtur.  » 

En  avril  1829,  l'impression  des  Fundamenta  noi'a  était  terminée. 
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Pendant  que  Jacobi  s'efforçait  d'approfondir  la  nature  spéciale 
des  fonctions  elliptiques,  de  ces  fonctions  qui,  suivant  ses  expres- 
sions, «  ont  une  manière  d'être  pour  ainsi  dire  absolue  »,  et  dont  le 
«  caractère  spécial  est  d'embrasser  tout  ce  qu'il  y  a  de  périodique 
dans  l'analyse  »,  Abel  s'attaquait  plus  volontiers  à  des  questions 
d'un  caractère  général. 

Dans  un  travail  daté  du  25  septembre  i8a8,  inséré  dans  le 
n?  147  des  Aslronomische  N'achrichten,  il  se  pose  ce  problème  : 

Trouver  tous  les  cas  possibles  ou  l'on  pourra  satisfaire  à 
l'équation  différentielle 

dy  dx 


par  une  équation  algébrique  entre  les  "variables  x  et  y,  en  sup- 
posant les  modules  c  et  C{  moindres  que  V unité  et  le  coefficient  a 
réel  ou  imaginaire. 

n  revient  sur  la  transformation  dans  la  Note  Sur  le  nombre 
des  tr  an  for  mat  ions  différentes  qu'on  peut  faire  subir  à  une  fonc- 
tion elliptique  par  la  substitution  d'une  fonction  donnée  de 
premier  degré,  publiée  dans  le  quatrième  cahier  du  troisième 
Volume  du  Journal  de  Crelle,  et  dans  le  Mémoire,  publié  en  mémo 
temps,  intitulé  TJiéorème  général  sur  la  transformation  des 
fonctions  elliptiques  de  la  seconde  et  de  la  troisième  espèce  : 

a  Si  une  intégrale  algébrique  y  (j^^,  x)  =  o  satisfait  à  l'équation 

df  ndx 


V/(1  -.>-*)(i  ~  c'^j')        v(«  -^-^l  i  -  c-*.r«) 
on  aura  toujours 

•a  4-  B  x*  d,r 


f 


A' -+-BV  dy 


k  \i^%p, 


OÙ  A,  B,  71  sont  des  quantités  données.  A',  B',  m,  Ar  des  quantités 
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constantes,  fonctions  des  premières,  et  p  une  certaine  fonction 
algébrique  de  y  et  x.  Il  est  très  remarquable  que  les  paramètres 
m  et  n  sont  lies  entre  eux  par  la  même  équation  que  j^^  et  x,  savoir 
/(/w, /i)=o.  » 

Le  même  cahier  du  Journal  de  Crelle  contient  les  Remarques 
sur  quelques  propriétés  générales  d'une  certaine  classe  de  fonc^ 
lions  transcendantes.  C'est  la  particularisation,  pour  le  cas  des 
intégrales  hyperelliptiques,  du  théorème  général  contenu  dans  ie 
Mémoire  communiqué  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  en  1826. 
11  y  parle  d'ailleurs  de  la  proposition  générale  et  eu  promet  la 
démonstration;  mais,  pour  le  moment,  il  ne  veut  que  «  considérer 
un  cas  particidier  qui  embrasse  en  même  temps  les  fonctions  ellip- 
tiques, savoir  les  fonctions  contenues  dans  la  formule 


^    '      J   »/R(x) 


^R(x) 


R  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  quelconque,  et  /•  une 
fonction  rationnelle  ».  « 

11  montre  d'abord  que,  en  posant 


oùy(j:)  et(^{x)  sont  des  fonctions  entières,  et 

?('^)=?i(-^]?î(^)i 

e;.r)'7,(.r)-e,(x)Vt(.r)  =  A(.r-.r,)-.(^-^,)"*.--(^-*.r^ 

on  a,  en  désignant  par  e, ,  62,  • . . ,  e,i  des  quantités  égales  k±i, 

)/?N     L®(«)vVi(«)-®i(«)v/?î(«)J 

51  donne  ensuite  les  théorèmes  analogues  pour  les  intégrales  de  la 
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forme 

et  en  conclut  la  proposition  générale. 

Abel  travaillait  alors,  ainsi  qu'il  résulte  d'une  lettre  à  Lcgendrc, 
à  la  composition  d'un  Ouvrage  qui  devait  comprendre  rensemble  de 
ses  découvertes^  n'espérant  point  d'ailleurs  pouvoir  le  faire  im- 
primer en  Norvège,  il  envoya  à  Crelle  le  travail  considérable  inti- 
tulé Précis  d'une  théorie  des  Jonctions  elliptiques, 

((  Surtout  »,  dit-il,  «j'ai  cherché  à  donner  de  la  généralité  à  mes 
recherches  en  me  proposant  des  problèmes  d'une  vaste  étendue.  Si 
je  n'ai  été  assez  heureux  de  les  résoudre  complètement,  au  moins 
j'ai  proposé  les  moyens  pour  y  parvenir.  L'ensemble  de  mes 
recherches  sur  cet  objet  formera  un  Ouvrage  de  quelque  étendue, 
mais  que  les  circonstances  ne  me  permettent  pas  encore  de  publier. 
C'est  pourquoi  je  vais  donner  ici  un  précis  de  la  méthode  que  j'ai 
suivie,  avec  les  résultats  généraux  auxquels  elle  m'a  conduit.  » 

La  première  Partie  du  Précis  contient  deux  théorèmes  très  géné- 
raux •,  voici  le  premier  : 

/rdx 
,    '    ,  >  où  r  est  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x, 

est  exprimable  par  des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques  et 
par  les  fonctions  elliptiques  ^,  4*19  4*^?  . .  .,  o/i  pourra  toujours 
supposer 


f: 


où  toutes  les  quantités p^q^  . .  . ,  y , ,  . . . ,  y', ,  . . . ,  y^y\ , j^2i  •  •  •  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Le  second  théorème  répond  à  la  question  suivante  : 

Trousser  tous  les  cas  possibles  dans  lesquels  on  peut  satisfaire 
à  une  équation  de  la  forme 

-h  a\  mo(x\,c\  )  -I-  ...  4-  ci'„,m^(x',„,c'„,  ) 

-h  <  n [.v\,c\,  «, )  -4- . . .  +  < n (^;,  c;:,  ûj 

=zu-h  ÂilogPi  -h  ...  H-  Âvlogf'v, 
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où<Xi^  . .  .^an-ia\,  . .  .,a'^,  a",,  . .  .,a'J^,A, . . .  ^A^  sont  des  quantités 
constantes,  Xt^  » .  .^x„^x\^  ...  ,x^,  a:' , . . . ,  a:Jl  des  variables  liées 
entre  elles  par  des  équations  algébriques,  e/  m,  i^i,  ^'o?  •  •  •  i  ^'v  des 
fonctions  algébriques  de  ces  variables. 

Si  une  équation  quelconque  de  cette  forme  a  lieu,  et  qu'on 
désigne  par  c  un  quelconque  des  modules  qui  y  entrent,  il  y  aura 
parmi  les  autres  au  moins  un  module  c'  tel  qu'on  puisse  satisfaire 
à  l'équation  différentielle 

dy  d.r 


A(j,c')  A(.r,c) 

en  mettant  pour  y  une  fonction  rationnelle  dex  et  vice  versa. 

La  seconde  Partie  du  Précis  ne  fut  point  publiée. 

ce  C'est  jusqu'ici,  dit  Crelle,  que  ce  Mémoire  est  parvenu  à  l'édi- 
teur; M.  AJbel  est  mort  (6  avril  1 839  )  sans  Ta  voir  fini.  ^* 

n  devait  contenir  Tétude  des  intégrales  elliptiques  à  module  réel 
et  plus  petit  que  i ,  des  fonctions  inverses  des  intégrales  elliptiques 
de  première  espèce  et  des  intégrales  de  deuxième  et  de  troisième 
espèce,  de  la  double  périodicité,  la  détermination  des  zéros  et  des 
inGnis,  le  théorème  de  l'addition,  la  théorie  de  la  division.  Abel 
devait  aussi,  dans  cette  Partie,  revenir  sur  la  théorie  générale  des 
transformations  algébriques  en  partant  de  la  considération  des 
périodes  des  fonctions  inverses,  soccuper  des  équations  modulaires 
et  traiter  de  ces  transcendantes  qui  constituent  le  numérateur  et  le 
dénominateur  des  fonctions  inverses;  enfin  tous  les  résultats  de  la 
seconde  Partie  devaient  être  étendus  aux  intégrales  ayant  un  module 
quelconque  réel  ou  imaginaire. 

«  Dans  ce  qu'il  a  fait  »,  dît  Poisson,  «  la  postérité  saura  recon- 
naître tout  ce  qu'il  aurait  pu  faire  s'il  eût  vécif  davantage.  » 

Nous  ne  suivrons  pas  M.  Koenigsbergcr  dans  l'analyse  des  Fun- 
damenta  nova,  et  nous  arrivons  à  ce  qui  concerne  les  papiers 
posthumes  de  Gauss,  de  celui  que  Legendre,  dans  une  de  ses 
Lettres  à  Jacobi,  ne  pouvant  croire  à  un  silence  si  longtemps 
gardé  sur  des  découvertes  aussi  considérables,  appelait  familière- 
ment l'envahisseur^  et  qui  laissa  à  d'autres,  tout  entière,  une 
gloire  qui  aurait  pu  lui  appartenir  et  que,  malgré  le  rang  que  lui 
assurent  ses  immortels  travaux,  il  n'aurait  sans  doute  pas  jugée 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  q*  Série,  t.  III.  (Décembre  1879.)  35 
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indigne  de  lui.  M.  Kocnigsberger,  dans  ce  qui  suit^  pour  ce  qui 
concerne  les  dates,  prend  pour  base  le  travail  de  M.  Schering. 

M.  Sclicring  fait  d'abord  remarquer  que,  d'après  une  communi- 
cation relative  à  une  déclaration  orale  de  Gauss,  ce  dernier  pa- 
raît avoir  connu  dès  l'année  1794  les  relations  qui  existent 
entre  la  moyenne  aritlimético-géométrique  et  les  séries  de  puis- 
sances où  les  exposants  procèdent  suivant  les  carrés  des  nombres 
entiers,  c'est-à-dire,  dans  le  langage  actuel,  le  développement  de 
l'intégrale  elliptique  complète  K  suivant  les  puissances  de  ^,  ou, 
si  l'on  veut,  cette  équation 

qui  est  une  des  plus  belleis  découvertes  de  Jacobi. 

11  existe  une  Note  manuscrite  de  Gauss  ainsi  conçue  :  Func- 
tiones  lenmiscaticas  considerare  cœperamus  1797,  JanuarS. 

Les  recherches  qui  portent  ce   titre  :  Elegantiores  integralis 

dx  ,  n  , 

r  proprietates  doivent  évidemment  être  classées  parmi 


/: 


^1  X* 

les  premières  qu'il  ait  faites  sur  ce  sujet.  L'auteur  part  de  l'in- 
tégrale   j  -: ?  forme  la  fonction  inverse  et  pose 

développe  le  théorème  de  Taddition  pour  sl(azti),  c\(a±b)^ 
détermine  les  zéros  de  ces  fonctions  Icmnisca tiques,  établit  le 
théorème  de  la  multiplication  pour  sl(/iç)  et  cl(/i(p)  et  les  déve- 
loppements procédant  suivant  les  puissances  pour  arc  si  j?  et  sl<p. 
Enfin  il  introduit  comme  numérateur  et  dénominateur  de  slf  les 
transcendantes  1^(  t')  et  Q(c[>),  donne  leurs  développements  suivant 
les  puissances  et  détermine  les  limites  de  convergence;  ces  trans- 
cendantes sont  précisément  les  fonctions  de  Weîerstrass  Âl (»»),, 
Al  ( çv)o  dans  le  cas  où  A'  =  —  i . 

Dans  un  cahier  de  notes  commencé  en  juillet  1798  et  portant 
le  titre  De  cun^a  lemniscata,  il  établit  l'intégrale  algébrique  de 
Téquation  différentielle 

d.r  dr 


V  I  —  .r*        \/l  — /* 
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en  déduit  le  théorème  de  raddition  pour  sl(/;dz^),  et  donue  le 
développement  du  numérateur  P(cf)  et  du  dénominateur  Q{(f)  de 
si  (9)  en  un  produit  simplement  infini,  dont  les  facteurs  sont  respec- 
tivement 

■  4^'  , 4f! 

\e      ^      -he        ^     ) 

Sur  cette  représentation  analytique  des  transcendantes  P(9)  et 
Q((f),  Gauss  dit  :  «  Id  quod  rigorose  demonstrare  possumus,  » 
Nous  devons  donc  supposer  qu'il  était  en  possession  d'une  partie 
des  propositions  de  la  théorie  des  fonctions  relatives  au  développe- 
ment en  produit  infini  d'une  fonction  uniforme.  Entre  P(y)  et 
une  fonction  Jù{<f)  qu'il  définit  à  nouveau  [et  qui  n'est  autre  que  la 
fonction  P((p)  de  la  définition  précédente],  il  établit  des  relations 
de  la  forme 

c'est  précisément,  avec  les  notations  actuelles,  la  relation 


Al(«')a 


y/^  3, 


Enfin  il  donne  le  développement  de  sl(cp)  en  fractions  simples  et 
celui  de  logP(^j^&))  en  cosinus  de  multiples  de  2^11. 

Un  cahier  de  notes  commencé  en  novembre  1799  contient,  sur 
la  lemuiscate,  le  développement  en  série  de  Fourier  des  fonctions 

P(ïpc«)),  Q(ipM),  le  développement  déjà  cité 


v/: 


-  =  1  —  2C~'-h  2C~**—  . 


les   développements    en    séries   de    Fourier  de  -r-n — \'  P^i^^)? 

Q2(^f«)),  et,  sous  le  titre  F^ariœ  summationes  serierum  abscon- 
ditœ ,  des  résultats  de  la  forme 

î    w*  1  I 

2    TT*         2  7r        2 

35. 
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cl  h;  développement  en  produit  de  ]a  période 

w 3478''    '^ 

2       2   5  6  9  10  i3 

Enfin,  à  Taide  de  la  moyenne  aritlimético-géométrîque,  sur  laquelle 
nous  reviendrons  bientôt,  il  obtient  des  formules  sur  la  division  en 
cinq  parties  égales  de  la  lemniscate,  formules  qui  se  relient  évidem- 
ment avec  ces  théorèmes  généraux  sur  la  division  de  la  lemniscate, 
dont,  comme  le  prouve  la  publication  des  Disquisùiones  arithme- 
ticœ,  Gauss  était  en  possession,  et  qu'Abcl  retrouva  trente  ans 
plus  tard.  Concurremment  avec  ses  recherches  sur  les  fonctions 
lemniscatiques,  Gauss  s'occupait  des  intégrales  et  des  fonctions 
elliptiques  en  général.  Dans   un  cahier  dont  la   première  page 

porte    en    tête    F  aria,    impriinis   de  integrali    l  y 

^  ^i  -h  II* sin'^u 

Novembr,   1799,  nous  trouvons  traité,  pour  Tintégrale  générale 

elliptique  de  première  espèce,  prise  sous  la  forme  normale  de 

Legendre,  le  problème  de  Tinversion,  tel  qu'il  a  été  résolu,  tant 

d'années  plus  tard,  par  Abcl  et  Jacobi. 

L'auteur  y  suppose  connue  la  théorie  de  la  moyenne  arithmético- 

géométrique,  ou,  si  l'on  veut,  la  connaissance  de  ce  théorème 

que,  si  dans  V intégrale 


|j      27r  v'/zi^cos*!  H-/I* 


sin*T 


on  J ait  la  substitution 
sinT  = 


2  m  sin  T' 

(m  -^  /l)cOS^T'-f-  2/71810*1'' 


r intégrale  se  change  en 

J       2  7r  ^/w'*cos't'  -f-  /î'*s 


OU 

m  -h  /i  ,        J —         , 
=  m  ,      ymn  =  n  , 

en  sorte  que,  si  l'on  forme  la  suite  indéfinie  des  moyennes  arilh- 
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mëtiques  et  géométriques  m',  «',  w",  n",  . .  . ,  moyennes  qui  ten- 
dent vers  une  limite  commune  f*  =  M(m,?2),  on  a 


dT 


2  n  sltrî"  cos'  T  -f  w*  sin*  T        /* 


Ce  sont  là  d*ailleurs  des  propositions  que  Gauss  ne  publia  que 
beaucoup  plus  tard,  en  janvier  1818,  dans  un  travail  intitulé 
Determinatio  attractionis  quant  in  punctuni  quodvis  positionis 
datée  exercet  planeta.  Dans  l'analyse  donnée  par  lui-même  de  son 
Mémoire  il  s'exprime  ainsi  (9  février  1818)  : 

((  L'auteur  a  saisi  la  première  occasion  qui  s'offrait  à  lui  pour 
donner  les  premiers  linéaments  d'un  nouvel  algorithme,  dont  il  s'est 
servi  depuis  de  longues  années  pour  la  détermination  de  ces  trans- 
cendantes, et  sur  lequel  il  publiera  dans  l'avenir  des  recberclies 
étendues  contenant  un  grand  nombre  de  résultats  importants.  » 

Il  fait  comprendre  aussi  qu'il  est  en  possession,  d'une  théorie 
très-étendue  des  transcendantes  elliptiques,  dont  les  recherches  de 
Lagrange  et  de  Legendre  ne  sont  que  les  commencements  : 

«  Il  n'échappera  pas  au  lecteur  qu'une  multitude  de  problèmes 
intéressants,  qui  se  relient  aux  transcendantes  en  question,  se 
trouvent  résolus  avec  la  plus  grande  facilité  au  moyen  de  cet  algo- 
rithme. Comme  exemple,  nous  citerons  la  rectification  de  l'ellipse  : 
en  posant  son  demi-grand  axe  =  /i,  sa  circonférence  sera 

—  [m'*-2(m"^— /i''^)  — 4(w'**-/2'^*)-..  .]. 

Un  autre  exemple  est  fourni  par  la  durée  des  oscillations  d'un 
jiendule  sur  un  arc  fini,  durée  qui  est  à  celle  des  oscillations  infi- 
niment petites  comme  l'unité  est  à  la  moyenne  arithmético-géomé- 
trique  entre  i  et  le  cosinus  de  l'arc  total  d'oscillation.  Enfin  il  faut 
encore  remarquer  que  l'auteur  a  cru  devoir  publier  sous  leur 
forme  primitive  ces  résultats,  trouvés  il  y  a  bon  nombre  d'années, 
indépendamment  des  recherches  analogues  de  Lagrange  et  de 
Legendre,  quoiqu'ils  puissent  en  partie  être  déduits  aisément  des 
découvertes  de  ces  géomètres,  tant  parce  que  cette  forme  lui  parait 
présenter  des  avantages  essentiels  que  parce  qu'elle  est  précisé- 
ment le  point  de  dépai  t  d'une  théorie  beaucoup  plus  étendue  où 
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ses  travaux  l'ont  conduit  dans  une  direction  toute  diiTérente  de  celle 
qui  a  été  suivie  par  les  géomètres  qu'il  a  nommés.  » 

Les  recherches  de  Gauss  sur  la  moyenne  arithmético-géomé- 
trique  sont  contenues  sous  ces  titres  : 

De  origine  proprietatibusque  generalibiis  numerorum  arithme- 
tico'geometricorum 

et 

De  functionibus  transcendentibus  quœ  ex  differentiatione  me- 
diorum  arithmetico-geometricorum  oriuntur, 

dans  un  cahier  dont  Gauss  a  commencé  à  se  servir  depuis 
Tannée  1800,  et  où  il  se  trouve  divers  développements  en  séries 
relatives  à  la  moyenne  arithmético-géomé trique. 

C'est  eu  partant  de  ces  recherches  que  Gauss  jette  les  fonde- 
ments de  la  théorie  des  intégrales  elliptiques  et  des  fonctions 
inverses. 

Faisant 

du 


/: 


^i  -t-  p*siii*a 

et  [^substi tuant  fi  =  tangi^,  il  définit  les  périodes  par  les   expres- 
sions 

TT  TTCOSP         

M(i,^rHV)""M(i,cosi')"~"' 

TT  TTCOSf  , 


il  pose 


.m(.,v/^)    "'■••'"" 


sin  1/  =  s  (  y  )  =  S(  i|»w  ), 


donne  les  développements  en  série  trigonométrique  de  la  fonction 
inverse  uniforme,  et  écrit 

où  ï  et  V  sont,  à  un  facteur  constant  près,  ce  que  l'on  a  appelé  plus 
tard  3i  et  .^q*,  il  développe  ces  fonctions  et  leurs  carrés  en  séries  de 


Digitized  by 


Google 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  5ii 

Fouricr  et  eu  produits  iuGnis  sous  la  forme  miuuc  qui  a  été 
donnée  plus  tard  par  Abel  et  Jacobi. 

Toutes  CCS  recherches  étaient  vraisemblablement  terminées  en 
1798,  comme  il  résulte  d'un  passage  d'une  Lettre  de  Crelle  à  Abel, 
où  il  cite  une  communication  de  Gauss,  qui  s'exprime  ainsi  : 

«  Il  (Abel)  vient  d'en6Ier  précisément  la  même  route  dont  je 
suis  sorti  en  1798.  » 

Sous  ce  titre,  Einige  neiie  Formelndie  lemniscatischen  Functio- 
nen  betreffend,  on  trouve,  dans  un  cahier  commencé  en  1801, 
une  suite  de  résultats  intéressants  et  qui  probablement  ont  été 
trouvés  beaucoup  plus  tôt.  L'auteur  part  de  la  multiplication 
complexe  de  la  fonction  lemniscatique,  donne  le  développement 
en  série  de  celle-ci,  ainsi  que  l'équation  dîlférentielle  pour  la 
transcendante  P(<f)  et  le  développement  de  cette  dernière  en 
série  de  puissances. 

En  faisant  abstraction  du  passage  célèbre  des  Disquisitiones,  les 
publications  relatives  à  toutes  ces  recherches  se  réduisent  à  deux 
Mémoires  :  Tun  est  intitulé  Summatio  quarundam  sérier um 
singularium,  et  a  été  publié  en  septembre  1808;  on  y  trouve 
étudiés  les  séries  et  les  produits  qui  appartiennent  à  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  \  l'autre  est  le  Mémoire  sur  la  Detenninatio 
attractionis,  etc. ,  de  janvier  1818,  dont  nous  avons  déjà  parlé  et  où 
Gauss  traite  de  la  moyenne  aritbmético-géomé trique. 

De  l'année  1808,  il  y  a  une  suite  d'importantes  recherches  sous 
ce  titre,  Zur  Théorie  der  transcendenten  Functionen.  Gauss 
y  donne  la  définition  des  fonctions  3-,  qu'il  apjïelle  T\  elles  y  sont 
définies  comme  sommes  infinies  de  quantités  exponentielles  à  expo- 
sants quadratiques  :  il  les  développe  en  séries  de  cosinus  des  mul- 
tiples de  l'argument,  établit  les  relations  entre  les  diflerentes  fonc- 
tions 3-  pour  r argument  zéro,  développe  la  formule  pour  une 
transformation  du  second  degré  de  ces  transcendantes,  traite  les 
équations  de  la  division  pour  les  nombres  3,  5  et  7.  Enfin  la 
fonction  S-  est  développée  en  un  produit  doublement  infini^  de 
ce  développement  résulte  une  formule  de  transformation  linéaire. 
Nous  savons  en  outre,  par  une  lettre  de  Jacobi  à  Legendre  du 
5  août  1827,  que  Gauss,  outre  la  théorie  de  la  division  par  3,  5  et 
7,  connaissait  la  chaîne  des  modules  qui  correspond  à  ces  degrés  de 
transformation. 
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Le  cahier  terminé  le  28  avril  1809  contient  les  relations  entre 
les  fonctions  B-  à  argument  zéro  pour  des  multiples  du  module  et  les 
relations  entre  les  fonctions  3*  à  argument  quelconque.  Mais  plus 
intéressantes  et  plus  importantes  sont  les  recherches,  dont  les 
résultats  ont  été  retrouvés  plus  tard  par  Abel,  qui  sont  conte- 
nues dans  le  cahier  terminé  le  2  mai  1809^  elles  portent  ce  titre  : 
Fortsetzung  der  Untersuchungen  ûber  dos  aritlunetisch-geome- 
trische  Mittel.  Elles  contiennent  les  relations  entre  les  fonc- 
tions 3-  de  module  r  et  les  fonctions  correspondantes  de  mo- 
dules 4fîi6T,  ...,  les  développements  en  série  des  fonctions 
S-  à  variables  nulles,  les  relations  entre  les  diverses  fonctions  3* 
pour  le  module  augmenté  d'une  unité  et  la  transformation  li- 
néaire complète  de  ces  transcendantes  pour  la  valeur  zéro  de  l'ar- 
gument. Là  aussi  sont  traitées  les  relations  qui  existent  entre  les 
fonctions  3-  pour  des  relations  linéaires  entre  des  modules  tjue  Ton 
suppose  racines  d*équations  quadratiques  ayant  le  même  déter- 
minant négatif,  c'est-à-dire  pour  les  modules  de  la  multiplication 
complexe.  Enfin  on  y  trouve  encore  les  formules  de  transforma- 
tion du  second  degré  pour  les  fonctions  S-^  leur  équation  aux 
dérivées  partielles  et  les  formules  connues  pour  la  seconde  dérivée 
logarithmique  de  ces  fonctions. 

Le  cahier  commencé  en  mai  1808  contient  les  formules  d'addi- 
tion et  de  multiplication  (même  pour  un  argument  complexe),  et 
aussi  les  formules  de  transformation  de  degré  n  pour  les  fonctions  3^ 
qui  correspondent  aux  fonctions  lemniscatiques.  Enfin  les  Hun- 
dert  Théorème  iiber  die  neuen  Transcendenten,  dont,  d'après 
M.  Schering,  on  ne  peut  pas  fixer  la  date,  concernent  encore  le 
développement  des  fonctions  3-,  contiennent  différents  cas  simples 
de  transformation  de  ces  transcendantes  pour  l'argument  zéro  et 
diverses  relations  entre  ces  fonctions  et  la  moyenne  arithmético- 
géométrique. 

Ce  n'est  plus  que  le  20  février  1817  qu'on  retrouve  dans  les 
papiers  de  Gauss  une  indication  relative  à  la  lemniscatische 
Function.  En  faisant 

sl(.r)=X,     /xVX  =  F(X), 
elle  conlicnl  le  théorème  de  l'addition  des  intégrales  de  seconde 
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espèce,  connu  depuis  longtemps,  sous  la  forme 

Les  recherches  d'Abel  et  de  Jacobi  fournirent  de  nouveau  à 
Gauss  l'occasion  de  revenir  à  des  études  abandonnées  depuis  long- 
temps^ comme  le  fait  ressortir  M.  Schering,  les  Lettres  de  Gauss  à 
Schumacher,  du  4  et  du  19  août  1827,  montrent  que  Schumacher, 
avant  de  publier  la  Lettre  de  Jacobi  dans  les  Astronomische  Nach- 
richten,  en  avait  communiqué  l'original  à  Gauss.  On  trouve  dans  les 
papiers  posthumes  de  ce  dernier  un  passage  vraisemblablement 
inspiré  par  la  lecture  de  la  première  Lettre  de  Jacobi  à  Schumacher. 
Dans  un  travail  intitulé  Allgemeines  Theorem  (6  août  1827),  la 
transformation,  pour  les  degrés  2,  3,  7,  est  traitée  au  moyen  des 
formides  de  transformation,  correspondantes  à  ces  degrés,  des 
fonctions  5"  de  Jacobi  que  Gauss  appelle  P,  Q,  R,  S5  elle  est  fondée 
sur  une  méthode  que  Jacobi  développa  plus  tard.  La  seconde  Lettre 
de  Jacobi,  sur  l'expression  analytique  générale  des  transformations 
rationnelles,  donne  à  Gauss  l'occasion  (29  août)  de  rechercher 
quelles  relations  doivent  exister,  pour  l'argument  zéro,  entre  les 
fonctions  S-  primitives  et  transformées,  et  de  former  l'équation 
modulaire  pour  la  transformation  du  cinquième  degré.  La  fin  des 
indications  relatives  à  cette  époque  concerne  le  développement 
d'un  cas  de  la  transformation  linéaire  des  fonctions  3-  et  des  condi- 
tions de  convergence  de  ces  dernières  5  à  ces  conditions  se  relie  im- 
médiatement une  proposition  appartenant  à  la  théorie  des  fonc- 
tions :  Si  à  l'intérieur  d'un  contour  formé  on  a  constamment 

et  si  sur  le  contour  V  est  constamment  égal  àA^ona  partout  V  =  A . 
En  considérant  l'ensemble  des  recherches  faites  par  ce  géomètre 
d'un  incomparable  génie,  que  nous  a  fait  connaître  la  publication 
des  papiers  posthumes  de  Gauss,  on  est  sûr  de  ne  pas  aller  trop 
loin  en  affirmant  qu'il  avait  trouvé  à  peu  près  trente  ans  avant 
Abel  et  Jacobi,  au  moins  dans  leurs  lignes  principales,  une  bonne 
partie  des  résultats  et  des  méthodes  dont  la  Science,  eu  ce  qui 
touche  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  est  redevable  à  ces  deux 


Digitized  by 


Google 


ni  PREMIÈRE  PARTIE. 

iiiatliématicieus^  il  faut  seulement  excepter  les  recherches  algé- 
briques de  Jacobi  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  ses 
découvertes  concernant  l'introduction  des  fonctions  S-  dans  la  théorie 
des  intégrales  de  seconde  et  de  troisième  espèce,  ainsi  que  les  tra- 
vaux d'Âbel  sur  le  théorème  auquel  on  a  donné  son  nom,  sur  la 
théorie  de  la  transformation  en  général  et  sur  la  réduction  des  in- 
tégrales à  diflérentîelles  algébriques.  J.  T. 


MÉLANGES. 

SUR  LES  POINTS  DE  DÉDOUBLEMENT  DE  M.  J.  PLATEAU; 
Par  m.  p.  MANSION. 

Monsieur  le  Rédacteuii, 

Permettez-moi  de  vous  indiquer  une  petite  erreur  typogra- 
phique qui  s'est  glissée  dans  mon  résumé  (Bulletin,  2®  série,  t.  11, 
IP  Partie,  p.  243)  de  la  Note  de  M.  J.  Plateau,  intitulée  Quelques 
exemples  curieux  de  discontinuité  en  Jlnaljse,  Dans  l'équation 

de  la  seconde  courbe  du  n®  4,  le  facteur  \j  —  cos  ^)  doit   être 
afiecté  de  l'exposant  2.  Cette  équation  est  déduite  de  celle-ci, 

en  remplaçante^  par  yy  —  cos  yjx). 

Si  je  signale  ici  ce  petit  erratum,  c'est  uniquement  pour  repro- 
duire exactement,  dans  mon  résumé ,  les  exemples  mêmes  de  l'ar- 
ticle original.  Nous  avons  observé  en  ellet,  avec  M.  Plateau,  que, 
si  dans  les  deux  exemples  rapportés  dans  sa  Note  on  supprime 
l'exposant  2  qui  aflecte  le  facteur  [j  —  cos  j:),  les  nouvelles  équa- 
tions ainsi  obtenues,  savoir 

(i)  X  =  (/—  cos  sjx)\  I ±  V^i  —  [r  —  cos  yfx]\, 

(2)  xz=m (y  —  cos  V^j 1 1  -^  (j  —  cos  S'jrf  db  |  V 1  -+- C>'  —  cos \xY\  )  j 
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sont  celles  de  deux  nouvelles  courbes  présentant  aussi,  en 

(x  =  o,  7=  i), 

un  point  de  dédoublement.  A  un  certain  point  de  vue,  ces  points 
de  dédoublement  sont  même  plus  remarquables  que  ceux  que 
M.  Plateau  a  signalés  dans  la  Note  citée,  parce  que  les  tangentes 
aux  deux  branches  de  la  courbe,  qui  se  rencontrent  en  ces  points, 
au  lieu  de  se  confondre,  sont  distinctes. 

Considérons,  en  effet,  l'équation  (i).  Elle  se  déduit  de 

(3)  :r=j(i±v^7:i7) 

en  changeant  j^  en  (;^ — cosy/^).  L'équation  (3)  représente  une 
courbe  ayant  a  l'origine  un  point  double,  tangente  à  l'axe  des  y  et 
a  la  droite  a:  =  27,  et  formant  une  espèce  de  Jblium  dans  l'angle 
des  X  et  desj^  positifs;  au-dessous  de  l'axe  des  .r,  elle  se  prolonge 
indéfiniment  suivant  deux  branches  situées  l'une  d'un  côté,  l'autre 
de  l'autre  de  l'axe  desj^.  Si  l'on  remplace,  dans  l'équation  (3),  y 
par  (jr —  cos  \/x),  de  manière  à  obtenir  l'équation  (i),  la  feuille  et 
la  branche  de  droite  sont  modifiées,  les  ordonnées  étant  augmentées 
de  cos  ^  ;  la  branche  de  gauche  disparaît.  Le  nouveauyb/mm  ainsi 
obtenu  est  maintenant  tangent,  au  point  (  j:  =  o,  y  =  1  ) ,  à  l'axe  desj^ 
et  à  une  parallèle  à  l'axe  des  x. 

La  courbe  (2)  présente  des  particularités  analogues.  Toutefois, 
dans  l'angle  des  axes  positifs,  elle  se  compose,  non  d'une  feuille, 
mais  de  deux  branches  indéfinies  se  rencontrant  sous  un  angle  dont 
la  grandeur  dépend  de  m.  Si  m  =  i ,  cet  angle  est  encore  de  3o^. 

Agréez,  etc.  P.   Mansion. 


SUR  UNE  VALEUR  APPROCHÉE  DE  v^  ET  SUR  DEUX  APPROXIMATIONS 

DE  v^3; 

Par  m.  C.  HENRY. 

Dans  ces  derniers  temps,  deux  savants  géomètres,  M.  Léon  Rodet 
et  M.  Alexéief,  ont  cherché  (*)  à  retrouver,  entre  autres  exemples 

(')  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France,  187g. 
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numériques  moins  importants  :  i°  la  valeur  de 

r  >         ' 


3       3.4      3.4.34 

signalée  dans  les  Préceptes  du  cordeau  de  Baudhàyana^  a**  les  va- 

265  i35i 

leurs  approchées  par  défaut  et  par  excès  de  -^  et  de  — tt—  attri- 
buées un  siècle  après  à  \[î  par  Archimède  (  Traité  de  la  mesure 
du  cercle,  proposition  lU). 

M.  Rodet  a  appliqué  à  la  série  de  Baudhàyana  une  formule  du 
Persan  Al-Morouzi  et  aux  fractions  d'Arcliimède  le  procédé  d'un 
géomètre  français  du  xvi®  siècle,  Estienne  de  la  Roche.  Ce  procédé, 
appelé  par  Tauteur  règle  de  médiation,  repose  sur  ce  principe  :  si 

■V  et  -  désignent  deux  fractions  à  termes  positifs,  la  fraction 


est  comprise  entre  les  deux. 

U  n'est  pas  sans  intérêt  d'observer  que  les.  anciens  ont  dû,  en 


a 


effet,  connaître  cette  règle,  puisque,  en  posant,  au  lieu  de  a  et  6, 

et  -  >  on  obtient également  par  moyenne  arithmétique  et  par 

médiation.  Toutefois,  il  ne  semble  pas  que  cette  règle  soit  unique- 
ment celle  d'Archimède  ni  que  la  formule  d' Al-Morouzi  soit  celle  de 
Baudhàyana.  La  formide  persane  ne  reproduit  pas,  en  effet,  la  phy- 
sionomie de  cette  dernière  série  \  en  outre,  l'application  pure  et 
simple  de  la  règle  de  médiation  parait  beaucoup  trop  laborieuse. 

Dans  le  but  de  retrouver  ces  valeurs  et,  en  général,  les  exemples 
numériques  qui  nous  sont  parvenus  de  l'antiquité,  M.  Alexéief  a 
proposé,  mais  sans  l'appliquer  à  ces  exemples,  une  solution  théo- 
rique du  problème  de  l'extraction  de  la  racjne  carrée  par  l'emploi 
de  la  moyenne  arithmétique  et  de  la  moyenne  harmonique. 

Nous  croyons  pouvoir  affirmer  que  ce  procédé  est  bien  véritable- 
ment, avec  quelques  modifications  dans  la  pratique,  celui  de  Bau- 
dhàyana et  celui  d'Archimède.  Nous  nous  permettrons  seulement  de 
faire  remarquer  que,  avant  M.  Alexéief,  M.  le  professeur  Opper- 

5t65 
mann  (  *  )  avait  appliqué  à  la  fraction  -^  la  méthode  des  deux 

(*)J.-L.  Hkiderg,  Quœsiioncs  ArcJùinedecp,  llaiinise,  1H79,  p.  65:  Ch'crsti^t  ovrr  dct 


Digitized  by 


Google 


MÉLANGES.  617 

moyennes,  et  que  les  formules  données  par  M.  Alexéiel,  de  même 
que  celles  données  îl  y  a  quelques  jours  par  M.  le  colonel  Mathieu  (*), 
se  déduisent  facilement  des  formules  établies  par  M.  Éd.  Lucas  dans 
la  Section  XIX  de  sa  Tliéorie  des  Jonctions  numériques  simple- 
ment périodiques  (  ^  ) . 

Ces  restrictions  établies,  soit  à  reproduire 

r  '  ï 


3^3.4  3.4.34' 

posons,  conformément  à  la  règle,  a  =  i  X  2.  Les  moyennes  arith- 
métiques  et  harmoniques  de  i  et  de  2  et  les  moyennes  de  ces 

3      4    '7      ^4    577       816    -  .  , 

moyennes  sont  -  et  ?■»  — ^  et  —^  »  -—  et  7 — •  Les  moyennes  anth- 
•'  a      3    12       17    4^°       ^77 

métiques  sont  approchées  par  excès  et  continuellement  décrois- 
santes. Les  moyennes  harmoniques  sont  approchées  par  défaut  et 
continuellement  croissantes.  Cherchons  les  différences  des  premières 

2  =  -— -,  JL  —  _n  =:  ■  Prenons  la  première  valeur 

2      12      3.4    12     4<)^      3.4*34 

approchée  par  défaut  =  i  -f-  ^,  et  nous  avons  tous  les  éléments  de 

la  série,  d'où  il  ressort  que  Baudhâyana  employait  en  effet  le  pro- 
cédé des  deux  moyennes,  mais  calculait  en  outre  les  différences 
entre  les  valeurs  successives  des  approximations  par  excès  et  les 
différences  de  ces  différences. 

Si  nous  considérons  maintenant  que  Woepcke  (^)  a  établi  par 
des  raisons  puissantes  la  haute  probabilité  d'une  transmission  de 
connaissances  de  l'Inde  en  Grèce  vers  le  m*  siècle  avant  J.-C, 
nous  sommes  conduits  à  supposer /z  /^rior/ de  grandes  ressemblances 
entre  la  méthode  indienne  et  la  méthode  archimédéenne. 

1 35 1  r"        265 

Soit,  en  effet,  à  retrouver  —^  >  V^  >  —^  •  Posons  3  =  3  X  i . 
Les  moyennes  arithmétiques  et  harmoniques  de  ces  deux  nombressont 


Kongelige  Danske  F idenskabtrnts  SeUkabs  Forhandlinger  og  det  Medlemmers  Arhej- 
der,  Aaret  1875,  p.  i8-a3. 

(')  Nouvelles  Jnnales  de  Mathématiques,  décembre  1879,  p.  53 1. 

(*)  American  Journal  of  Mathematics  de  M.  Sylvester,  vol.  I,  1878,  p.  aaS. 

(')  Mémoire  sur  la  propagation  des  chiffres  indiens ,  p.  90-91. 
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a  et  -  •  Les  moyennes  de  ces  deux  moyennes  sont  ^  et  —  •  Les  nou- 
velles moyennes  de  ces  deux  moyennes  sont  ^  et •  Sommons 

265 
les  numérateurs  et  les  dénominateurs^  il  vîent  -^«  Il  est  clair  que 

i35i 
Ton  pourrait,  en  continuant  ces  sommations,  obtenir  *  En  effet, 

97       265 362   97  H-  168  -h  265  H-  362 892  892  -t-  56 989 

56      T53       209' 56-1- 97   -+-i53H-2cx)       5i5'5i5-I-97      571' 

~-^       =  — rr—  -,  mais  ce  procédé  n'explique  évidemment  pas  le 

,35, 
choix  de  — -rr-  •  Il  faut  supposer  ici  un  procédé  direct  et  indépen- 
dant du  précédent.  Le  suivant  remplit  ces  deux  conditions.  Posons 
3  =  3X1.    La  moyenne  arithmétique   ou  la  médiation  de  ces 

3 

nombres  est  a,  la  moyenne  harmonique  -•  La  médiation  de  cette 

5  .        Q 

médiation  et  de  cette  moyenne  est  ^?  la  moyenne  harmonique  ^• 

Les  moyennes  arithmétique  et  harmonique  de  cette  médiation  et 

26      45 
de  celte  moyenne  sont  -^  et  -î^>  dont  la  moyenne  arithmétique  est 

,35, 

-^?  d'où  il  ressort  qu'Archimède  aurait  employé  le  procédé  des 

deux  moyennes  compliqué  de  médiations,  mais  en  variant,  selon 
que  l'approximation  cherchée  de  la  racine  doit  être  par  excès  ou  par 
défaut.  Tordre  des  médiations. 

D'ailleurs,  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer,  indépendam- 
ment de  ces  coïncidences,  que  l'antiquité  a  du  être  conduite  à  celte 
méthode  d'approximation  par  plusieurs  voies  très-directes. 

1.  Procédé  géométrique,  —  Soient  sur  une  droite  trois  points 
successifs  O,  A,  B;  décrivons  une  circonférence  sur  AB  comme 
diamètre  et  menons  les  tangentes  OT,  OT'j  désignons  par  B|  le 
centre  de  la  circonférence  et  par  A|  l'intersection  de  TP  avec  OB^ 
il  vient  O  A  <  OA,  <  OT  -,  OB  >  0B|  >  OT,  et  par  similitude  des 

triangles  rectangles  5^  =  q^»  qï  =  qF'  ^^^  ^^  ^'^^  '^^  ^^^^ 
valeurs  plus  approchées  de  la  moyenne  proportionnelle,  sont  préci- 
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sèment  les  moyennes  arithmétique  et  harmonique  de  OB  et  de  OA. 

2.  Procédé  arithmétique.  —  Soient  a  et  A  deux  valeurs  quel- 
conques et  approchées  de  leur  moyenne  proportionnelle  5  tout 
nombre  intermédiaire  entre  a  gI  b  est  évidemment  une  valeur  plus 
approchée  de  leur  moyenne  proportionnelle  que  l'un  deux.  Soit 

une  valeur  plus  approchée  i|  = \  on  obtient  l'autre  valeur 

Al  = 7  par  la  condition  abi  =^  ab. 

a  -h  0  '^ 

Enfin,  de  la  méthode  d'interpolation  des  parties  proportion- 
nelles appliquée  par  Hipparque  (deuxième  siècle  avant  J.-C.)  à  la 
détermination  de  l'équinoxe,  on  tire  encore  pour  valeurs  approchées 
les  deux  moyennes,  car,  en  prenant  la  valeur  a  approchée  par 
défaut,  on  obtient  pour  le  carré  un  nombre  trop  faible  de  ab —  a--^ 
en  prenant  la  moyenne  b  approchée  par  excès,  on  obtient  pour  le 
carré  un  nombre  trop  grand  deb'^  —  ab-^  donc,  en  désignant  par  a^ 
la  valeur  de  la  moyenne  proportionnelle  dans  la  supposition  des 
accroissements  proportionnels,  on  aura 


d'où 

a  -^  b 
et  par  Ja  proportion  —  =  —,  il  vient 


a  ' 


Observons,  en  terminant,  que,  si  la  méthode  des  deux  moyennes 
est  comparée  avec  la  méthode  plus  récente  des  fractions  continues, 
l'avantage  revient  à  la  première.  Qu'on  développe,  en  effet,  en  frac- 
tions continues  ^  et  ^  ;  on  constate  que  les  valeurs  trouvées  par 
l'emploi  des  moyennes  reviennent  au  calcul  des  réduites  successives 
dont  les  rangs  sont  en  progression  géométrique  de  raison  =2,  cas 
pour  lequel  M.  Ed.  Lucas  veut  bien  nous  faire  observer  que  M.  Serret 
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a  donné  dès  1847  {Journal  de  Liouville,  t.  XIII,  p.  5 18)  les 
formules  retrouvées  par  lui-même  cl  par  M.  Alexéîef  (*)•  Il  est 
également  curieux  d'observer  que  Tapplicalion  simultanée  des  mé- 
thodes d'interpolation  parles  parties  proportionnelles  et  de  Newton 
à  l'extraction  de  la  racine  carrée  du  produit  ab  fournit  comme  va- 
leurs approchées  par  défaut  et  par  excès  la  moyenne  harmonique 
et  la  moyenne  arithmétique  des  deux  nombres  a  et  i. 


(')  En  1873,  une  question  proposée  par  M.  le  prince  Boncompagni  dans  les  Non- 
velles  j4nnales  de  Mathématiques,  3*  série,  tome  XII,  p.  191,  a  conduit  aussi  à  ces  for- 
mules M.  Moret-Blanc  (t.  XII,  p.  477-480). 
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DU  MINISTRE  DE  ^INSTRUCTION  VUBLIQUÎÎ, 
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m  COSITK  DE  BÉDAGTION  COXPOSB  DE  MX.  LES  HAITRES  DE  CORFBBENCES. 


Ckunilé  de  rédaction:  M.  H,  Sainte^Claire  Det'i'lle,  directeur;  MM.  Gernrz,  Hoil- 
tefeuille.  Tisserand,  secrétaires.  —  SciEsr.Es  matuiî^ïatiqles:  MM.  Bertrand^  ttonnety 
Bouquet,  Dourget^  Briot,  Darhoux,  Hcrmite^  Piusenx,  —  Sciences  putsioces  : 
MM.  Bertkeiol,  Jiertin.  Debray^  Fricdtl^  H/asrari,  Troost.  —  Sciences  naturelles  : 
MM.  Bonnier,  Dastre,  Deïesse^  Des  Ctoiteaujc,  de  Lacaze-Outhiers,  Pasteur, 
Perrier,  Pouc/tet,  Von  Tieghem, 


»o«H>« 


La  publication  de  la  deuxième  Série  des  Annales  scicntifiittes  ilc  l^Écolc 
Normale  supérieure  a  commencé  en  1872. 

Ce  Journal,  civé  en  1864  par  M.  Pasteur,  avec  le  concours  des  Professeurs 
de  rÉcolc  Normale,  est  devenu  un  des  Recueils  les  plus  estimés  de  la  Science 
française  par  l'imporlance  des  travaux  qui  v  ont  été  publics  et  par  le  nom 
des  Auteurs  qui  se  sont  associés  à  notre  illustre  savant.  Mais,  à  cause  de 
rétat  de  sa  sauté  et  malgré  tous  les  efTorts  de  ses  amis  et  coliabcrateurSi 
M.  Pasteur  a  renoncé  à  la  direction  de  cette  publication. 

Les  circonstances  actuelles  imposent  à  tous  les  hommes  de  science  le  devoir 
de  faciliter  la  publication  de  tous  les  travaux,  de  quelque  part  qu'ils  viennent, 
en  encourageant  les  efforts  des  hommes  jeunes,  à  quelque  école  quMIs  appar- 
tiennent. Aussi,  les  Maîtres  des  Conférences  scientifiques  de  TÉcole  Normale 
composant  le  Comité  do  rédaction,  après  avoir  recueilli  les  souscriptions 
nécessaires  pour  assurer  aux  Annules  non-seulement  Texistence  avec  une 
grande  extension,  mais  encore,  dans  l'intérêt  des  Auteurs,  une  large  publi- 
cité, ont  décidé  q^u'une  nouvelle  Série  du  Journal  serait  continuée  dans  le 
même  format,  mais  avec  une  tomaison  indépendante. 

Le  nouveau  Recueil  scientifique  contient,  comme  Tancien,  des  Mémoires 
sur  les  Mathématiques,  les  Sciences  physiques  et  naturelles,  et,  de  préfé- 
rence, pour  ces  dernières,  les  travaux  dont  les  sujets  se  rapportent  à  la 
Science  générale. 

On  souscrit  aux  Annales  de  VÈeole  Normale  supénenre  chez  M.  GAcrnicR-ViL- 
LARs,  qtuii  des  Au(«uslinH,  5.). 

La  Nouvelle  Série  paratt  tous  les  mois,  depuis  1872,  par  cahiers  de  4  à  5  feuilki 
ln-/|,  avec  figures  et  planches.  L'abonnement  est  annuel  et  part  de  janvier. 

Paris • 3o  francs. 

Dépnrremcnts  et  Union  poslale 35        » 

Autres  pays 4^        » 

Première  Série,  7  vuUtracs  in-4i  a^ec  figures  dans  le  texte  et  planches  sur 
ui^rc,  anneos  iï>6i  à  1870 • • i5o  fr. 


Digitized  by 


Google 


LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI  DES  AUGUSTiNSJ    55,  A  PABIS. 
«TOI  FBAMCO  BANI  TOOTI  Ll  FRANCE,  COIITIIB  MANDAT  DE  rOITS. 


tTASSAL  (la  major  Yladimir),  ancien  Ingénieur.  —  Nonyelles  Tables 
donnant  avec  cinq  décimales  les  logaritlmies  Tulgaires  et  naturels  des 
nombres  de  i  à  10800  et  des  fonctions  circnlaires  et  hyperboliques, 
pour  tous  les  degrés  du  quart  de  cercle  de  minute  en  minute.  Un  beau 

volume  in-4t  imprimé  sur  vélin  ;  1872 la  fr. 

Ces  Tables  se  distinguent  des  Tables  à  cin^  décimales  publiées  jusqu'à  ce 
jour  en  ce  qu'elles  ont  pour  objet  : 

lO  De  permettre  de  varier  les  méthodes  de  ealcnl  et  d'interpolation,  selon  qu'on 
recherche  soit  la  précision  des  résultats,  soit  la  rapidité  des  opérations; 

30  D'éviter  ou  de  faciliter  les  transformations  de  logarithmes  vulgaires  en  loga- 
rithmes naturels  et  vice  versa; 

3<>  De  faciliter  l'usage  des  fonctions  dites  h/perboliquet,  concurremment  avec 
celui  des  fonctions  trigonométriques; 

4^  De  présenter  les  fonctions  trigonométriques  centésimales  dans  un  ordre  plus 
pratique  et  plus  simple  que  celui  adopté  par  CalSet; 

5^  De  faciliter  la  construction  par  points  des  courbes  de  raccordement,  la  résolu- 
tion des  équations  de  deuxième  et  de  troisième  degré,  et  l'évaluation  en  nombres 
de  certaines  intégrales; 

60  De  donner  aux  Tables  une  disposition  qui,  sans  fatiguer  l'œil  et  lui  déplaire, 
facilite  les  recherches  tout  en  diminuant  le  nombre  des  pages  à  feuilleter. 

Pour  satisfaire  au  premier  point,  on  a,  à  l'instar  de  MM.  Babbage,  Hertzer, 
Schrôn,  Schlomilch,  etc.,  distingué  par  un  signe  les  nombres  approchés  par 
excès,  de  sorte  que  les  Tables  actuelles  peuvent  donner  des  résultats  qui, 
par  leur  précision,  ne  s'éloigneront  pas  sensiblement  des  résultats  obtenus 
au  moyen  des  Tables  ordinaires  à  six  et  môme  à  sept  décimales. 

Enfin,  pour  satisfaire  aux  autres  points  du  programme,  on  a  adopté  le  for- 
mat in-4'',  ce  qui  a  permis  de  placer  en  regard  de  chaque  argument  les  di- 
verses fonctions  qui  en  dépendent  et  de  donner  ainsi,  dans  un  nombre  assez 
restreint  de  pages  et  sans  augmenter  les  difficultés  de  recherche  et  d'inter- 
polation, bien  des  résultats  numériques  qui  ne  se  trouvent  pas  directement 
dans  les  Tables  ordinaires. 

Quant  à  la  correction  même  du  livre,  si,  malgré  les  soins  apportés  à  la 
révision  des  épreuves,  il  s'y  rencontrait  encore  quelques  fautes  (cnose  à  peu 
près  inévitable  dans  une  première  édition),  ces  fautes  seront  corrigées  sur 
les  clichés  au  fur  et  à  mesure  de  leur  découverte. 

Un  spécimen  des  Nouvelles  Tables  de  M.  Fassal  est  envoyé  sur  demande. 


Sommaire.  —  Introduction  :  Notation  et  définitions,  description  et  usage  des 
Tables.  Interpolation. —  Formules  :  Notation  et  formules  d'interpolation.  Formules 
relatives  aux  logarithmes  naturels  et  aux  fonctions  exponentielles,  circulaires  et 
hyperboliques.  Résolution  des  triangles  rectiligncii  et  sphériques.  Formules  di» 
verses. —  Table  I  :  Logarithmes  vulgaires  et  naturels  des  nombres  de  i  à  10800. — 
Table  II  :  Vraie  longueur  des  fonctions  circulaires  et  hyperboliques  de  minute  en 
minute  de  o  à  90  degrés.  —  Table  III  :  Logarithmes  vulgaires  des  fonctions  drcu- 
laircs  et  hyperboliques  de  minute  en  minute  de  o  à  90  degrés.  —  Table  IF"  :  Lo- 
garithmes vulgaires  des  fonctions  circulaires  et  hyperboliques  de  o  à  100  grade». 
—  Tables  supplémentaires. 

Parb.—  Ivprltttrls  do  GAOTHIER-yiLLAaS,  qaal  dsf  Aofiistiasi  M 
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